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Ç êîæíîþ ä³àãðàìîþ Áðàòòåë³ ïðèðîäíèì ÷èíîì ïîâ’ÿçóºòüñÿ ëîêàëüíî 
ñê³í÷åííà ãðóïà. Âèâ÷àºòüñÿ íîðìàëüíà áóäîâà òàêèõ ãðóï. Äîâåäåíî êðèòå-
ð³é ïðîñòîòè, ðîçãëÿíóòî êîíêðåòí³ ïðèêëàäè ãðóï òàêîãî òèïó.  

 
1. Âñòóï. Êëàñ çë³÷åííèõ ëîêàëüíî ñê³í÷åííèõ ãðóï º â ïåâíîìó ñåíñ³ 

«íàéáëèæ÷èì» äî êëàñó ñê³í÷åííèõ ãðóï. Ñàìå òîìó áàãàòî çàäà÷, ÿê³ ïðè-
ðîäíî âèíèêëè ñòîñîâíî ñê³í÷åííèõ ãðóï, ï³çí³øå ðîçãëÿäàþòüñÿ äëÿ ãðóï 
çë³÷åííèõ ³ ëîêàëüíî ñê³í÷åííèõ. Çîêðåìà, ï³ñëÿ çàâåðøåííÿ êëàñèô³êàö³¿ 
ñê³í÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï ïðèðîäíî ïåðåéòè äî äîñë³äæåííÿ ïðîáëåìè êëà-
ñèô³êàö³¿ çë³÷åííèõ ëîêàëüíî ñê³í÷åííèõ ãðóï. Ñêëàäí³ñòü ïðîáëåìè ïîëÿ-
ãàº â òîìó, ùî  

• íå ï³ääàþòüñÿ êëàñèô³êàö³¿ çðîñòàþ÷³ ëàíöþãè ñê³í÷åííèõ ïðîñòèõ 
ãðóï,  

• ³ñíóþòü ëîêàëüíî ñê³í÷åíí³ çë³÷åíí³ ïðîñò³ ãðóïè, ÿê³ íå º îá’ºäíàí-
íÿì çðîñòàþ÷èõ ëàíöþã³â ñê³í÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï.  

Ó ðîáîò³ [10] áóëî çä³éñíåíî ãðóáó êëàñèô³êàö³þ âñ³õ ëîêàëüíî ñê³í÷åí-
íèõ ïðîñòèõ ãðóï. Çã³äíî ç âñòàíîâëåíèì ó ö³é ïðàö³, êîæíà ëîêàëüíî ñê³í-
÷åííà ïðîñòà ãðóïà º àáî ô³í³òàðíîþ ãðóïîþ ìàòðèöü íàä ëîêàëüíî ñê³í÷åí-
íèì ïîëåì àáî òàê çâàíîþ ãðóïîþ çíàêîçì³ííîãî òèïó ÷è ãðóïîþ p -òèïó.  

Ç òî÷êè çîðó êëàñèô³êàö³¿, íàéìåíø âèâ÷åíèìèìè º ãðóïè çíàêîçì³í-
íîãî òèïó. Öåé êëàñ ãðóï, ó ñâîþ ÷åðãó, ä³ëèòüñÿ íà äâà ï³äêëàñè, à ñàìå: 
ãðóïè 1-òèïó òà ãðóïè ∞ -òèïó. Ó ðîáîòàõ [7, 8] áóëî ââåäåíî êëàñè LDA  
òà LA  ëîêàëüíî ñê³í÷åííèõ ãðóï. Êëàñ ïðîñòèõ LDA -ãðóï º ïðèðîäíèì 
ï³äêëàñîì ïðîñòèõ ëîêàëüíî ñê³í÷åííèõ ãðóï 1-òèïó. Îçíà÷åííÿ öèõ êëàñ³â 
ãðóï áóäå íàâåäåíî â ï. 2.  

Ãîëîâíîþ ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º äîñë³äæåííÿ LDA -ãðóï ç âèêîðèñòàííÿì 
¿õ çâ’ÿçê³â ÷åðåç ä³àãðàìè Áðàòòåë³ ç àïðîêñèìàòèâíî ñê³í÷åííîâèì³ðíèìè 

C∗ -àëãåáðàìè. Ó ðîáîò³ [6] çà äîïîìîãîþ òåõí³êè ä³àãðàì Áðàòòåë³ áóëî 
çä³éñíåíî êëàñèô³êàö³þ âåëèêîãî ï³äêëàñó LDA -ãðóï, ó ÿêèé, çîêðåìà, ïî-
òðàïëÿþòü âñ³ ïðîñò³ LDA -ãðóïè. Ó ö³é ðîáîò³ âèâ÷àºìî íîðìàëüíó áóäîâó 
LDA -ãðóï, äàºìî êðèòåð³é ïðîñòîòè äëÿ òàêèõ ãðóï, à òàêîæ îáãîâîðþºìî 
äåê³ëüêà êîíêðåòíèõ ïðèêëàä³â LDA -ãðóï.  

2. Áàçîâ³ îçíà÷åííÿ.  
2.1. Ïðîñò³ ëîêàëüíî ñê³í÷åíí³ ãðóïè. Íàãàäàºìî íåîáõ³äí³ îçíà÷åí-

íÿ ³ ôàêòè ùîäî ïðîñòèõ ëîêàëüíî ñê³í÷åííèõ ãðóï.  
Ãðóïà G  º ô³í³òàðíî ë³í³éíîþ, ÿêùî äëÿ ÿêîãîñü ëîêàëüíî ñê³í÷åí-

íîãî ïîëÿ K  ³ñíóº òî÷íèé KG -ìîäóëü V  òàêèé, ùî ï³äïðîñò³ð íåðóõîìèõ 
òî÷îê êîæíîãî ç ¿¿ åëåìåíò³â ìàº ñê³í÷åííó êîâèì³ðí³ñòü ó V .  

Ìíîæèíà ïàð ( , ) |i iH M i I∈{ }  íàçèâàºòüñÿ ïîêðèòòÿì Êåãåëÿ äëÿ ëî-

êàëüíî ñê³í÷åííî¿ ãðóïè G , ÿêùî iH  – ñê³í÷åííà ï³äãðóïà G , iM  – ìàê-

ñèìàëüíà íîðìàëüíà ï³äãðóïà iH  äëÿ âñ³õ i I∈ , à òàêîæ äëÿ êîæíî¿ ñê³í-

÷åííî¿ ï³äãðóïè H  ãðóïè G  ³ñíóº i I∈  òàêå, ùî iH H≤  òà 1iH M = . 

Ãðóïè /i iH M , i I∈ , íàçèâàþòüñÿ ôàêòîðàìè ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ. Êîæíà 
ïðîñòà ëîêàëüíî ñê³í÷åííà ãðóïà ìàº ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ (äèâ. [5]). Êîëè G  – 
çë³÷åííà, òî ï³äãðóïè iH  ìîæóòü áóòè âèáðàí³ òàêèì ÷èíîì, ùî áóäóòü 

óòâîðþâàòè çðîñòàþ÷èé ëàíöþã 0 1 2H H H⊂ ⊂ ⊂   ç 1 1i iH M + =  äëÿ 

âñ³õ i . Ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ òàêîãî âèãëÿäó íàçèâàºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòþ Êåãåëÿ.  
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Êàæóòü, ùî íå ô³í³òàðíà ëîêàëüíî ñê³í÷åííà ïðîñòà ãðóïà G  º:  
• çíàêîçì³ííîãî òèïó, ÿêùî âîíà ìàº ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ, âñ³ ôàêòîðè 

ÿêîãî – çíàêîçì³íí³ ãðóïè;  
• 1 -òèïó, ÿêùî êîæíå ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ ãðóïè G  ìàº ôàêòîð, ÿêèé 

º çíàêîçì³ííîþ ãðóïîþ;  
• ∞ -òèïó, ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíîãî êëàñó G  ñê³í÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï, 

òàêîãî ùî êîæíà ñê³í÷åííà ãðóïà ìîæå áóòè ³çîìîðôíî çàíóðåíà 
â äåÿêó ãðóïó ç G , ³ñíóº ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ ãðóïè G , âñ³ ôàêòîðè 
ÿêîãî – ³çîìîðôí³ ãðóïàì ç G ;  

• p -òèïó (p  – ïðîñòå), ÿêùî êîæíå ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ ãðóïè G  ìàº 
ôàêòîð, ÿêèé ³çîìîðôíèé êëàñè÷í³é ë³í³éí³é ãðóï³, âèçíà÷åí³é 
íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p .  

Ó. Ìåºðôðàíêåíôåëüä ³ Ñ. Äåëêðóà (äèâ. [4]) äîâåëè, ùî êîæíà ëîêàëü-
íî ñê³í÷åííà ïðîñòà ãðóïà íàëåæèòü ð³âíî äî îäíîãî ç êëàñ³â: ô³í³òàðí³ ãðó-
ïè, ãðóïè 1-òèïó, ãðóïè p -òèïó äëÿ ºäèíîãî ïðîñòîãî p  ÷è ãðóïè ∞ -òèïó.  

Íàãàäàºìî, ùî ïðÿìîþ ñóìîþ ãðóï ï³äñòàíîâîê ( , )G X  ³ ( , )H Y , X Y =  

= ∅ , íàçèâàºòüñÿ ãðóïà ï³äñòàíîâîê ( , )G H G H X Y⊕ = ×   ç òàêîþ ä³ºþ 

G H×  íà X Y :  

 ( ) , ,

,

g
g h

h

z z X
z

z z Y

,  ∈= 
∈ .

 

Ëîêàëüíî ñê³í÷åííà ãðóïà íàçèâàºòüñÿ LDA -ãðóïîþ, ÿêùî âîíà ³çî-
ìîðôíà ³íäóêòèâí³é ãðàíèö³ ïðÿìèõ ñóì 1 ii i irH A A= ⊕ ⊕  ( i ∈  ) çíàêî-

çì³ííèõ ãðóï ï³äñòàíîâîê Alt ( )ik ikA X=  ³ç çàíóðåííÿìè, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ 

òèì, ùî äëÿ âñ³õ i j<  êîæíà íåòðèâ³àëüíà îðá³òà äîâ³ëüíî¿ ãðóïè ikA  íà 

áóäü-ÿê³é ìíîæèí³ jX   º ïðèðîäíîþ. ßêùî â îñòàííüîìó îçíà÷åíí³ âñ³ iH  º 

ñê³í÷åííèìè çíàêîçì³ííèìè ãðóïàìè (òîáòî âñ³ 1ir = ), òî ³íäóêòèâíà ãðàíè-

öÿ íàçèâàºòüñÿ LA -ãðóïîþ.  
2.2. Îñíîâí³ êîíñòðóêö³¿. Ñïî÷àòêó íàãàäàºìî ïîíÿòòÿ ä³àãðàìè 

Áðàòòåë³. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ò³ æ ïîçíà÷åííÿ, ùî ³ â [6].  

2.2.1. Ä³àãðàìè Áðàòòåë³. Ä³àãðàìà Áðàòòåë³ 0 1B , , , ,i i i iV E d≥ ≥= s r({ } { } ) 
âèçíà÷àºòüñÿ òàêèì íàáîðîì äàíèõ:  

• ìíîæèíà âåðøèí (B)V V=  ç ðîçáèòòÿì íà äèç’þíêòíå îá’ºäíàííÿ 

ð³âí³â 
0

i
i

V V
≥

=   ;  

• ìíîæèíà ðåáåð, ÷è ñòð³ëîê (B)E E=  ç ðîçáèòòÿì íà äèç’þíêòíå 

îá’ºäíàííÿ 
1

i
i

E E
≥

=  ;  

• â³äîáðàæåííÿ ô³êñàö³¿ ïî÷àòêó òà ê³íöÿ 1i iE V −: →s  ³ 

i iE V: →r , ÿêùî e E∈  – ðåáðî, òî ( )es  – éîãî ïî÷àòîê ³ ( )er  
– éîãî ê³íåöü;  

• ôóíêö³ÿ åòèêåòóâàííÿ \ 0d V: → { }  âåðøèí äîäàòíèìè ö³-
ëèìè ÷èñëàìè.  

Òàêîæ ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñÿ äâ³ äîäàòêîâ³ âèìîãè. Ïî-ïåðøå, êîæíà 
âåðøèíà ìóñèòü áóòè ïî÷àòêîì ÿêîãîñü ðåáðà, ³, ïî-äðóãå, äëÿ êîæíî¿ 
âåðøèíè v V∈  ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ íåð³âí³ñòü  

 
( )

( ) ( ( ))
e v

d v d e
=

≥ ∑
r

s . (1) 
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Ïîä³áíî, ÿê ó [3], ïîçíà÷àòèìåìî âåðøèíè ç V  ïàðîþ ö³ëèõ ÷èñåë ( , )s j , 

äå s  – íîìåð ð³âíÿ, äî ÿêîãî íàëåæèòü âåðøèíà, à j  – íîìåð âåðøèíè ó 

pV  (ââàæàºìî, ùî âåðøèíè ç pV  çàíóìåðîâàí³ ïîñë³äîâíèìè íàòóðàëüíèìè 

÷èñëàìè, ïî÷èíàþ÷è â³ä 1). Äëÿ çðó÷íîñò³ ïîêëàäåìî, ùî 0 1V =  ³ ((0,1))d =  

1= . ªäèíó âåðøèíó (0,1)  íóëüîâîãî ð³âíÿ íàçèâàòèìåìî êîðåíåì. Ê³íöåì 
ä³àãðàìè B  íàçèâàòèìåìî äîâ³ëüíèé íåñê³í÷åííèé øëÿõ óçäîâæ ñòð³ëîê â 
B , ÿêèé ïî÷èíàºòüñÿ â áóäü-ÿê³é âåðøèí³ ( )s i, , äå àáî 0s =  àáî ( )s i,  íå º 

ê³íöåì æîäíî¿ ñòð³ëêè. Êàçàòèìåìî, ùî jw V∈  ëåæèòü ï³ä âåðøèíîþ iv V∈  

( w v ), ÿêùî ç âåðøèíè v  ³ñíóº øëÿõ âçäîâæ ñòð³ëîê äî âåðøèíè w , 
òîáòî, ÿêùî i j<  ³ îáèäâ³ âåðøèíè v  òà w  ëåæàòü íà îäíîìó ê³íö³. Ïîçíà-

÷àòèìåìî ÷åðåç B∂  ãðàíèöþ ä³àãðàìè B , òîáòî ìíîæèíó âñ³õ ê³íö³â B .  
Íà B∂  ìîæíà ââåñòè ïðèðîäíó óëüòðàìåòðèêó, ïîêëàâøè  

 1 2( , ) 1/( 1)nρ γ γ = + , 

äå n  – äîâæèíà íàéá³ëüøîãî ñï³ëüíîãî øëÿõó, ïî÷èíàþ÷è ç³ ñï³ëüíîãî ïî-
÷àòêó îáîõ ê³íö³â 1γ  ³ 2γ . ßêùî â ê³íö³â íåìà ñï³ëüíîãî ïî÷àòêó, òî â³äñòàíü 
ì³æ íèìè ââàæàºòüñÿ ð³âíîþ 1.  

Òîïîëîã³ÿ, ³íäóêîâàíà ìåòðèêîþ ρ , º ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ ³ ö³ëêîì íå-
çâ’ÿçíîþ.  

Çà ä³àãðàìîþ Áðàòòåë³ 0 1B , , , ,i i i iV E d≥ ≥= s r({ } { } ) áóäóºòüñÿ ïîñë³äîâ-

í³ñòü  

 ( )( ) ( 1)
B ( , , ) | 0ss sC A sn n += ∈  { } , (2) 

ïðè÷îìó ö³ëî÷èñåëüíèé âåêòîð  

 ( ) ( )( )
1 ( )( , , )s ss

k sn nn =   

âèçíà÷àºòüñÿ ð³âíîñòÿìè  

 ( )( ) ,             (( , ))s
s ik s V n d s i= = , 

à íåâ³ä’ºìíà ö³ëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ 
1 ( )( ) ( )
1 ( 1)

( )
j k ss s

ij i k s
A a

= ,
= , +=  – ð³âíîñòÿìè  

 ( ) | ( ) ( , ),  ( ) ( 1, )s
ija # e E e s j e s i= ∈ = = +s r{ }  (3) 

Îáìåæåííÿ, ÿê³ íàêëàäåíî íà ä³àãðàìè Áðàòòåë³, âèçíà÷àþòü òàê³ îáìå-
æåííÿ íà ïîñë³äîâíîñò³ (2):  

• êîæåí ñòîâï÷èê ìàòðèö³ ( )sA  ì³ñòèòü íåíóëüîâèé åëåìåíò, 
0s ∈  { } ;  

• ( ) ( 1)[ ] [ ]t s s
i iA n n +⋅ ≤ , 1 ( 1)i k s≤ ≤ +  äå tn  – âåêòîð, òðàíñïîíîâàíèé 

äî n ;  

• (0) 1k = , (0)
1 1n = .  

Ïîñë³äîâí³ñòü (2) ç òàêèìè îáìåæåííÿìè ïîâí³ñòþ âèçíà÷àº ä³àãðàìó Áðàò-
òåë³ ³ íàçèâàºòüñÿ ïîñë³äîâí³ñòþ Áðàòòåë³.  

2.2.2. LDA -ãðóïè. Êîæí³é çë³÷åíí³é LDA ( LA )-ãðóï³ ç ïðèðîäíîþ ëî-
êàëüíîþ ñèñòåìîþ ï³äãðóï â³äïîâ³äàº äåÿêà ïîñë³äîâí³ñòü Áðàòòåë³. Ñïðàâ-

ä³, íåõàé ( )i

i
G G

∈
= 


 – LDA -ãðóïà, äå  

 ( ) ( ) ( )
1 ( )        ( )s s s

k sG G … G s= ⊕ ⊕ ∈   

– ïðÿìà ñóìà íåòðèâ³àëüíèõ ñê³í÷åííèõ çíàêîçì³ííèõ ãðóï, òîáòî  

 ( ) ( )Alt ( )        (1 ( ))i i
k kG X i k s= ≤ ≤ . 
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Òîä³ â³äïîâ³äíà ïîñë³äîâí³ñòü Áðàòòåë³ áóäóºòüñÿ òàêèì ÷èíîì:  

• ( ) ( )s
i in X s= ,  

• ( )s
ija  äîð³âíþº ê³ëüêîñò³ íåòðèâ³àëüíèõ îðá³ò ( )s

jG  íà ( 1)s
iX + .  

Çàóâàæèìî, ùî ( ) 3s
iX ≥ . Òîìó ïðè âèâ÷åíí³ LDA -ãðóï áóäåìî ðîç-

ãëÿäàòè ëèøå ä³àãðàìè Áðàòòåë³, â ÿêèõ ì³òêè (åòèêåòêè) âåðøèí íå ìåíø³ 
í³æ 3 (çà âèíÿòêîì êîðåíÿ).  

Äàë³ ïîêàæåìî, ùî êîæí³é ä³àãðàì³ Áðàòòåë³ ïðèðîäíî â³äïîâ³äàº ºäèíà 
(ç òî÷í³ñòþ äî ³çîìîðô³çìó) LDA -ãðóïà.  

Íåõàé B , , , ,i iV E d= s r({ } { } )  – ä³àãðàìà Áðàòòåë³, à ( ) ( 1)
B , ,( s sC n n +=  

( )) | 0sA s ∈  { }  – ïîñë³äîâí³ñòü, ÿêà ¿é â³äïîâ³äàº.  

Âèáåðåìî ìíîæèíè ( ) ,sX  äå 0 ,  1 ( )s k s∈ ≤ ≤ { }  , òàê, ùîá ( ) ( ) ,s sX n=   

³ êîæíà ç ìíîæèí ( )sX  íå ïåðåòèíàëàñÿ ç ³íøèìè. Äàë³, ïîêëàäåìî  

 
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

,     Alt ( ),          ( 0 )
k sk s

s s s s s sX X G X G G s
= =

= = = ∈⊕  { }   
 
 . 

Òàêîæ îçíà÷èìî ìîíîìîðô³çì ( ) ( 1)s s
s G G +ϕ : →  òàêèé, ùîá êîæíà íåòðèâ³-

àëüíà îðá³òà äîâ³ëüíîãî ìíîæíèêà ( )s
jG  íà áóäü-ÿê³é ìíîæèí³ ( 1)s

iX +  áóëà 

ïðèðîäíîþ, à ¿õíÿ ê³ëüê³ñòü äîð³âíþâàëà ÷èñëó ( )s
ija , âèçíà÷åíîìó ð³âí³ñ-

òþ (3). ²ñíóâàííÿ òàêîãî ìîíîìîðô³çìó çàáåçïå÷óºòüñÿ íåð³âí³ñòþ (1). Òàê 

îçíà÷åíèé ìîíîìîðô³çì sϕ  íàçèâàòèìåìî d -çàíóðåííÿì ç ìàòðèöåþ ( )sA . 

²íäóêòèâíà ñèñòåìà ( )( , )),  0s
sG sϕ ∈  { }{ }  âèçíà÷àº äåÿêó LDA -ãðóïó.  

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé  

 ( ) ( )( 1)
B ( , , ) | 0s ssC n A sn += ∈  { }  

– ïîñë³äîâí³ñòü Áðàòòåë³, ( )sG  – â³äïîâ³äíà ïîñë³äîâí³ñòü ïðÿìèõ ñóì 
ñê³í÷åííèõ çíàêîçì³ííèõ ãðóï. Íåõàé òàêîæ  

 ( ) ( )
1 2lim ( , ),      lim ( , )s s

s s
s s

H G H G
→∞ →∞

= ϕ = ψ , 

äå sϕ  ³ sψ  – d -çàíóðåííÿ ç îäí³ºþ ³ ò³ºþ æ ìàòðèöåþ ( )sA  äëÿ êîæíîãî 

íåâ³ä’ºìíîãî ö³ëîãî s . Òîä³ ãðóïè 1H  òà 2H  – ³çîìîðôí³.  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåâàæêî ïîì³òèòè, ùî d -çàíóðåííÿ ìàþòü òàêó âëàñòè-
â³ñòü: äëÿ äîâ³ëüíèõ äâîõ d -çàíóðåíü sϕ  òà sψ  ç ìàòðèöåþ ( )sA  ãðóïè 

( )sG  ó ãðóïó ( 1)sG +  ³ äëÿ êîæíîãî sα  ç 
( )

( )

1

Sym( )
k s

s
i

i

X
=

⊕  ³ñíóº òàêèé åëåìåíò 

1s+α  ç 
( 1)

( 1)

1

Sym( )
k s

s
i

i

X
+

+

=
⊕ , ùî äëÿ êîæíîãî ( )sg G∈  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 1 1
1 1( ) ( )s s s s s sg g− −

+ +α ϕ α = ψ α α . (4) 

Òîáòî 1
1 1( )s s sg−

+ +α ϕ α  òà 1( )s s sg−ψ α α  âèçíà÷àþòü îäíó é òó æ ï³äñòàíîâêó ìíî-

æèíè ( )sX . Îñê³ëüêè æ ð³âí³ñòü (4) âèêîíóºòüñÿ äëÿ âñ³õ íàòóðàëüíèõ s , òî 
çà ëåìîþ 2.3 ç [2] ãðóïè 1H  òà 2H  – ³çîìîðôí³. ◊ 

Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1, ìîæíà äàòè òàêå  

Îçíà÷åííÿ. ²íäóêòèâíà ãðàíèöÿ ( )lim ( , )s
s

s
G

→∞
ϕ , äå sϕ  º d -çàíóðåííÿìè 

ç ìàòðèöÿìè ( )sA  ( 0s ∈  { } ), íàçèâàºòüñÿ çíàêîçì³ííîþ ãðóïîþ ä³àãðàìè 

Áðàòòåë³ B . Ïîçíà÷àòèìåìî öþ ãðóïó ñèìâîëîì Alt (B) .  



Локально скінченні групи, асоційовані з діаграмами Браттелі 21 

3. Íîðìàëüíà áóäîâà. Äëÿ ä³àãðàìè Áðàòòåë³ B  ãðóïó Alt (B) =  
( )lim ( , )s

s
s

G
→∞

= ϕ  ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè ÿê îá’ºäíàííÿ çðîñòàþ÷îãî ëàíöþãà 

âëàñíèõ ï³äãðóï:  

 ( )

0
Alt (B) s

s
G

∞

=
=  . 

Ëåìà 1. Íåõàé B  – ä³àãðàìà Áðàòòåë³, à N  – íîðìàëüíà ï³äãðóïà 

Alt (B) . ßêùî ³ñíóº òàêå ( )sg N G∈  , ùî g  ä³º íåòðèâ³àëüíî íà ( )s
iX  òà 

( ) 4s
iX > , òî N  ì³ñòèòü ( ) ( )Alt ( )s s

i iG X= .  

Ä î â å ä å í í ÿ. ßêùî ( )Alt ( )s
ig X∉ , òî ³ñíóº òàêèé ( )Alt ( )s

ih X∈ , ùî êî-

ìóòàòîð [ , ]g h  åëåìåíò³â h  òà g  íåòðèâ³àëüíèé. Òîìó â áóäü-ÿêîìó âèïàä-

êó ÷è g , ÷è [ , ]g h  ì³ñòèòüñÿ â ( )Alt ( )s
iX N . Îñê³ëüêè æ ( )Alt ( )s

iX  º ïðîñ-

òîþ ãðóïîþ, òî ( )Alt ( )s
iX N⊆ . ◊ 

Òåïåð ìîæåìî îïèñàòè âñ³ íîðìàëüí³ ï³äãðóïè ãðóïè Alt (B) . Íîðìàëü-

íà áóäîâà ö³º¿ ãðóïè äóæå ïîä³áíà äî áóäîâè ³äåàë³â AF C∗ -àëãåáðè, àñîö³-
éîâàíî¿ ç ä³àãðàìîþ B . Ïîä³áí³ñòü «ïñóºòüñÿ» ëèøå, êîëè º ì³òêè 3 òà 4, ³ 
öå â³äáóâàºòüñÿ ÷åðåç àáåëåâ³ñòü òà íåïðîñòîòó çíàêîçì³ííèõ ãðóï â³äïîâ³ä-
íèõ ñòåïåí³â. Ó ö³é ÷àñòèí³ áóäåìî äîòðèìóâàòèñü Ê. Äåâ³äñîíà [3]. Ï³äìíî-
æèíà S  ìíîæèíè (B)V  íàçèâàºòüñÿ íàïðàâëåíîþ, ÿêùî ç òîãî, ùî áóäü-
ÿêà âåðøèíà ( , )s i  íàëåæèòü äî S  ³ ( , ) ( 1, )s i s j+  â B , âèïëèâàº, ùî 

( 1, )s j+  òàêîæ íàëåæèòü äî S . Ï³äìíîæèíà S  º ñïàäêîâîþ, ÿêùî ç òîãî, 

ùî äëÿ ÿêî¿ñü âåðøèíè ( , )s i  ç (B)V  âñ³ ñóì³æí³ âåðøèíè ( 1, )s j+  íàëå-

æàòü äî S , âèïëèâàº, ùî é ñàìà ( , )s i  íàëåæèòü äî S .  
Ê³íåöü ä³àãðàìè Áðàòòåë³ íàçèâàòèìåìî n -ê³íöåì, ÿêùî âñ³ âåðøèíè, 

ùî ëåæàòü íà öüîìó ê³íö³, ìîæëèâî, çà âèíÿòêîì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³, ìà-
þòü ì³òêó n  (òîáòî ìàéæå äëÿ âñ³õ âåðøèí v  ç öüîãî ê³íöÿ ( )d v n= ). Çà-
óâàæèìî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü ì³òîê âåðøèí, ÿê³ ëåæàòü íà äîâ³ëüíîìó ê³íö³, º 
íåñïàäíîþ.  

Ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü êîæí³é âåðøèí³ v  ç (B)V  äâ³ ìíîæèíè: çàì-

êíåíó ï³äìíîæèíó BvD ⊂ ∂  – ìíîæèíó âñ³õ ê³íö³â, ùî ì³ñòÿòü v , òà ï³ä-

ìíîæèíó (B)vD V⊂  – ìíîæèíó âñ³õ âåðøèí, ùî ëåæàòü ï³ä v .  

Ëåìà 2. Íåõàé B  – òàêà ä³àãðàìà Áðàòòåë³, ùî B∂  íå ì³ñòèòü n -

ê³íö³â. Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíî¿ âåðøèíè ( , )s i  ç (B)V  ìíîæèíà ( , )s iD  ì³ñòèòü 

ëèøå ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü âåðøèí ç ì³òêàìè n .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ( , )s iK D V⊆    – ï³äìíîæèíà âñ³õ âåðøèí ç ì³ò-

êàìè n  ó ìíîæèí³ V . Ðîçãëÿíåìî êîìïàêòíó ìíîæèíó ê³íö³â v
v K

K D
∈

= 


 . 

Çðîçóì³ëî, ùî 1 2 3i i iK K K+ + +⊇ ⊇ ⊇  . 

Çà óìîâîþ ëåìè ïåðåòèí 
i
K

>
 


 º ïîðîæí³ì. Òîìó âñ³, ìîæëèâî, çà âè-

íÿòêîì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³, ìíîæèíè K  º ïîðîæí³. Òàêèì ÷èíîì, ( , )s iD  

ì³ñòèòü ëèøå ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü âåðøèí ç ì³òêàìè n . ◊ 
Ëåìà 3. Íåõàé B  – òàêà ä³àãðàìà Áðàòòåë³, ùî äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè 

( , )s i  ìíîæèíà ( , )s iD  ì³ñòèòü ëèøå ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü âåðøèí ç ì³òêà-

ìè, ÿê³ íå ïåðåâèùóþòü 4 . Òîä³ êîæíà íîðìàëüíà ï³äãðóïà ãðóïè Alt (B) , 

ùî ìàº íåòðèâ³àëüíèé ïåðåòèí ç ï³äãðóïîþ ( )s
iG , ö³ëêîì ì³ñòèòü öþ ï³ä-

ãðóïó.  
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Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé N  – íîðìàëüíà ï³äãðóïà ãðóïè Alt (B) , ùî ìàº 

íåòðèâ³àëüíèé ïåðåòèí ç ( )s
iG . Òîä³ âîíà ìàº íåòðèâ³àëüíèé ïåðåòèí ç êîæ-

íîþ ï³äãðóïîþ ( )q
jG  äëÿ ( , )( , ) s iq j D∈ . Çà óìîâîþ ëåìè ³ñíóº òàêå íàòóðàëüíå 

t , t s> , ùî êîæíà âåðøèíà ç ( , )t s iV D  ìàº ì³òêó, á³ëüøó í³æ 4 . Çâ³äñè 

ä³ñòàºìî, ùî ( )tG N≤  äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè ( , )( , ) t s it V D∈  . Îòæå,  

 
( , )

( ) ( )

| ( ) t s i

s t
i

t V D

G G N
, ∈

≤ ≤⊕
{ }


 

. ◊ 

Òåîðåìà 1. Íåõàé ä³àãðàìà Áðàòòåë³ B  òàêà, ùî ¿¿ ãðàíèöÿ B∂  íå 
ì³ñòèòü 3- òà 4-ê³íö³â. Òîä³ íîðìàëüí³ ï³äãðóïè ãðóïè Alt (B)  çíàõî-
äÿòüñÿ â îäíîçíà÷í³é â³äïîâ³äíîñò³ ç íàïðàâëåíèìè ñïàäêîâèìè ï³äìíî-
æèíàìè ìíîæèíè (B)V .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé N  – íîðìàëüíà ï³äãðóïà â Alt (B) . Òîä³ sN =  

( )sN G=   º íîðìàëüíîþ ï³äãðóïîþ ãðóïè 
( )

( ) ( )

1

k s
s s

i
i

G G
=

= ⊕ . Îêð³ì òîãî, ç ëåì 2 

òà 3 âèïëèâàº, ùî sN  º ïðÿìîþ ñóìîþ äåÿêî¿ ï³äìíîæèíè ( )s
N sS V⊂  (ìîæ-

ëèâî, ïîðîæíüî¿) öèõ æå äîäàíê³â:  

 
( )

( )

| ( , ) s
N

s
s i

i s i S

N G
∈

= ⊕
{ }

. 

(Íàãàäàºìî, ùî ðîçãëÿäàºìî ò³ëüê³ òàê³ ä³àãðàìè, ó ÿêèõ ì³òêè âñ³õ âåðøèí 

íå ìåíø³ í³æ 3, òîáòî ä³àãðàìè, äëÿ ÿêèõ âñ³ ( )s
iG  íåòðèâ³àëüí³).  

Ðîçãëÿíåìî ï³äìíîæèíó âåðøèí (B)NS V⊆ , ÿêà º îá’ºäíàííÿì ïî âñ³õ 

íåâ³ä’ºìíèõ ö³ëèõ s  ìíîæèí ( )s
NS :  

 ( )

0

s
N N

s
S S

≥
=  . 

Îñê³ëüêè ïîñë³äîâí³ñòü ãðóï sN  îäíîçíà÷íî âèçíà÷àº N , òî ãðóïà N  îäíî-

çíà÷íî â³äíîâëþºòüñÿ çà ìíîæèíîþ NS .  

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà NS  º íàïðàâëåíîþ. ßêùî ( )s
iG  ì³ñòèòüñÿ â sN , 

òî ç ( , ) ( 1, )s i s j+  â³äðàçó çà ëåìîþ 1 ä³ñòàºìî, ùî ïåðåòèí ( 1)s
jN G +  º 

íåïîðîæí³ì. Òîìó N  ì³ñòèòü ( 1)s
jG +  ³, îòæå, ( 1, )s j+  íàëåæèòü äî NS .  

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà NS  º ñïàäêîâîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî 

( 1, )s j+  íàëåæèòü äî NS  äëÿ âñ³õ j  ç ìíîæèíè  

 : : ( , ) ( 1, ) â BJ j s i s j= +{ } . 

Òîä³, îñê³ëüêè  

 ( ) ( 1)( )s s
s i j

j J

G G N+

∈
ϕ ⊂ ⊂⊕ , 

òî ( , )s i  òàêîæ íàëåæèòü äî NS .  

Ç ³íøîãî áîêó, íåõàé NS  – íàïðàâëåíà ³ ñïàäêîâà ï³äìíîæèíà (B)V . 

Îçíà÷èìî ïîñë³äîâí³ñòü ï³äãðóï sN  ãðóï ( )sG , 0s ∈  { } , òàêèì ÷èíîì:  

 ( )

| ( , ) N s

s
s i

i s i S V

N G
∈

= ⊕
{ }

. 
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Îñê³ëüêè S  íàïðàâëåíà, òî öÿ ïîñë³äîâí³ñòü º çðîñòàþ÷èì ëàíöþãîì ï³ä-
ãðóï â Alt ( )B . Îá’ºäíàííÿ öèõ ï³äãðóï N  º íîðìàëüíîþ ï³äãðóïîþ ãðóïè 

Alt ( )B , áî êîæíà ï³äãðóïà sN  íîðìàëüíà â ( )sG . Ñïàäêîâ³ñòü ìíîæèíè NS  

îçíà÷àº, ùî ( )
1

s
s sN G N +=  , çâ³äêè ä³ñòàºìî, ùî ( )s

sN G N=  . Òàêèì ÷è-

íîì, öå òà æ ïîñë³äîâí³ñòü, ÿêà ïîâ’ÿçóâàëàñÿ ç N  â ïåðø³é ÷àñòèí³ äî-
âåäåííÿ. Îòæå, ìíîæèíà NS  êàíîí³÷íèì ÷èíîì ïîâ’ÿçóºòüñÿ ç N . ◊ 

Çàçíà÷èìî, ùî, ÿêùî ìíîæèíà NS  â³äïîâ³äàº íîðìàëüí³é ï³äãðóï³ N , 

òî ( , )s i S∈  òîä³ é ëèøå òîä³, êîëè ( )s
iG N≤ . Ïîðîæíÿ ìíîæèíà ìîæå â³äïî-

â³äàòè íåòðèâ³àëüí³é íîðìàëüí³é ï³äãðóï³ ëèøå òîä³, êîëè â ä³àãðàì³ º 3- 
àáî 4-ê³íö³.  

Êàçàòèìåìî, ùî ä³àãðàìà Áðàòòåë³ º ïðîñòîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¿ âåð-
øèíè (B)v V∈  ³ êîæíîãî ê³íöÿ δ  ³ñíóº âåðøèíà w  ç δ , ÿêà ëåæèòü ï³ä v .  

Òåîðåìà 2. Òàê³ óìîâè º ð³âíîñèëüíèìè:  
(³) ä³àãðàìà Áðàòòåë³ B  º ïðîñòîþ;  

(³³) ãðóïà Alt (B)  º ïðîñòîþ àáî ³çîìîðôíîþ 4Alt .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ä³àãðàìà B  ïðîñòà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó öüîìó âè-
ïàäêó B∂  ìîæå ìàòè ëèøå ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü n -ê³íö³â. Ïðè÷îìó, ÿêùî â 
B∂  º òàê³ ê³íö³, òî âñ³ âîíè º n -ê³íöÿìè äëÿ îäíîãî é òîãî æ n ∈  , ³, á³ëü-

øå òîãî, ¿õí³ ïîïàðí³ ñèìåòðè÷í³ ð³çíèö³ º ñê³í÷åííèìè ìíîæèíàìè. Ä³éñíî, 
ó öüîìó âèïàäêó ³ñíóº íåñê³í÷åííèé øëÿõ 0 1 2( , ) ( 1, ) ( 2, )s i s i s i+ +     ç 

(( , ))d s i n+ =  äëÿ 0≥ . Îñê³ëüêè æ B  ïðîñòà, òî ( , )sV s i+ = +{ }   äëÿ 

âñ³õ  , ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà. Ïðè öüîìó Alt (B)  áóäå ³çîìîðôíîþ 

Altn  ³ òâåðäæåííÿ òåîðåìè º ïðàâèëüíèì. Òîìó íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî 

B∂  íå ìàº æîäíîãî n -ê³íöÿ.  
Îñê³ëüêè êîæíà íåòðèâ³àëüíà íîðìàëüíà ï³äãðóïà N  ìàº íåòðèâ³àëü-

íèé ïåðåòèí ç äåÿêîþ ãðóïîþ ( )sG , òî ÿêàñü âåðøèíà ( , )s i  ì³ñòèòüñÿ â NS . 

Ïîêàæåìî, ùî ( , )q j  ì³ñòèòüñÿ â NS  äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè ( , )q j  ç (B)V . Íå-

âàæêî ïîì³òèòè, ùî ( )q jD ,  º êîìïàêòíîþ ï³äìíîæèíîþ B∂  äëÿ äîâ³ëüíî¿ 

âåðøèíè ( , )q j . À òîìó, âðàõîâóþ÷è òàêîæ íàïðàâëåí³ñòü NS  ³ ïðîñòîòó B , 

îäåðæèìî, ùî ³ñíóº òàêå íàòóðàëüíå t , ùî äëÿ êîæíîãî   ç óìîâè ( , )t ∈  

( , )q jD∈  âèïëèâàº, ùî NS  ì³ñòèòü ( , )t  . Çâ³äñè, à òàêîæ ç³ ñïàäêîâîñò³ NS  

âèïëèâàº, ùî ( , )q j  ì³ñòèòüñÿ â NS . Îòæå, NS  çá³ãàºòüñÿ ç (B)V , à N  – ç 

Alt ( )B .  

Ç ³íøîãî áîêó, ïðèïóñòèìî, ùî B  íå º ïðîñòîþ. Òîä³ ³ñíóº òàêà âåðøè-
íà ( , )s i , ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî ê³íöÿ δ  áóäü-ÿêà âåðøèíà w  ç δ  íå ëåæèòü 

ï³ä ( , )s i . Ðîçãëÿíåìî íàïðàâëåíó ï³äìíîæèíó S′  ìíîæèíè (B)V , ÿêà ïî-

ðîäæóºòüñÿ ( , )s i . Ïåðåòèíè sS V′   º âëàñíèìè ï³äìíîæèíàìè sV  äëÿ âñ³õ 

äîñòàòíüî âåëèêèõ íàòóðàëüíèõ s . Çá³ëüøèìî S′  äî íàéìåíøî¿ íàïðàâëå-
íî¿ ³ ñïàäêîâî¿ ìíîæèíè S , ùî ì³ñòèòü ( , )s i . Ìíîæèíà S  çàëèøèòüñÿ 

âëàñíîþ ï³äìíîæèíîþ (B)V , áî òàê ñàìî, ÿê ³ S′ , íå ìîæå ì³ñòèòè æîäíî¿ 
âåðøèíè ç δ . Òîìó S  â³äïîâ³äàº âëàñí³é íîðìàëüí³é ï³äãðóï³ ³, òàêèì ÷è-
íîì, Alt ( )B  º íåòðèâ³àëüíîþ ³ íåïðîñòîþ. ßêùî Alt ( )B  – ñê³í÷åííà, òî âî-
íà º íåòðèâ³àëüíèì ïðÿìèì äîáóòêîì ñê³í÷åííèõ çíàêîçì³ííèõ ãðóï ³ òîìó 
íå ìîæå áóòè ³çîìîðôíîþ 4Alt . ◊ 
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4. Äåÿê³ ïðèêëàäè.  
4.1. Ãðóïè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèìè ïîñë³äîâíîñòÿìè. 

Ðîçãëÿíåìî êëàñ îäíîð³äíèõ ä³àãðàì Áðàòòåë³, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ äâ³ 
äîäàòêîâ³ óìîâè ïðè 1s ≥ :  

• ÷èñëî sV  íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó s  ³ º á³ëüøèì â³ä 1;  

• ( 1) ( ) ( )t s s t sn A n+ = ⋅ .  

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé B  – îäíîð³äíà ä³àãðàìà Áðàòòåë³. ßêùî äëÿ 
äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî s  ³ñíóº òàêå íàòóðàëüíå t s≥ , ùî ìàòðèöÿ 

( ) ( 1) ( )t t sA A A−   º ñòðîãî äîäàòíîþ, òî ãðóïà Alt (B)  º ïðîñòîþ ãðóïîþ 1-
òèïó.  

Ä î â å ä å í í ÿ. Ç óìîâè òâåðäæåííÿ âèïëèâàº, ùî ä³àãðàìà B  º ïðîñ-
òîþ. À òîìó çã³äíî ç òåîðåìîþ 2 ãðóïà Alt ( )B  º ïðîñòîþ. Äîâåäåìî òåïåð, 

ùî Alt ( )B  º ãðóïîþ 1-òèïó. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âîíà ì³ñòèòü 

íåô³í³òàðíó ï³äãðóïó. Íåõàé 2B  – òàêà ä³àãðàìà, ùî 1sV = , ( ) (2)sA =  äëÿ 

âñ³õ íàòóðàëüíèõ s . Ïðè äîâåäåíí³ òâåðäæåííÿ 5.3 ó [6] áóëî âñòàíîâëåíî, 
ùî ãðóïà 2Alt (B )  íå º ô³í³òàðíîþ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Alt (B)  ì³ñòèòü ï³ä-

ãðóïó, ³çîìîðôíó 2Alt (B ) , òîìó Alt (B)  íå º ô³í³òàðíîþ. Äàë³, Alt (B)  ìàº 
ïîêðèòòÿ Êåãåëÿ, âñ³ ôàêòîðè ÿêîãî º çíàêîçì³ííèìè ãðóïàìè (äèâ., íàïðè-
êëàä, [8]), çâ³äêè îäåðæóºìî, ùî öÿ ãðóïà º çíàêîçì³ííîãî òèïó. ², íàðåøò³, 
âîíà º 1-òèïó íà ï³äñòàâ³ òåîðåì 1.2 òà 1.4 ç [4]. ◊ 

Íàñïðàâä³, ïîä³áíèì ÷èíîì ìîæíà äîâåñòè ³ á³ëüø çàãàëüíå òâåðäæåí-
íÿ: ÿêùî ä³àãðàìà B  òàêà, ùî Alt (B)  º íåñê³í÷åííîþ ïðîñòîþ ãðóïîþ, òî 

àáî Alt (B)  ³çîìîðôíà íåñê³í÷åíí³é (ô³í³òàðí³é) çíàêîçì³íí³é ãðóï³, àáî º 
ãðóïîþ 1-òèïó (äèâ. òàêîæ [6, Proposition 5.3]).  

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ä³àãðàìè Áðàòòåë³, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ 
ðåêóðåíòíèõ ïîñë³äîâíîñòåé.  

Íåõàé ðåêóðåíòíó ïîñë³äîâí³ñòü nc nΣ = | ∈   çàäàíî ð³âíÿííÿì  

 1 1 1 1 1n m n m n n mc c c c+ − − − += + + +    (5) 

äëÿ n m≥ , äå âñ³ i  (1 i m≤ ≤ ) – íåâ³ä’ºìí³ ö³ë³, 1 0m ≠   ³ 1m > . Ð³â-

íÿííÿ (5) âèçíà÷àº ïîñë³äîâí³ñòü Σ  ïðè çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ – íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñëàõ 1, , mc c . Çà ïîñë³äîâí³ñòþ Σ  ä³àãðàìà BΣ  (âëàñíå, ïîñë³-

äîâí³ñòü BC
Σ
) áóäóºòüñÿ òàêèì ÷èíîì. Ïîêëàäåìî (1)

1( , , )mn c c=  ,  

 (0) ( )

21

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

1
,           

0 0 0 1 0
1

0 0 0 0 1

s

m

A A A= = =




    


  

, 

( 1) ( )t s t sn A n+ = ⋅  äëÿ 1s ≥ . Ëåãêî ïîì³òèòè, ùî ( )
1
sn  º s -ì ÷ëåíîì â ïîñë³-

äîâíîñò³ Σ , à ä³àãðàìà BΣ  º îäíîð³äíîþ.  

Òåîðåìà 3. Íåõàé Σ  – ðåêóðåíòíà ïîñë³äîâí³ñòü, âèçíà÷åíà, ÿê âèùå. 
Ãðóïà Alt (B )Σ  ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:  

(³) Alt (B )Σ  – ïðîñòà ãðóïà 1-òèïó;  

(³³) êîæíà ëîêàëüíà ñèñòåìà Alt (B )Σ  ì³ñòèòü íåïðîñòó ñê³í÷åííó 
ãðóïó.  
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Ä î â å ä å í í ÿ. (³). Îñê³ëüêè 1 0m ≠  , òî 2mA  º ñòðîãî äîäàòíîþ. Òîìó 

çã³äíî ç òâåðäæåííÿì 2 ãðóïà Alt (B )Σ  º ïðîñòîþ ãðóïîþ 1-òèïó.  

(³³). Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ³ñíóº íåïðîñòà ãðóïà iH  â ïîñë³äîâíîñò³ Êå-

ãåëÿ ãðóïè Alt (B )Σ . Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Ç îçíà÷åííÿ ãðóïè 1-òèïó 

âèïëèâàº, ùî ìîæåìî ââàæàòè, ùî êîæíà iH  â ïîñë³äîâíîñò³ Êåãåëÿ º ñê³í-
÷åííîþ çíàêîçì³ííîþ ãðóïîþ. Ó öüîìó âèïàäêó çà òâåðäæåííÿÿì 2.1 ç [8] 
ãðóïà Alt (B )Σ  ìàº áóòè LA -ãðóïîþ. Àëå ç ³íøîãî áîêó, Alt (B )Σ  íå º LA -

ãðóïîþ – öå âèïëèâàº ç òåîðåìè 2.1 ç [9]. Îäåðæàëè ñóïåðå÷í³ñòü. ◊ 
Ëîêàëüíî ñê³í÷åííà ïðîñòà ãðóïà, ïîáóäîâàíà çà ïîñë³äîâí³ñòþ Ô³áî-

íà÷÷³ â [1], º ïðèêëàäîì ãðóïè, ùî âèçíà÷åíà ðåêóðåíòíîþ ïîñë³äîâí³ñòþ ³ 
çàäîâîëüíÿº óìîâè òåîðåìè 3.  

4.2. Ãðóïà ï³äñòàíîâîê Ïàñêàëÿ Alt (B )P . Îçíà÷èìî ïîñë³äîâí³ñòü 

Áðàòòåë³ BP
C  òàê:  

(0) 1
1

A = , ( )sA  – ( 1) ( 2)s s+ × + -ìàòðèöÿ âèãëÿäó  

 ( )

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0

0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

sA =





   




, 

( 1) ( ) ( )t s s t sn A n+ = ⋅  äëÿ 0s ≥ . Ëåãêî áà÷èòè, ùî ( )s
in  äîð³âíþº á³íîì³àëüíîìó 

êîåô³ö³ºíòó 1i
sC −  äëÿ âñ³õ 0s ≥  ³ 1 1i s≤ ≤ + . Òàêèì ÷èíîì, BP  ïðèðîäíî 

ïîâ’ÿçàíà ç òðèêóòíèêîì Ïàñêàëÿ. Òîìó ïðèðîäíî íàçèâàòè ãðóïó Alt (B )P  
ãðóïîþ ï³äñòàíîâîê Ïàñêàëÿ.  

Ðîçãëÿíåìî ä³àãðàìó BP
′ , ÿêà îòðèìóºòüñÿ ç BP  âèäàëåííÿì âåðøèí ç 

ì³òêàìè, ìåíøèìè í³æ 3, ³ ñòð³ëîê, ùî ïî÷èíàþòüñÿ â öèõ âåðøèíàõ. Î÷å-
âèäíî, ùî Alt (B ) Alt (B )P P

′ .  
Òàêîæ îçíà÷èìî ìíîæèíó  

 (B )v PS u V u v′= ∈ |{ }  

äëÿ êîæíîãî (B )Pv V ′∈ .  

Â³äì³òèìî, ùî íàïðàâëåí³ òà ñïàäêîâ³ ï³äìíîæèíè (B )PV ′  – öå ìíîæè-

íè vS , (B )Pv V ′∈ . Ìíîæèíà (B )v PL S v V ′= | ∈{ }  º ïîâíîþ äèñòðèáóòèâíîþ 

ãðàòêîþ ç îïåðàö³ÿìè ∨  òà  , äå u vS S∨  – íàéìåíøà çà âêëþ÷åííÿì ìíî-

æèíà ç L , ùî ì³ñòèòü ³ uS , ³ vS , òà u vS S  – çâè÷àéíèé ïåðåòèí ìíîæèí.  
Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 1 îòðèìóºìî  
Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ä³àãðàìè BP  òà BP

′  òàê³, ÿê îçíà÷åíî âèùå. 
Òîä³:  

(³) íîðìàëüí³ ï³äãðóïè Alt (B )P  çíàõîäÿòüñÿ â îäíîçíà÷í³é â³äïîâ³ä-

íîñò³ ç âåðøèíàìè BP
′ .  

(³³) ãðàòêà íîðìàëüíèõ ï³äãðóï Alt ( )pC  ³çîìîðôíà ãðàòö³ ( , , )L ∨  .  
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ЛОКАЛЬНО КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ, АССОЦИИРОВАННЫЕ С ДИАГРАММОЙ БРАТТЕЛИ  
 
Ñ êàæäîé äèàãðàììîé Áðàòòåëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçûâàåòñÿ ëîêàëüíî 
êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Èçó÷àåòñÿ íîðìàëüíîå ñòðîåíèå òàêèõ ãðóïï. Äîêàçàí êðèòå-
ðèé ïðîñòîòû, ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû ãðóïï òàêîãî òèïà. 
 
LOCALLY FINITE GROUPS ASSOCIATED WITH BRATTELI DIAGRAM  
 
We associate a locally finite group with a Bratteli diagram in a natural way. The 
normal structure of such groups is studied. The criterion of simplicity is proved, 
examples groups of such type are considered.  
 
1 
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2 
²í-ò ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
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