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U konteksti viboru adekvatno� dopovn�l�no� umovi dl� rivn�n�
Matisona�Papapetru� u vipadku metrikiXvarcxil�da doslid�e�
no zastosovnist� umovi Tul�qi�va�Diksona dl� ul�trarel�tivist�
s�kih ruhiv qastinki zi spinom vidnosno d�erela gravitaci�nogo
pol�� Otrimana ocinka kritiqno� veliqini tan�encial�no� kom�
ponenti xvidkosti� viwe �ko� c� umova sta� nezastosovno��

Hoq rivn�nn� dl� opisu povedinki klasiqno� �nekvantovo�� qastin�
ki �probnogo tila� z vnutrixnim kutovim momentom� abo stislixe �
zi spinom� u gravitaci�nomu poli v ramkah zagal�no� teori� vidnosnosti
vidomi bliz�ko �� rokiv� �h znaqenn� u fizici we nedostatn�o z��sovane	
Vperxe voni pobaqili svit zi storinok statti 
��� a zgodom 
��� vnaslidok
qogo �h pri�n�to nazivati rivn�nn�mi Matisona�Papapetru	 Zgidno z

�� �� zapixemo ci rivn�nn� u vigl�di
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de u� � dx��ds � ��xvidkist� qastinki� S�� � tenzor spinu� m � D�ds
� vidpovidno masa i kovariantna pohidna za vlasnim qasom qastinki�
R�
��� � rimaniv tenzor krivini prostoru�qasu	 �Vikoristovu�t�s� si�

stema odinic�� u �ki� gravitaci�na stala ta xvidkist� svitla u va�
kuumi qisel�no dorivn��t� ��	 Oskil�ki v 
�� rivn�nn� ���� ��� uza�
gal�neno z urahuvann�m kvadrupol�nogo momentu qastinki� ostannim
qasom sami rivn�nn� ���� ��� qasto naziva�t� rivn�nn�mi Matisona�
Papapetru�Diksona	

�k pokazano v nizci publikaci� 
��� same rivn�nn� Matisona�Papa�
petru � klasiqnim nabli�enn�m zagal�nokovariantnogo rivn�nn�
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Diraka� tobto zviqa�nogo rivn�nn� Diraka� uzagal�nenogo na vipadok
vikrivlenogo prostoru�qasu 
��	 �	z sutt�vim utoqnenn�m� wo ce� fakt
vstanovleno lixe v lini�nomu za spinom nabli�enni�	 Tomu analiz
fiziqnih naslidkiv� wo vipliva�t� z vlastivoste� rozv��zkiv rivn�n�
Matisona�Papapetru� stimul�� doslid�enn� vidpovidnih kvavntovih
osoblivoste� vza�modi� spinu z gravitaci�nim polem	

Sistema rivn�n� ���� ��� nepovna � tomu fiksaci� poqatkovih zna�
qen� koordinat� xvidkosti ta spinu ne vidil�� �� �dinogo rozv��zku	 Ce
pov��zano z tim� wo rivn�nn� ���� ��� � same takimi bez konkretizaci�
toqki� vidnosno �ko� obqisl��t�s� kutovi� moment qastinki �tila� i
ruh �ko� predstavl�� peremiwenn� tila v prostori �k cilogo	 Zviqa��
no� koli �det�s� pro kutovi� moment� wo harakterizu� obertann� qa�
stinki vidnosno vlasno� osi� prirodno za taku reprezentativnu toqku
obrati centr masi qastinki	 Odnak vidomo� wo v rel�tivists�ki� me�
hanici roztaxuvann� centra masi tila� �ke oberta�t�s� vidnosno svo��
osi� zale�it� vid sistemi vidliku 
��	 Tomu spivvidnoxenn�

S��u� � �� ���

nerel�tivists�ki� analog �kogo identifiku� centr masi tila� za umov
rel�tivizmu vidil�� ne odnu toqku�centr� a mno�inu centriv masi	 �k
naslidok� rivn�nn� ������� v prostoriMinkovs�kogo por�d iz rozv��zka�
mi� wo opisu�t� pr�molini�ni ruhi� ma�t� we � rozv��zki u vigl�di
spiral�nih �zokrema kolovih� lini�� a tako� eksponencial�ni rozv��z�
ki 
��	 Odnak takogo rodu za�vi rozv��zki vidsutni� �kwo zamist� umovi
��� vikoristati spivvidnoxenn�

S��P� � �� ���

de

P � � mu�  u�
DS��

ds
���

� ��impul�som qastinki 
�� ��	 Spivvidnoxenn� ��� i ��� naziva�t� vid�
povidno dopovn�l�no� umovo� Matisona�Pirani � Tul�qi�va�Diksona	

�kwo xvidkist� qastinki zi spinom vidnosno d�erela gravitaci��
nogo pol� ne du�e bliz�ka do xvidkosti svitla � same pole ne nadto
sil�ne� rozv��zki rivn�n� Matisona�Papapetru za umov ��� i ��� vidriz�
n��t�s� mi� sobo� du�e malo 
�� ��	 �
det�s� pro ti rozv��zki za umo�
vi ���� wo ne nale�at� do tipu spiral�nih� a opisu�t� ruh vlasnogo
centra masi� vlasno� sistemo� vidliku � ta� u �ki� vis� obertann�
neruhoma�	 Za cih �e umov du�e malim � vidhilenn� svitovih lini�
qastinki zi spinom vid geodezi�nih	

�kwo � xvidkist� qastinki zi spinom dostatn�o bliz�ka do svitlo�
vo�� kartina zmin��t�s�	 Po�perxe� vinika�t� situaci�� koli roz�
v��zki rivn�n� ���� ��� za umov ��� i ��� zalixa�t�s� bliz�kimi mi� so�
bo�� odnak du�e vidrizn��t�s� vid vidpovidnih rozv��zkiv rivn�n� geo�
dezi�nih lini�	 Takimi prikladami � svitovi lini� i tra�ktori� ul�tr�
arel�tivists�ko� qastinki zi spinom� wo poqina� ruh u vuz�ki� pro�
storovi� oblasti poblizu r � �� �rg v poliXvarcxil�da � rg � xvarc�

xil�divs�ki� radius gorizontu� 
��� abo poblizu r � r
���
ph u poliKerra
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� r
���
ph � radius fotonno� geodizi�no� orbiti u vipadku kontr�obertann��


���	 Po�druge� za inxih poqatkovih umov tra�ktori� ul�trarel��
tivists�ko� qastinki pri �h opisi rivn�nn�mi ���� ��� za oboh spiv�
vidnoxen� ��� i ��� mo�ut� sutt�vo vidrizn�tis� �k mi� sobo�� tak i
vid geodezi�nih tra�ktori�� i tut va�livi� vpliv nelini�nih za spinom
qleniv 
��	 Todi vinika� pitann� pro adekvatnist� ti�� qi inxo� z umov
��� i ��� dl� opisu ul�trarel�tivists�kih ruhiv qastinki zi spinom u
gravitaci�nomu poli zagalom	 Do reqi� wodo analogiqnogo pitann� v
konteksti vivqenn� svitovih lini� qastinok zi spinom i nul�ovo� ma�
so� na bazi rivn�n� tipu Matisona�Papapetru zrobleno visnovok� wo
tut� virogidno� �dino� fiziqno zmistovno� umovo� � ��� 
���	 Qi z c�o�
go visnovku vipliva�� wo ne til�ki bezmasova qastinka zi spinom� �ka
ruha�t�s� zi xvidkist� svitla� ale � qastinka z nenul�ovo� maso� i
xvidkist� du�e bliz�ko� do svitlovo�� mo�e buti korektno opisana
same za umovi ���� a ne ����

Dl� otrimann� vidpovidi na ce zapitann� rozgl�nemo de�ki naslidki
rivn�n� Matisona�Papapetru za umovi ���� zokrema stosovno znaqen�
energi� qastinki zi spinom u poli Xvavrcxil�da� koli �� xvidkist�
vidnosno d�erela gravitaci�nogo pol� sta� ul�trarel�tivists�ko�	
Spoqatku zapixemo osnovni spivvidnoxenn�� �ki vipliva�t� z rivn�n�
Matisona�Papapetru za umovi ��� dl� dovil�no� metriki 
���	 Masa
qastinki oznaqa�t�s� �k

� �
p
P�P � ���

i � integralom ruhu� tobto d��ds � � 	 Veliqina V � � normovanim
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Konkretizu�mo spivvidnoxenn� ���� ���� dl� vipadku metriki
Xvarcxil�da	 U standartnih xvarcxil�divs�kih koordinatah x� �
r� x� � �� x� � �� x� � t vidminnimi vid nul� � taki komponenti
metriqnogo tenzora i tenzora Rimana�
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de M � masa xvarcxil�divs�kogo d�erela gravitaci�nogo pol�	
Vnaslidok simetri� metriki Xvarcxil�da energi� qastinki zi spi�

nom E u c�omu poli � integralom ruhu rivn�n� Matisona�Papapetru	
Za umovi ��� �� viraz � takim 
����

E � P� 
�

�
g����S

�� � �V� � �

�
g����

V�
V�
S��� ����

Rozgl�nemo virazi �������� dl� konkretnogo vipadku metriki
Xvarcxil�da� koli qastinka ruha�t�s� v plowini � � ��� � a �� spin
ortogonal�ni� do ne�	 Todi ma�mo
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Dodatkovo do ���� zgidno z umovo� ��� zapisu�mo
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Vidomo� wo rivn�nn� Matisona�Papapetru za oboh variantiv dopov�
n�l�no� umovi � ��� i ���� ma�t� integralom ruhu viraz 
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de jS�j � absol�tna veliqina spinu	 Vikoristovu�qi ����� spivvid�
noxenn� ���������� a tako� vidpovidni virazi dl� komponent tenzora
Rimana u metrici Xvarcxil�da� z ��� otrimu�mo
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Zgidno z ���� zapisu�mo viraz dl� � �
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Va�livo� osoblivist� viraziv ����� ���� � te� wo dl� veliko�
tan�encial�no� xvidkosti qastinki znaqenn� V �� V �� V � sta�t� u�v�
nimi	 Spravdi� �kwo

ju�j � �

�
p
�Mr

� ����

todi v ���� ma�mo kvadratni� korin� iz vid��mnih znaqen�	 Vikoristo�
vu�qi poznaqenn� dl� tan�encial�no� xvidkosti utang � ru� � zgidno z
���� zapisu�mo

jutangj �
p
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�kwo veliqina r ne � znaqno bil�xo� vid M � todi zgidno z ocinkami�
analogiqnimi do otrimanih v 
���� xvidkist� u pravi� qastini vira�
zu ���� vidpovida� rel�tivists�komu 	 �faktoru Lorenca por�dku ��� 	
Todi vnaslidok umovi probnosti qastinki ma�mo 	 �� � 	

To� fakt� wo zgidno z ���� ��������� virazi dl� komponent ��impul�su
P � sta�t� u�vnimi dl� d��snih znaqen� masi M� a z nimi � ener�
gi� ����� � svidqenn�m togo� wo umovu ��� ne mo�na zastosovuvati dl�
xvidkoste� qastinki� du�e bliz�kih do xvidkosti svitla	 Natomist�
za umovi ��� take obme�enn� ne vinika�	

Zaznaqimo� wo spivvidnoxenn� ��������� neva�ko uzagal�niti na
vipadok metriki Kerra	

Ot�e� dl� adekvatnogo opisu ul�trarel�tivists�kih ruhiv qastin�
ki zi spinom u gravitaci�nomu poli� peredusim tih� wo sutt�vo vidriz�
n��t�s� vid geodezi�nih ruhiv� neobhidno zastosovuvati do rivn�n�
Matisona�Papapetru same umovu ���� a ne ���	
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ON THE CHOICE OF A SUPPLEMENTARY CONDITION FOR
MATHISSON
PAPAPETROU EQUATIONS

Roman PLYATSKO� Oleksandr STEFANYSHYN� Mykola FENYK

Pidstryhach Institute for Applied Problems
in Mechanics and Mathematics�
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In the context of choosing the adequate supplementary condition for the
Mathisson�Papapetrou equations� in the case of a Schwarzschild metric� the
possibility of using the Tulczyjew�Dixon condition for highly relativistic mo�
tions of a spinning particle relative to the source of the gravitational �eld is
investigated	 The estimate of the critical value of the tangential velocity of
the particle� when this condition cannot be used� is obtained	




