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ПРЕЦЕССИИ ОБЩЕГО ВИДА В ЗАДАЧЕ О ДВИЖЕНИИ
ГИРОСТАТА, НЕСУЩЕГО ДВА МАХОВИКА

С ПЕРЕМЕННЫМ ГИРОСТАТИЧЕСКИМ МОМЕНТОМ

Предложен общий метод исследования прецессионных движений гиростата под действием
потенциальных и гироскопических сил в случае, когда носимыми телами являются два
маховика с переменным гиростатическим моментом. Установлен новый случай интегриру-
емости уравнений движения гиростата под действием силы тяжести, отвечающий маятни-
ковым движениям тела-носителя.

Ключевые слова: прецессии, гиростат, потенциальные и гироскопические силы, ма-
ятниковые движения.

Введение. Постановка задачи о движении гиростата под действием по-
тенциальных и гироскопических сил в случае переменного гиростатического
момента описана в [1, 2] и является обобщением исследований [3, 4]. Обоснова-
ние актуальности решения задач движения гиростата с переменным гироста-
тическим моментом представлено в [5, 6]. Например, результаты П.В. Хар-
ламова, полученные им в случае постоянного гиростатического момента и
посвященные анализу равномерных вращений гиростата, послужили приме-
ром для рассмотрения таких движений в задаче о движении неавтономного
гиростата [7, 8]. Прецессионные движения гиростата имеют более сложный
характер, чем равномерные вращения, так как они являются суперпозицией
двух вращений тела-носителя относительно осей, одна из которых неизменно
связана с телом, а другая неподвижна в пространстве (см., например, [6]). Тем
не менее и при изучении этого класса движений установлены многочисленные
результаты [9–16].

В данной статье рассмотрен более общий случай, когда тело-носитель со-
держит два маховика, вращающихся вокруг ортогональных осей. Предло-
жен общий метод исследования прецессий гиростата относительно вертикали,
установлен вид дифференциального уравнения на функции, задающие скоро-
сти прецессии и собственного вращения. Указан пример разрешимости этого
уравнения, который характеризует маятниковые движения тела-носителя.

1. Постановка задачи. Рассмотрим гиростат, момент количества дви-
жения которого выражается формулой [2] x = Aω+λ1α+λ2β. Уравнения
движения гиростата имеют вид [2, 11]

Aω̇ = (Aω + λ1α+ λ2β −Bν)× ω − (λ̇1α+ λ̇2β) + ν × (Cν − s), (1)

ν̇ = ν × ω, (2)

где ω = (ω1, ω2, ω3) — угловая скорость тела-носителя; ν = (ν1, ν2, ν3)
— единичный вектор оси симметрии силовых полей; α = (α1, α2, α3),
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β = (β1, β2, β3) — единичные ортогональные векторы, фиксированные в теле-
носителе; λ1, λ2 — дифференцируемые функции времени, являющиеся ком-
понентами гиростатического момента в базисе векторов α, β; s = (s1, s2, s3)
— вектор, сонаправленный с вектором обобщенного центра масс гиростата;
A = (Aij) — тензор инерции гиростата; B = (Bij) и C = (Cij) — сим-
метричные постоянные матрицы третьего порядка; точка над переменными
ν, ω, λ1, λ2 обозначает дифференцирование по времени t.

Уравнения (1), (2) имеют два первых интеграла

ν · ν = 1, (Aω + λ1α+ λ2β) · ν − 1

2
(Bν · ν) = k, (3)

где k – произвольная постоянная.
Рассмотрим прецессионные движения гиростата относительно вертикали

[6, 12]. Третью ось подвижной системы координат направим по единичному
вектору a = (0, 0, 1), который образует постоянный угол с вектором ν. Тогда
имеем [6]

a · ν = a0 = cos θ0, ν = (a′0 sinϕ, a
′

0 cosϕ, a0), ω = ϕ̇(t)a+ ψ̇(t)ν, (4)

где a′
0
= sin θ0, ϕ и ψ – новые переменные, кинематический смысл которых

состоит в том, что они могут трактоваться как углы Эйлера.
Подстановка соотношений (4) в кинематическое уравнение (2) дает тож-

дество. Внесем выражение для ω в (1):

ϕ̈Aa+ ψ̈Aν + ϕ̇ψ̇
[

Sp(A)
(

ν × a
)

− 2
(

Aν × a
)

]

− ϕ̇2
(

Aa× a
)

−

− ψ̇2
(

Aν × ν
)

+ ϕ̇
(

Bν × a
)

+ ψ̇
(

Bν × ν
)

− λ1

[

ϕ̇
(

α× a
)

+ ψ̇
(

α× ν
)

]

−

− λ2

[

ϕ̇
(

β × a
)

+ ψ̇
(

β × ν
)

]

+ λ̇1α+ λ̇2β − s× ν − ν × Cν = 0,

(5)

где Sp(A) – след матрицы A.
По аналогии с [11, 12] при анализе уравнения (5) удобно использовать

базис с ортами α, β, γ = α× β.
Так как

α · β = 0, |α| = |β| = |γ| = 1, (6)

то, умножая левую часть уравнения (5) скалярно соответственно на α,β,γ,
получим

λ̇1 − λ2

[

γ3ϕ̇+
(

a′0γ1 sinϕ+ a′0γ2 cosϕ+ a0γ3
)

ψ̇
]

+ F1 = 0,

λ̇2 + λ1

[

γ3ϕ̇+
(

a′0γ1 sinϕ+ a′0γ2 cosϕ+ a0γ3
)

ψ̇
]

+ F2 = 0,

λ2

[

α3ϕ̇+
(

a′0α1 sinϕ+ a′0α2 cosϕ+ a0α3

)

ψ̇
]

−

−λ1
[

β3ϕ̇+
(

a′0β1 sinϕ+ a′0β2 cosϕ+ a0β3
)

ψ̇
]

+ F3 = 0.

(7)
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Здесь

Fi = d0,iϕ̈+
(

d′1,i sinϕ+ d1,i cosϕ+ a0d0,i
)

ψ̈ +A0,iϕ̇
2−

−
(

A2,i cos 2ϕ+A′

2,i sin 2ϕ+ a0A1,i cosϕ+ a0A
′

1,i sinϕ+ κ0A0,i

)

ψ̇2+

+ ϕ̇ψ̇
[

(

d′1,i −A1,i

)

cosϕ−
(

d1,i +A′

1,i

)

sinϕ+ 2a0A0,i

]

+
(

h′1,i sinϕ+

+ h1,i cosϕ+ a0h0,i
)

ϕ̇+
(

B2,i cos 2ϕ+B′

2,i sin 2ϕ+ a0B1,i cosϕ+

+ a0B
′

1,i sinϕ− κ0h0,i

)

ψ̇ +C2,i cos 2ϕ + C ′

2,i sin 2ϕ + δ1,i cosϕ+

+ δ′1,i sinϕ+ δ0,i,

(8)

где ei = (e1,i, e2,i, e3,i) (i = 1, 2, 3), (e1 = α, e2 = β, e3 = γ),

d0,i = e1,iA13 + e2,iA23 + e3,iA33, d′1,i = a′0
(

e1,iA11 + e2,iA12 + e3,iA13

)

,

d1,i = a′0
(

e1,iA12 + e2,iA22 + e3,iA23

)

, A0,i = e2,iA13 − e1,iA23,

A1,i = a′0

[

e1,i
(

A22 −A33

)

− e2,iA12 + e3,iA13

]

,

A′

1,i = a′0

[

e2,i
(

A33 −A11

)

+ e1,iA12 − e3,iA23

]

,

A2,i =
a′2
0

2

(

2e3,iA12 − e1,iA23 − e2,iA13

)

,

A′

2,i =
a′2
0

2

[

e2,iA23 − e1,iA13 + e3,i(A11 −A22)
]

,

h1,i = a′0
(

e1,iB22 − e2,iB12

)

, h′1,i = a′0
(

e1,iB12 − e2,iB11

)

,

h0,i = e1,iB23 − e2,iB13, κ0 =
1

2
(a′20 − 2a20),

B1,i = a′0

[

e1,i
(

B22 −B33

)

− e2,iB12 + e3,iB13

]

,

B′

1,i = a′0

[

e2,i
(

B33 −B11

)

+ e1,iB12 − e3,iB23

]

,

B2,i =
a′2
0

2

(

2e3,iB12 − e1,iB23 − e2,iB13

)

,

B′

2,i =
a′2
0

2

[

e2,iB23 − e1,iB13 + e3,i(B11 −B22)
]

,

C2,i =
a′2
0

2

(

2e3,iC12 − e1,iC23 − e2,iC13

)

,

C ′

2,i =
a′2
0

2

[

e2,iC23 − e1,iC13 + e3,i(C11 − C22)
]

,

δ′1,i = a′0

[

a0
(

e2,iC33 − e2,iC11 − e1,iC12 − e3,iC23

)

+ e3,is2 − e2,is3

]

,

δ1,i = a′0

[

a0
(

e1,iC22 − e1,iC33 − e2,iC12 + e3,iC13

)

+ e1,is3 − e3,is1

]

,
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δ0,i = κ0

(

e2,iC13 − e1,iC23

)

+ a0
(

e2,is1 − e1,is2
)

,

A2 =
a′2
0

2
(A22 −A11), A′

2 = a′20 A12, A′

1 = a′0A13, A1 = a′0A23,

B2 =
a′2
0

2
(B22 −B11), B′

2 = a′20 B12, B′

1 = a′0B13, B1 = a′0B23,

A0 =
a′2
0

2
(A22 +A11) + a20A

2

33, B0 =
a′2
0

2
(B22 +B11) + a20B

2

33.

Обозначим

M = α · ν = a′0α1 sinϕ+ a′0α2 cosϕ+ a0α3,

N = β · ν = a′0β1 sinϕ+ a′0β2 cosϕ+ a0β3,

L = γ · ν = a′0γ1 sinϕ+ a′0γ2 cosϕ+ a0γ3,

F4 = Aω · ν − 1

2
(Bν · ν + 2k) = (A′

1 sinϕ+A1 cosϕ+ a0A33)ϕ̇+

+ (A2 cos 2ϕ+A′

2 sin 2ϕ + 2a0A1 cosϕ+ 2a0A
′

1 sinϕ+A0)ψ̇−

− 1

2

(

B′

2 sin 2ϕ+B2 cos 2ϕ+ 2a0B1 cosϕ+ 2a0B
′

1 sinϕ+B0 + 2k
)

= 0.

(9)

Запишем с учетом (9) интеграл моментов из (3):

λ1M + λ2N + F4 = 0. (10)

Из интеграла (10) и третьего соотношения из (7) найдем

λ1 =
NF3 − F4(α3ϕ̇+Mψ̇)

ϕ̇(α3M + β3N) + ψ̇(M2 +N2)
,

λ2 = − MF3 + F4(β3ϕ̇+Nψ̇)

ϕ̇(α3M + β3N) + ψ̇(M2 +N2)
.

(11)

Отметим, что в силу (6) для векторов α, β, γ справедливы очевидные со-
отношения

αiαj + βiβj + γiγj =

{

0, если i 6= j,
1, если i = j,

i, j = 1, 2, 3. (12)

Учитывая (12), (4) и (9), преобразуем знаменатель в (11):

ϕ̇(α3M + β3N) + ψ̇(M2 +N2) = a0ϕ̇+ ψ̇ − L(γ3ϕ̇+ Lψ̇).
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Введем следующие замены:

F1 = R1ϕ̈+R2ψ̈ +R3ϕ̇ψ̇ +R4ϕ̇
2 +R5ψ̇

2 +R6ϕ̇+R7ψ̇ +R8,

NF3 − F4(α3ϕ̇+Mψ̇) = P1ϕ̈+ P2ψ̈ + P3ϕ̇ψ̇ + P4ϕ̇
2 + P5ψ̇

2 + P6ϕ̇+

+ P7ψ̇ + P8, MF3 + F4(β3ϕ̇+Nψ̇) = Q1ϕ̈+Q2ψ̈ +Q3ϕ̇ψ̇+

+Q4ϕ̇
2 +Q5ψ̇

2 +Q6ϕ̇+Q7ψ̇ +Q8,

(13)

где

R1 = d0,1, R2 = d′1,1 sinϕ+ d1,1 cosϕ+ a0d0,1,

R3 = (d′1,1 −A1,1) cosϕ− (d1,1 +A′

1,1) sinϕ+ 2a0A0,1, R4 = A0,1,

R5 = −(A2,1 cos 2ϕ +A′

2,1 sin 2ϕ+ a0A1,1 cosϕ+ a0A
′

1,1 sinϕ+ κ0A0,1),

R6 = h′1,1 sinϕ+ h1,1 cosϕ+ a0h0,1,

R7 = B2,1 cos 2ϕ+B′

2,1 sin 2ϕ + a0B1,1 cosϕ+ a0B
′

1,1 sinϕ− κ0h0,1,

R8 = C2,1 cos 2ϕ+ C ′

2,1 sin 2ϕ + δ1,1 cosϕ+ δ′1,1 sinϕ+ δ0,1,

P1 = d0,3(a
′

0β1 sinϕ+ a′0β2 cosϕ+ a0β3),

P2 =
a′
0

2
(β2d1,3 − β1d

′

1,3) cos 2ϕ +
a′
0

2
(β1d1,3 + β2d

′

1,3) sin 2ϕ+

+ a0(a
′

0β2d0,3 + β3d1,3) cosϕ+ a0(a
′

0β1d0,3 + β3d
′

1,3) sinϕ+

+
a′
0

2
(β1d

′

1,3 + β2d1,3) + a20β3d0,3,

P3 =
[a′

0

2
(α1A

′

1 − α2A1 + β1(d1,1 +A′

1,1) + β2(d
′

1,1 −A1,1))−

− α3A2

]

cos 2ϕ +
[a′

0

2
(β1(d

′

1,1 −A1,1)− β2(d1,1 +A′

1,1)− α2A
′

1−

− α1A1)− α3A
′

2

]

sin 2ϕ+ a0(β3(d
′

1,1 −A1,1) + 2a′0β2A0,3 − 3α3A1−
− a′0α2A33) cosϕ+ a0(2a

′

0β1A0,3 − β3(d1,1 +A′

1,1)− 3α3A
′

1−

− a′0α1A33) sinϕ+
a′
0

2
(β2(d

′

1,1 −A1,1)− β1(d1,1 +A′

1,1)− α2A1−

− α1A
′

1) + a20(2β3A0,3 − α3A33)− α3A0, P4 = (a′0β1A0,3−
− α3A

′

1) sinϕ+ (a′0β2A0,3 − α3A1) cosϕ+ a0(β3A0,3 − α3A33),

P5 =
a′
0

2
(α1A

′

2 − α2A2 + β1A
′

2,3 − β2A2,3) cos 3ϕ− a′
0

2
(α1A2 + α2A

′

2+

+ β1A2,3 + β2A
′

2,3) sin 3ϕ + a0

[a′
0

2
(2α1A

′

1 − 2α2A1 + β1A
′

1,3 − β2A1,3)−

− α3A2 − β3A2,3

]

cos 2ϕ− a0

[a′
0

2
(2α1A1 + 2α2A

′

1 + β1A1,3 + β2A
′

1,3)+

+ α3A
′

2 + β3A
′

2,3

]

sin 2ϕ−
[a′

0

2

(

α1A
′

2 + α2(A2 + 2A0) + β1A
′

2,3+

(14)
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+ β2(A2,3 + 2κ0A0,3)
)

+ a20(2α3A1 + β3A1,3)
]

cosϕ+
[a′

0

2

(

β1(A2,3−

− 2κ0A0,3)− β2A
′

2,3 + α1(A2 − 2A0)− α2A
′

2

)

− a20(2α3A
′

1+

+ β3A
′

1,3)
]

sinϕ− a0
2

[

a′0(2α1A
′

1 + 2α2A1 + β1A
′

1,3 + β2A1,3) + 2α3A0+

+ 2β3κ0A0,3

]

,

P6 =
[a′

0

2
(β2h1,3 − β1h

′

1,3) +
1

2
α3B2

]

cos 2ϕ+
[a′

0

2
(β1h1,3+

+ β2h
′

1,3) +
1

2
α3B

′

2

]

sin 2ϕ + a0(a
′

0β2h0,3 + β3h1,3 + α3B1) cosϕ+

+ a0(a
′

0β1h0,3 + β3h
′

1,3 + α3B
′

1) sinϕ+
a′
0

2
(β1h

′

1,3 + β2h1,3) + a20β3h0,3+

+ α3

(

k +
B0

2

)

, P7 =
a′
0

4
(α2B2 − α1B

′

2 + 2β2B2,3 − 2β1B
′

2,3) cos 3ϕ+

+
a′
0

4
(α1B2 + α2B

′

2 + 2β1B2,3 + 2β2B
′

2,3) sin 3ϕ+
a0
2

[

a′0(α2B1 − α1B
′

1+

+ β2B1,3 − β1B
′

1,3) + α3B2 + 2β3B2,3

]

cos 2ϕ+
a0
2

[

a′0(α1B1 + α2B
′

1+

+ β1B1,3 + β2B
′

1,3) + α3B
′

2 + 2β3B
′

2,3

]

sin 2ϕ+
{a′

0

4

[

α2(B2 + 2B0 + 4k)+

+ α1B
′

2 + 2β2(B2,3 − 2κ0h0,3) + 2β1B
′

2,3

]

+ a20(α3B1 + β3B1,3)
}

cosϕ+

+
{a′

0

4

[

α1(4k + 2B0 −B2) + α2B
′

2 − 2β1(B2,3 + 2κ0h0,3) + 2β2B
′

2,3

]

+

+ a20(α3B
′

1 + β3B
′

1,3)
}

sinϕ+
a0
2

[

a′0(α1B
′

1 + α2B1 + β1B
′

1,3 + β2B1,3)+

+ α3(2k +B0)− 2β3κ0h0,3

]

, P8 =
a′
0

2
(β2C2,3 − β1C

′

2,3) cos 3ϕ+

+
a′
0

2
(β2C

′

2,3 + β1C2,3) sin 3ϕ+
[a′

0

2
(β2δ1,3 − β1δ

′

1,3) + a0β3C2,3

]

cos 2ϕ+

+
[a′

0

2
(β1δ1,3 + β2δ

′

1,3) + a0β3C
′

2,3

]

sin 2ϕ+
[a′

0

2
(β2C2,3 + β1C

′

2,3+

+ 2β2δ0,3) + a0β3δ1,3

]

cosϕ+
[a′

0

2
(β2C

′

2,3 − β1C2,3 + 2β1δ0,3)+

+ a0β3δ
′

1,3

]

sinϕ+
a′
0

2
(β1δ

′

1,3 + β2δ1,3) + a0β3δ0,3.

Выражения для Qi получаются из Pi заменой αk на −βk, а βk – на αk

соответственно (i = 1, 8, k = 1, 2, 3).
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Подставим выражения (11) в первое уравнение из (7):

[

a0ϕ̇+ ψ̇ − L(γ3ϕ̇+ Lψ̇)
]

{

P1

...
ϕ + P2

...
ψ + ϕ̈

[

(2P4 + P ′

1 + γ3Q1)ϕ̇+ (P3+

+Q1L)ψ̇ + P6

]

+ ψ̈
[

(2P5 +Q2L)ψ̇ + (P ′

2 + P3 + γ3Q2)ϕ̇+ P7

]

+ (P ′

4+

+ γ3Q4)ϕ̇
3 +Q5Lψ̇

3 + ϕ̇2
[

(P ′

3 +Q3γ3 +Q4L)ψ̇ + P ′

6 + γ3Q6

]

+ ψ̇2
[

(P ′

5+

+ γ3Q5 +Q3L)ϕ̇+Q7L
]

+ ϕ̇ψ̇(P ′

7 + γ3Q7 + LQ6) + (P ′

8 + γ3Q8)ϕ̇+

+ LQ8ψ̇
}

−
{

P1ϕ̈
2(a0 − γ3L) + P2ψ̈

2(1− L2) + ϕ̈ψ̈
[

P2(a0 − γ3L)+

+ P1(1− L2)
]

+ ϕ̈
[

ϕ̇2
(

P4(a0 − γ3L)− γ3P1L
′
)

+ ψ̇2P5(a0 − γ3L)+

+ ϕ̇ψ̇
(

P3(1− L2)− 2P2LL
′
)

+ (1− L2)(P6ϕ̇+ P7ψ̇ + P8)
]

− L′
[

γ3P4ϕ̇
4+

+ ϕ̇3
(

γ3P6 + ψ̇(γ3P3 + 2P4L)
)

+ 2P5Lϕ̇ψ̇
3 + (2P3L+ γ3P5)ϕ̇

2ψ̇2+

+ ϕ̇2
(

γ3P8 + ψ̇(2P6L+ γ3P7)
)

+ 2ϕ̇ψ̇L(P7ψ̇ + P8)
]

}

+
[

a0ϕ̇+ ψ̇−

− L(γ3ϕ̇+ Lψ̇)
]2
(R1ϕ̈+R2ψ̈ +R3ϕ̇ψ̇ +R4ϕ̇

2 +R5ψ̇
2 +R6ϕ̇+

+R7ψ̇ +R8) = 0,

(15)

где P ′

i = dPi/dϕ (i = 1, 8), L′ = dL/dϕ.
Таким образом, получено дифференциальное уравнение (15) на функции

ϕ(t) и ψ(t), которое с учетом (13) и (14) задает прецессионные движения
общего вида относительно вертикали для гиростата, несущего два маховика
с переменным гиростатическим моментом, оси которых ортогональны.

2. Маятниковые движения. Положим B = 0, C = 0, ψ̇ = 0, а
скорость собственного вращения зададим соотношением

ϕ̇2 = p0 + p1 sinϕ. (16)

Тогда система (7) примет вид

λ̇1 = γ3ϕ̇λ2 − F1,

λ̇2 = −γ3ϕ̇λ1 − F2,

ϕ̇(α3λ2 − β3λ1) + F3 = 0,

(17)

где с учетом (8) и (16) обозначено:

F1 = g1 sinϕ+ g2 cosϕ+ g0, F2 = h1 sinϕ+ h2 cosϕ+ h0,

F3 = f1 sinϕ+ f2 cosϕ+ f0,

g1 = (α2A13 − α1A23)p1 + a′0(α3s2 − α2s3),
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g2 =
1

2
(α1A13 + α2A23 + α3A33)p1 + a′0(α1s3 − α3s1),

g0 = (α2A13 − α1A23)p0 + a0(α2s1 − α1s2),

h1 = (β2A13 − β1A23)p1 + a′0(β3s2 − β2s3),

h2 =
1

2
(β1A13 + β2A23 + β3A33)p1 + a′0(β1s3 − β3s1),

h0 = (β2A13 − β1A23)p0 + a0(β2s1 − β1s2),

f1 = (γ2A13 − γ1A23)p1 + a′0(γ3s2 − γ2s3),

f2 =
1

2
(γ1A13 + γ2A23 + γ3A33)p1 + a′0(γ1s3 − γ3s1),

f0 = (γ2A13 − γ1A23)p0 + a0(γ2s1 − γ1s2).

Для того, чтобы исключить переменные λ1 и λ2, разделим в (17) все урав-
нения на ϕ̇ и с учетом (16) дважды продифференцируем последнее уравнение
системы по ϕ. Получим уравнение

γ3

[

γ3(f1 sinϕ+ f2 cosϕ+ f0) + α3(g1 sinϕ+ g2 cosϕ+ g0)+

+ β3(h1 sinϕ+ h2 cosϕ+ h0)
]

+ β3

[

g1 cosϕ− g2 sinϕ−

− p1 cosϕ(g1 sinϕ+ g2 cosϕ+ g0)

2(p0 + p1 sinϕ)

]

− α3

[

h1 cosϕ− h2 sinϕ−

− p1 cosϕ(h1 sinϕ+ h2 cosϕ+ h0)

2(p0 + p1 sinϕ)

]

− f1 sinϕ− f2 cosϕ−

− p1 cosϕ(f1 cosϕ− f2 sinϕ)

p0 + p1 sinϕ
+
p1 sinϕ(f1 sinϕ+ f2 cosϕ+ f0)

2(p0 + p1 sinϕ)
+

+
3p2

1
cos2 ϕ(f1 sinϕ+ f2 cosϕ+ f0)

4(p0 + p1 sinϕ)2
= 0,

(18)

которое должно быть тождеством по ϕ. Это, в частности, возможно при
выполнении условия

f1 sinϕ+ f2 cosϕ+ f0 = µ0(p0 + p1 sinϕ), (19)

где µ0 – некоторый параметр.

Преобразовывая (18) с учетом (19) и требуя тождественного равенства
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нулю тригонометрического многочлена, приходим к совокупности условий

1

2
(γ1A13 + γ2A23 + γ3A33)p1 + a′0(γ1s3 − γ3s1) = 0,

(γ2A13 − γ1A23)p1 + a′0(γ3s2 − γ2s3)− µ0p1 = 0,

(γ2A13 − γ1A23)p0 + a0(γ2s1 − γ1s2)− µ0p0 = 0,

2(β3g2 − α3h2)− 4γ3(α3g1 + β3h1) + µ0p1(1− 4γ23) = 0,

β3g1 − α3h1 + 2γ3(α3g2 + β3h2) = 0,

2p0(β3g1 − α3h1) + p1(α3h0 − β3g0) + 2γ3p0(α3g2 + β3h2) = 0,

2p0(α3h2 − β3g2) + 2γ3

[

p0(α3g1 + β3h1) + p1(α3g0 + β3h0)
]

−

− p0p1µ0(1− 4γ23) = 0,

4γ3

[

2p0(α3g0 + β3h0) + p1(α3g1 + β3h1) + 6p1(α3h2 − β3g2)
]

+

+ µ0

[

p21(4γ
2

3 − 3) + 8γ23p
2

0

]

= 0.

(20)

Для нахождения λ1 и λ2 используем с учетом (19) последнее уравнение
из (17) и его производную

α3λ2 − β3λ1 + µ0
√
p0 + p1 sinϕ = 0,

−γ3(α3λ1 + β3λ2) + (r1 sinϕ+ r2 cosϕ+ r0)�
√
p0 + p1 sinϕ = 0,

где r1 = β3g1−α3h1, r2 = β3g2−α3h2+
1

2
µ0p1, r0 = β3g0−α3h0. Тогда

λ1 =
α3(r1 sinϕ+ r2 cosϕ+ r0) + µ0γ3β3(p0 + p1 sinϕ)

γ3(α2
3
+ β2

3
)
√
p0 + p1 sinϕ

,

λ2 =
β3(r1 sinϕ+ r2 cosϕ+ r0)− µ0γ3α3(p0 + p1 sinϕ)

γ3(α2
3
+ β2

3
)
√
p0 + p1 sinϕ

.

(21)

Рассмотрим движение, при котором угол нутации θ0 =
π

2
. Из первого и

третьего уравнений (20) найдем соответственно

p1 =
2(γ3s1 − γ1s3)

γ1A13 + γ2A23 + γ3A33

, µ0 = γ2A13 − γ1A23. (22)

Второе уравнение системы (20) примет вид

γ3s2 − γ2s3 = 0.
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При γ3 = 0, γ2 = 0 оставшиеся уравнения системы (20) обращаются в
нуль при s3 = 0, что приводит к ϕ̇ = const. При γ2 6= 0 найдем

s3 =
γ3s2
γ2

. (23)

Система (20) с учетом (12), (22), (23) обращается в нуль при s2 = 0.
Случай γ1 = γ2 = 0, γ3 = 1 здесь не рассматривается. Из (21) получим

λ1 =
β1A23 − β2A13

γ3

√

p0 + p1 sinϕ,

λ2 =
α2A13 − α1A23

γ3

√

p0 + p1 sinϕ.

(24)

Заключение. Предложен общий метод исследования прецессионных
движений гиростата, несущего два вращающихся ротора. Показано, что урав-
нения движения гиростата (1), (2) при s2 = s3 = 0 и выполнении условий (4)

с θ0 =
π

2
допускают решение, которое характеризуется равенствами (16), (22)

и (24). Этому решению соответствуют маятниковые движения гиростата.
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G.A. Kotov

Precessions of the general form in the problem of the motion for a gyrostat
carrying two flywheels with variable gyrostatic moment

The general method for studying the precessional motions of a gyrostat under the influence
of potential and gyroscopic forces is proposed for the case when the attached bodies are two
flywheels with variable gyrostatic moment. The new case of integrability of the equations of
gyrostat motion in the gravity field is obtained; it corresponds to the pendulum motion of the
carrier body.

Keywords: precession, gyrostat, potential and gyroscopic forces, the pendulum motions.

Г.О. Котов

Прецесiї загального виду в задачi про рух гiростата, що несе два маховика
зi змiнним гiростатичним моментом

Запропоновано загальний метод дослiдження прецесiйних рухiв гiростата пiд дiєю потенцi-
альних i гiроскопiчних сил у випадку, коли тiлами, яких несуть, є два маховика зi змiнним
гiростатичним моментом. Встановлено новий випадок iнтегрування рiвнянь руху гiростата
пiд впливом сили тяжiння, що вiдповiдає маятниковим рухам тiла-носiя.

Ключовi слова: прецесiї, гiростат, потенцiальнi i гiроскопiчнi сили, маятниковi рухи.
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