
Ï.Â. ÂÀÑÈËÈÊ, À.È. ÏÐÎÂÎÒÀÐ

ÓÄÊ 530.12, 519.95 Î ÏÀÐÀËÎÃÈ×ÍÎÑÒÈ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ
ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÉ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêñèîìàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ôóíêöèÿ, äîêàçàòåëüñòâî.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå, êàê è â ìàòåìàòèêå â öåëîì, èçó÷åíèå ïðîèçâîëüíûõ

îáúåêòîâ íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèé, èäåíòèôèöèðóþùèõ ýòè îáúåêòû, ñ äàëü-

íåéøèì ôîðìóëèðîâàíèåì óòâåðæäåíèé îá ýòèõ îáúåêòàõ, êîòîðûå ñëåäóþò, êàê

ïðàâèëî, èç îïðåäåëåíèé. ×àñòî ýòè óòâåðæäåíèÿ íå î÷åâèäíû è, ñëåäîâàòåëüíî,

òðåáóþò íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèé, ò.å. äîêàçàòåëüñòâ. Ïðè ýòîì ìîæíî âûäåëèòü äâà

òèïà äîêàçàòåëüñòâ: � � � �� �, | è � \ � , � �� �| . Ïåðâûå, êàê èçâåñòíî, îòíî-

ñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì äîêàçàòåëüñòâàì (âûâîäàì èç ïîñûëîê),

âòîðûå — ê äîêàçàòåëüñòâàì îò ïðîòèâíîãî.

Åñëè îòíîñèòåëüíî âûâîäîâ èç ïîñûëîê âñå ñêëàäûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî áëàãîïî-

ëó÷íî, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâ îò ïðîòèâíîãî ñèòóàöèÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äîñòàòî÷íî

íåîïðåäåëåííàÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì êðèòè÷åñêèõ ðàáîò ïî îñíîâàíèÿì

ìàòåìàòèêè â ïîñëåäíåå âðåìÿ, îòíîñÿùèõñÿ ê êàíòîðîâîé òåîðèè ìíîæåñòâ â öåëîì,

äèàãîíàëüíîé ïðîöåäóðå è òåîðåìàì î íåïîëíîòå ôîðìàëüíûõ òåîðèé â ÷àñòíîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàêîí èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî (ÇÈÒ), ëåæàùèé â îñíîâå

äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, âïåðâûå áûë ñôîðìóëèðîâàí Àðèñòîòåëåì â «Ìåòà-

ôèçèêå» è ñâîäèëñÿ ê ñëåäóþùåìó òåçèñó: «... åñëè îòíîñèòåëüíî ÷åãî áû òî íè áû-

ëî [îäíîãî] íåîáõîäèìî ëèáî óòâåðæäåíèå, ëèáî îòðèöàíèå, òî íåâîçìîæíî, ÷òîáû

è îòðèöàíèå è óòâåðæäåíèå áûëè ëîæíûìè, èáî ëîæíûì ìîæåò áûòü ëèøü îäèí èç

îáîèõ ÷ëåíîâ ïðîòèâîðå÷èÿ». Íî óæå â òðàêòàòå «Îá èñòîëêîâàíèè» Àðèñòîòåëü

ïîäâåðã ñîìíåíèþ îáùåçíà÷èìîñòü çàêîíà èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî è ïîêàçàë íåâîç-

ìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ ê áóäóùèì ñîáûòèÿì. Â ÷àñòíîñòè, îí óòâåðæäàë, ÷òî

ðàññìîòðåíèå âîïðîñà î òîì, áóäåò, íàïðèìåð, çàâòðà ìîðñêàÿ áèòâà èëè íå áóäåò,

íåëüçÿ âåñòè ñ ïîçèöèé èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè, ïîñêîëüêó íè îäíî èç ýòèõ ñîáû-

òèé åùå íå îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè ñóùåãî, ñóùåñòâóþùåãî.

Ïðèìåíèòåëüíî ê òåîðèè ìíîæåñòâ è àðèôìåòèêå ýòó àðèñòîòåëåâñêóþ èäåþ

íåîáõîäèìî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íåêîòîðûõ îáúåêòîâ (ìíîæåñòâ, ýëåìåíòîâ, ÷èñåë), âîñïðèíèìàåìàÿ êàê

öåëîå è âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ êàê ñóùåñòâóþùèå (óæå ïîðîæäåííûå) îáúåêòû, òàê è

îáúåêòû åùå íå ñóùåñòâóþùèå (åùå íå ïîðîæäåííûå), òî î òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íåëüçÿ ãîâîðèòü â òåðìèíàõ èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè (äàæå ïðè íàëè÷èè

êîððåêòíîãî çàêîíà çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ïîñêîëüêó âòîðàÿ ÷àñòü ðàññìàò-

ðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åùå íå îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè ñóùåãî, ñóùåñòâóþ-

ùåãî (îòíîñèòñÿ ê áóäóùèì ñîáûòèÿì).

Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåëüçÿ ïðåäñòàâ-

ëÿòü êàê öåëîñòíîñòü, êàê åäèíûé îáúåêò, ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå ñóùåãî (íàñòîÿ-
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ùåãî) è íåñóùåãî (áóäóùåãî) â ðàìêàõ îäíîãî îáúåêòà íå òîëüêî áëîêèðóåò ïðèìå-

íåíèå ÇÈÒ, íî è âîîáùå íå ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü äàííûé îáúåêò â òåðìèíàõ

èñòèííîñòè è ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ïîëíîöåííûé ýëåìåíò ôîðìàëüíîé ñèñòåìû

ëþáîãî ðîäà.

Íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ (èëè ðàñøèðåíèå) ÇÈÒ ïðåäïðèíÿòû â [6]. Ñóòü ýòîãî

ðàñøèðåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãîâîðèòü îá èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ïðîèçâîëüíî-

ãî óòâåðæäåíèÿ p ìîæíî òîëüêî ïîñëå èññëåäîâàíèÿ äèçúþíêöèé:

à) « p è � p îñìûñëåííû» � « p è � p áåññìûñëåííû»;

á) « p è � p äîñòàòî÷íî îïðåäåëÁííû» � « p è � p íåäîñòàòî÷íî îïðåäåëÁííû»;

â) « p èñòèííî» � «� p ëîæíî (íåèñòèííî)».

Çäåñü âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðîèçâîëüíî âçÿòûå ñóæäåíèÿ p è � p ìîãóò

áûòü îñìûñëåííûìè èëè áåññìûñëåííûìè (íåîñìûñëåííûìè), äîñòàòî÷íî èëè íå-

äîñòàòî÷íî îïðåäåëåííûìè òîëüêî â ïàðå (â ñîñòàâå öåëîñòíîé äèçúþíêöèè).

È ëèøü (âìåñòå) ïðîéäÿ òåñò (ôèëüòð) íà îñìûñëåííîñòü è äîñòàòî÷íóþ îïðåäåëåí-

íîñòü, îíè (íà çàâåðøàþùåì ýòàïå òðåõàêòíîãî ðàññóæäåíèÿ) ìîãóò áûòü ðàññìîò-

ðåíû ñ òî÷êè çðåíèÿ äèõîòîìèè: èñòèííîå — ëîæíîå (íåèñòèííîå).

Íàïðèìåð, ñóæäåíèÿ «÷èñëî äåâÿòü — ñèíåå» è «÷èñëî äåâÿòü — íå ñèíåå» ñ òî÷-

êè çðåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ëîãèêè áåññìûñëåííû. Àíàëîãè÷íî, ñóæäåíèÿ «øàõìàò-

íàÿ äîñêà — áåëàÿ» è «øàõìàòíàÿ äîñêà — íå áåëàÿ» — õîòÿ è îáà îñìûñëåííû, íî

îáà íåäîñòàòî÷íî îïðåäåë�ííû. È ëèøü ñóæäåíèÿ âèäà: «øàõìàòíàÿ äîñêà — íà

50 % áåëàÿ» (È) è «øàõìàòíàÿ äîñêà — íå íà 50 % áåëàÿ» (Ë), îáðàçîâàâøàèåñÿ ïî-

ñëå óòî÷íåíèÿ (êâàíòèòàòèâíîãî äîîïðåäåëåíèÿ) ïðåäûäóùåé ïàðû ñóæäåíèé,

ìîãóò áûòü ïðåäìåòîì èñòèííîñòíîé îöåíêè.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ïðîàíàëèçèðîâàòü íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå îïðåäå-

ëåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ëîãè÷åñêîé êîððåêòíîñòè, à òàêæå èññëåäîâà-

íèå áîëåå ñëîæíûõ óòâåðæäåíèé è òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè âû÷èñëå-

íèé, ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûå èëè ñîìíèòåëüíûå

ïîñòðîåíèÿ.

ÀÍÀËÈÇ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà � � 	 
{ , , #}, B � 
{ }. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A ñîîòíî-

øåíèåì x A x B� �  . Ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç

òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå âõîäÿò â ìíîæåñòâî B, ò.å. èñòèííîñòü

ñëåäóþùèõ èìïëèêàöèé: x A x B� �  , x B x A � � . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè çà-

äàííûõ ìíîæåñòâàõ � è B òîëüêî ìíîæåñòâî A � 	{ , #} óäîâëåòâîðÿåò îáåèì èì-

ïëèêàöèÿì.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè, åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ïðåäèêàòû �( )x � «x A� »,

�( )x � «x B », � � �( ) ( ) ( )x x x� � , Q ( ) ( ) ( )x x x� �� � , � � �( ) ( ) ( )x x x� � � � ,

òî ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî B çàäàíî, ìíîæåñòâî A ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïî-

ìîùüþ ïðîöåäóðû ëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, íàïðèìåð,

� � � � � � �(*), ( ) (*), ( # ), ( # ) ( # ) , ( ), ( ) ( )Q Qx | | |� � � �� 
 
 
 .

Åñëè ïîëîæèòü B A� è îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî A ñîîòíîøåíèåì x A x A� �  ,

òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî x èñòèííî îäíî èç âûñêàçûâàíèé: �( )x � «x A� » ëèáî

� ��( )x «x A ». Ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííîå âûøå ñîîòíîøåíèå äëÿ A , ïîëó÷èì (ïðè

êàæäîì êîíêðåòíîì çíà÷åíèè x ) ëîãè÷åñêîå ïðîòèâîðå÷èå | |� � �� �( ), ( )x x . Òà-

êèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ îïðåäåëÿþùèõ îòíîøåíèé äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ìíîæåñòâ äîëæíî, ïî êðàéíåé ìåðå, áûòü àðãóìåíòèðîâàííûì, ò. å. ïðåäó-

ñìàòðèâàòü íåîáîñíîâàííîå ïîÿâëåíèå ëîãè÷åñêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ.

Ðàññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ïðîöåäóðó Êàíòîðà [1], êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè

äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè âû÷èñëåíèé.
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Òåîðåìà Êàíòîðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè áè-

åêöèè f N N: � 2 . Ïîñëå ýòîãî ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî A , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì x A x f x� �  ( ). Òàê êàê f x( ) — áèåêöèÿ, òî èìååò ìåñòî f m A( ) � äëÿ

íåêîòîðîãî m. Íî â òàêîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ m f m m f m� � ( ) ( ) ,

êîòîðîå (ïî ìíåíèþ Êàíòîðà) âûçâàíî ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèè áèåêöèè,

à ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Íà ñàìîì äåëå âñå ïðîèñõîäèò èíà÷å. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà A áóäåò êîððåê-

òíûì òîëüêî â ñëó÷àå îïðåäåëåííîñòè ìíîæåñòâà f x( ). Íî ïðè x m� ìíîæåñòâî

f m A( ) � áóäåò íåîïðåäåëåííûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà m íå

ìîæíî äàòü îòâåò íà âîïðîñ: m A� èëè m A , òàê êàê ñïðàâåäëèâûìè áóäóò ñëå-

äóþùèå èìïëèêàöèè: m A m f m A� �  �( ) , m A m A � � .

Áîëåå ãëóáîêèé àíàëèç ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî A, ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæå-

íèþ î áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f . Â ñàìîì äåëå, åñëè A f m� ( ), òî ïðè óñëîâèè

m A ñîîòíîøåíèå áóäåò îïðåäåëÿòü òàêæå è ìíîæåñòâî A m�{ }, à ïðè óñëîâèè

m A� — òàêæå è ìíîæåñòâî A m\ { }. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f íå òîëüêî íå ÿâëÿåòñÿ

áèåêòèâíûì, íî äàæå íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.

ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Êàê èçâåñòíî [2], äèàãîíàëüíàÿ ïðîöåäóðà Êàíòîðà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ âñþäó îïðåäåëåííîé îäíîìåñòíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ïðè-

íàäëåæèò ìíîæåñòâó � âñþäó îïðåäåëåííûõ îäíîìåñòíûõ ôóíêöèé, ïðè óñëîâèè

ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè äëÿ �.

Ââåäåíèå íîâîé ôóíêöèè g x F x x( ) ( , )� 
 1, ãäå F óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êëàññà �,

îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè g â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ìîæíî âû÷èñëèòü êàê

çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ F x x( , )
 1. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî g ïðèíàäëåæèò êëàññó

�, îçíà÷àåò, ÷òî g x F i x( ) ( , )� äëÿ íåêîòîðîãî i. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-

÷èå F i i F i i( , ) ( , ) ,� 
 1 êîòîðîå (êàê óòâåðæäàåòñÿ) äîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ g íå

ïðèíàäëåæèò êëàññó �.

Íà ñàìîì äåëå ïðîòèâîðå÷èå âîçíèêàåò èç-çà íåêîððåêòíîãî (ïðîòèâîðå÷èâî-

ãî) îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g . Êðîìå òîãî, ýòî ïðîòèâîðå÷èå âîâñå íå äîêàçûâàåò, ÷òî

ôóíêöèÿ g íå ïðèíàäëåæèò êëàññó �. Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì äâà îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè g . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì g i F i i( ) ( , )� , â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì g i( ) �
� 
F i i( , ) 1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g â òî÷êå i èìååò äâà çíà÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Áîëåå òîãî, âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå

ìîæåì îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ g ñîîòíîøåíèåì g x F x x( ) ( , )� 
 1 ïðè óñëîâèè, ÷òî

F — óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êëàññà � ôóíêöèÿ, íî òîëüêî íå òî, ÷òî ôóíêöèÿ g íå ïðè-

íàäëåæèò êëàññó �.

ÌÀØÈÍÛ ÒÜÞÐÈÍÃÀ

Ôîðìàëüíî ìàøèíà Òüþðèíãà [2] ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü

A K H q q� 	( , , , , )� 0 ,

ãäå K — ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé; � — ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèìâîëîâ; H — ñëîâàðíîå

îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà K q\ { }	 � � â ìíîæåñòâî K L R� �� { , , }� (ôóíêöèÿ ïåðåõî-

äîâ); q K0 � è q K	� — ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíîå è çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèÿ.

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ìàøèíû Òüþðèíãà — ýòî ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëîâ. Ïðè ýòîì ñëîâàðíîå îòîáðàæåíèå � íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî âû-

÷èñëèìûì ïî Òüþðèíãó, åñëè îíî âû÷èñëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìàøèíîé Òüþðèíãà A,

ò.å., íà÷èíàÿ ñ ñîñòîÿíèÿ q0 , ìàøèíà A áóäåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî íà ñëîâå u,

åñëè �( )u íå îïðåäåëåíî èëè îñòàíîâèòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òàêòîâ ðàáîòû

â ñîñòîÿíèè q	 ñ âûõîäíûì ñëîâîì �( )u .
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Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà A çàäàåò n-ìåñòíóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ

f x z( , , )� , åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ x z, ,� ìàøèíà A ïðåîáðàçóåò âõîä-

íîå ñëîâî 1 1x z# #� â ñëîâî 1 f x z( , , )� , êîãäà f x z( , , )� îïðåäåëåíà, è ðàáîòàåò áåñ-

êîíå÷íî äîëãî, åñëè f x z( , , )� íå îïðåäåëåíà.

×àñòè÷íûå ôóíêöèè, çàäàâàåìûå ìàøèíàìè Òüþðèíãà, íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íî

âû÷èñëèìûìè ïî Òüþðèíãó.

Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþùàÿ íåêîòîðóþ îäíîìåñò-

íóþ ôóíêöèþ, ìîæåò áûòü çàäàíà ñëîâîì â àëôàâèòå K q R L� { , , , , , }1 ' � . Íî íå

êàæäîå ñëîâî â àëôàâèòå K çàäàåò ìàøèíó Òüþðèíãà.

Ïóñòü M — ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå K , êîòîðûå çàäàþò ìàøèíû Òüþðèíãà.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ñëîâó X â àëôàâèòå K íîìåð, êîòîðûé ïîëó÷àåì

çàìåíàìè â ñëîâå 1 íà 12, q íà 122, ' íà 1222, R íà 12222, L íà 122222, � íà 1222222.

Îáîçíà÷èì ýòî èíúåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå f K: 
 � N . Òîãäà îòîáðàæåíèå f ':

M f M� ( ) òàêîå, ÷òî � �f x f x( ) ( ) — áèåêöèÿ.

Êàæäîìó ñëîâó X èç M ñîîòâåòñòâóåò òàêæå ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ s:N N�
èç ìíîæåñòâà P âñåõ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé èç N â N , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ìàøè-

íîé X . Îáîçíà÷èì ýòî ñîîòâåòñòâèå h M P: � . Òîãäà � �h M h M: ( ) òàêîå, ÷òî
� �h x h x( ) ( ) — ñþðúåêöèÿ.

Êàæäîìó íîìåðó èç f m( ) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîç-

íà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå r f m: ( ) � N . Òîãäà � �r f M r f M: ( ) ( ( )) òàêîå, ÷òî
� �r x r x( ) ( ) — áèåêöèÿ. ×èñëî � �r f X( ( )) íàçûâàåòñÿ íîìåðîì MT X M� . Òàêèì îá-

ðàçîì, áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:

� � �
� � �
h f r

h M M f M r f M( ) ( ) ( ( )).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g h M: ( )N � ñîîòíîøåíèåì

� � � � �� �h f r x x r f M( ( ( ))) , ( ( ));

,

' 1 1 åñëè

íå îïðåäåëåíà åñëè x r f M � �

�
�
�

�� ( ( )).

Äàëåå ïîñòðîèì ôóíêöèþ u:N N�

u n
g n n

g n n
( )

, ( ( ))( )

( ( ))( ) ,
�




1

1

åñëè íå îïðåäåëåíà;

åñëè ( ( ))( )g n n îïðåäåëåíà.

�
�
�

Î÷åâèäíî, ÷òî u — âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, íî îíà íå âû-

÷èñëÿåòñÿ ìàøèíîé Òüþðèíãà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî u h M� ( ), òî

òîãäà u g m� ( ) äëÿ íåêîòîðîãî m. Òàê êàê u — âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, òî, ñ

îäíîé ñòîðîíû, u m g m m( ) ( ( ))( )� , ñ äðóãîé, u m g m( ) ( ( ))� 
 1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-

÷èå, êîòîðîå (îïÿòü æå, êàê óòâåðæäàåòñÿ) äîêàçûâàåò íåâû÷èñëèìîñòü ôóíêöèè u.

Íà ñàìîì äåëå ïðîòèâîðå÷èå, êàê è â ïåðåäûäóùåì ñëó÷àå, âîçíèêàåò èç-çà íå-

êîððåêòíîãî (ïðîòèâîðå÷èâîãî) îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëî-

æåíèå î òîì, ÷òî u — âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå

( ( ))( )g m m áóäåò îïðåäåëåííûì (ïîñêîëüêó u m g m m( ) ( ( ))( )� ). À èç ýòîãî ñëåäóåò

(ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè u), ÷òî u m g m m( ) ( ( ))( )� 
 1. Òàêèì îáðàçîì, òàê

îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ u ïðèíèìàåò â òî÷êå m ðàçíûå çíà÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íå

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Êðîìå òîãî, âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî

ìû íå ìîæåì îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ u ïðèâåäåííûì âûøå ñîîòíîøåíèåì ïðè óñëî-

âèè, ÷òî u — âñþäó îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÃÅÄÅËß Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðàÿ òåîðèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà S [3–5, 7]. Îíà èìååò åäèíñòâåííóþ ïðåäèêàòíóþ áóêâó A
1
2 ,

åäèíñòâåííóþ ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó a1 è òðè ôóíêöèîíàëüíûå áóêâû: f f f
1
1

1
2

2
2, , .
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ áîëåå ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, áóäåì ïèñàòü t s� âìåñòî A t s
1
2 ( , ),

0 âìåñòî a1 è ñîîòâåòñòâåííî t' , t s
 , t s� âìåñòî f t f t s f t s
1
1

1
2

2
2( ), ( , ), ( , ), ãäå t è

s — òåðìû. Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ àêñèîìàìè òåîðèè S:

x x x x x x1 2 1 3 2 3� � � � �( ) ;

x x x x1 2 1 2� � � � � ;

0 1� �x ;

� � � � �x x x x1 2 1 2 ;

x x1 10
 � ;

x x x x1 2 1 2
 � � 
 �( ) ;

x1 0 0� � ;

x x x x x1 2 1 2 1� � � � 
( ) ;

� � � �( ) ( ( ( ) ( )) ( ))0 � � � � � �x x x x x ,

ãäå �( )x — ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà òåîðèè S.

Ïðàâèëàìè âûâîäà â òåîðèè S, êàê è â ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþòñÿ:

1) � � � �, � �| (ìodus ponens);

2) � �|�� xi (ïðàâèëî îáîáùåíèÿ).

Êàê èçâåñòíî [7], òåîðèÿ S — ýòî òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì. Êðîìå

òîãî, îòíîøåíèå W u y1 ( , ) (u åñòü ãåäåëåâ íîìåð ôîðìóëû �( )x1 , ñîäåðæàùåé ñâî-

áîäíóþ ïåðåìåííóþ x1, è y åñòü ãåäåëåâ íîìåð âûâîäà â S ôîðìóëû �( )u , ãäå u —

ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òåðìà 0' '� ) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûì, ò.å.

ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé áóäåò åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñÿ-

êîå ðåêóðñèâíîå îòíîøåíèå âûðàçèìî â S (àðèôìåòè÷åñêîå îòíîøåíèå R x xn( , , )1 �

íàçûâàåòñÿ âûðàçèìûì â S, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà �( , , )x xn1 � òåîðèè S ñ n
ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k kn1 , ,� :

1) åñëè R k kn( , , )1 � èñòèííî, òî |� S nk k�( , , )1 � ;

2) åñëè R k kn( , , )1 � ëîæíî, òî |� ��( , , )k kn1 � .

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî îòíîøåíèå W u y1 ( , ) âûðàçèìî â S íåêîòîðîé ôîðìóëîé

W1 1 2( , )x x ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè: x x1 2, . Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè

W k k1 1 2( , ) èñòèííî, òî |� W1 1 2( , )k k , è åñëè W k k1 1 2( , ) ëîæíî, òî |� �W1 1 2( , )k k .

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìóëà � �x x x2 1 1 2W ( , ) . Åñëè m — ãåäåëåâ íîìåð ýòîé

ôîðìóëû, òî ïîäñòàâèâ â íåå m âìåñòî x1, ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ôîðìóëó �x2
�W1 2( , )m x . Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: W m y1 ( , ) èñòèííî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà y åñòü ãåäåëåâ íîìåð âûâîäà â S ôîðìóëû � �x m x2 1 2W ( , ).

Èñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî, ôîðìóëèðóåòñÿ ïðåäëîæåíèå, èçâåñòíîå êàê òåîðå-

ìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå äëÿ òåîðèè S. À èìåííî, åñëè òåîðèÿ S íåïðîòèâîðå÷èâà,

òî ôîðìóëà � �x m x2 1 2W ( , ) íå âûâîäèìà â S.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî è ñî-

ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåîðèÿ S íåïðîòèâîðå÷èâà è |� �S x2
�W1 2( , )m x . Òîãäà åñëè k — ãåäåëåâ íîìåð êàêîãî-íèáóäü âûâîäà â S ýòîé

ïîñëåäíåé ôîðìóëû, òî ñïðàâåäëèâî W m k1 ( , ). À òàê êàê W1 âûðàæàåò W1 â S,

òî |� S m kW1( , ) . Èç � �x m x2 1 2W ( , ) ïî ïðàâèëó èíäèâèäóàëèçàöèè (åñëè òåðì t
ñâîáîäåí äëÿ x â �( )x , òî � �x x t� �( ) ( )| ) ìîæíî âûâåñòè �W1 ( , )m k . Òàêèì îá-

ðàçîì, â S îêàçûâàþòñÿ âûâîäèìûìè ôîðìóëû W1 ( , )m k è �W1 ( , )m k , ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè S.

Íà ñàìîì äåëå ïðîòèâîðå÷èå çàëîæåíî óæå â îïðåäåëåíèè îòíîøåíèé W u y1 ( , )

è W u y2 ( , ) . Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ïîêàçàòü, ñäåëàåì ïðåäâàðèòåëüíî ðÿä óòî÷íåíèé è

çàìå÷àíèé. Ìíîæåñòâî âñåõ âûâîäèìûõ â S ôîðìóë îáîçíà÷èì T, ìíîæåñòâî âñåõ

ôîðìóë, äëÿ êîòîðûõ âûâîäèìî èõ îòðèöàíèå — F. Îòíîøåíèå R x xn( , , )1 � áóäåì

íàçûâàòü ïðåäñòàâèìûì â S, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå R k kn( , , )1 � èñòèííî
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� |� S nk k�( , , )1 � äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû �( , , )x xn1 � . Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ñèñòåìà íåïðîòèâîðå÷èâà ( )F T� � � , òî âûðà-

çèìîñòü â S îòíîøåíèÿ W u y1 ( , ) ýêâèâàëåíòíà ïðåäñòàâèìîñòè â S ýòîãî îòíîøå-

íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ W u y1 ( , ) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå:

W k k1 1 2( , ) èñòèííî � �| W1 1 2( , )k k . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå W u y2 ( , )

(u åñòü ãåäåëåâ íîìåð ôîðìóëû �( )x1 , ñîäåðæàùåé ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ x1, è y

åñòü ãåäåëåâ íîìåð âûâîäà â S ôîðìóëû ��( )u ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

W k k2 1 2( , ) èñòèííî � � �| W1 1 2( , )k k . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î âûâîäè-

ìîñòè ôîðìóëû � �x m x2 1 2W ( , ) îçíà÷àåò èñòèííîñòü W m k1 ( , ) è W m k2 ( , ) îäíîâðå-

ìåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ìîæåò îçíà÷àòü òîëüêî òî, ÷òî ñäåëàí-

íîå ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî îòíîøåíèÿ W1 è W2 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Íåñêîëüêî äðóãîé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåäëîæåí â [3]. Ôîðìó-

ëó �m x( )1 ñ ãåäåëåâûì íîìåðîì m è ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x1 áóäåì íàçûâàòü ãå-

äåëåâîé äëÿ ìíîæåñòâà ÷èñåë A, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå: n A nm� � � ( )

âûâîäèìà â S. Åñëè F * îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ãåäåëåâûõ íîìåðîâ âñåõ òåõ è òîëüêî

òåõ ôîðìóë �m x( ) ñ ãåäåëåâûì íîìåðîì m è ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x, äèàãîíàëè-

çàöèÿ �m m( ) êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò F, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè

�m x( ) — ãåäåëåâà ôîðìóëà äëÿ F *, òî ñèñòåìà S íåïîëíàÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî

óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé � �x ( ) * ( )x F x F x Tm� � � � � ,

åñëè ïîëîæèòü x m� . Ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî â ðàìêàõ ïðåäëîæåí-

íûõ ïîñòðîåíèé íåëüçÿ îòâåòèòü íà âîïðîñ: �m m T( )� èëè �m m F( )� . Cëåäîâà-

òåëüíî, îòíîøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âûâîäèìûõ ôîðìóë òåîðèè S

(ïî ìåíüøåé ìåðå), íåêîððåêòíî.

ÎÁÙÈÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Âñå ïðèâåäåííûå âûøå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóþò èçâåñòíûé â ìàòåìàòèêå ìå-

òîä «îò ïðîòèâíîãî». Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðîòèâîðå÷èâîé

(â ñìûñëå âûâîäà ïðîòèâîðå÷èâûõ ôàêòîâ) ñèñòåìû çíàíèé � ñïðàâåäëèâ ëèáî

ôàêò A, ëèáî åãî îòðèöàíèå � A. Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì, ÷òîáû

ïîêàçàòü, ÷òî ôàêò A (à íå � A) âêëþ÷àåòñÿ â ñèñòåìó � ( )� |� A , íåîáõîäèìî

óäàëèòü A èç ñèñòåìû �, à âìåñòî íåãî âêëþ÷èòü â ñèñòåìó ôàêò � A è ïîñòðî-

èòü ñèñòåìó ( \ { }) { }� A A� � . Çàòåì ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà áóäåò ïðîòèâî-

ðå÷èâîé, ò.å. ñóùåñòâóþò ôàêòû B è �B, ïðèíàäëåæàùèå ( \ { }) { }� A A� �
( \ { }) { }� A A B� � �| , ( \ { }) { })� A A B� � ��| . Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå � ñïðàâåä-

ëèâ ôàêò A. Äåéñòâèòåëüíî, � \ { } { }A A B� � �| , � \ { } { }A A B� � ��| . Ïî äåäóêöèè

� \ { }A A B|� � � � . Ïîñêîëüêó |� � � � � �( ) ( )A B B A , òî � \ { }A B A|� � .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � \ { }A A B|� � � , ïîëó÷èì � \ { }A A A|� � � . Òàêèì îáðàçîì,

èìååì ( \ { }) { }� A A A A� � � ��| è ( \ { }) { }� A A A� � ��| . Çíà÷èò, ( \ { })� A �
� � �{ }A A| è ñèñòåìà ( \ { } { }� A A� � ïðîòèâîðå÷èâà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî � |� A .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîé ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì

ïðèâåäåííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê óíèâåðñàëüíûì ôóíêöèÿì. Îäíî-

ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó � âñþäó îïðåäåëåííûõ îäíî-

ìåñòíûõ ôóíêöèé, — ýòî ôóíêöèÿ g x F x x( ) ( , )� 
 1. Âûäåëèì íåïðîòèâîðå÷èâóþ

ñèñòåìó çíàíèé, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì äîêàçàòåëüñòâå. Ýòî ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ: g x( ) — ôóíêöèÿ è g x( )�, g x F x x( ) ( , )� 
 1. Äàëåå â ñèñòåìå

ñ óòâåðæäåíèÿìè: g x( ) — íå ôóíêöèÿ èëè g x( ) — ôóíêöèÿ è g x( )��, g x( ) �
� 
F x x( , ) 1, ñòðîèòñÿ âûâîä, ÷òî g x( ) — ôóíêöèÿ è g x( )�. Íà ñàìîì äåëå ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå áûë ïîñòðîåí âûâîä óòâåðæäåíèÿ g x( ) — íå ôóíêöèÿ è g x( )�.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðàññìîòðåííûå âûøå äîêàçàòåëüñòâà ñîäåðæàò ÿâíûå ïðî-
òèâîðå÷èâûå ïîñûëêè â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì (óòâåðæäåíèé) è äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ (äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî). Ïîýòîìó ïðîöåññ äîêàçàòåëüñòâà
(â ñëó÷àå òåîðåìû î íåïîëíîòå) ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðîå îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì «íå âûâîäèòñÿ â ñèñòåìå àêñèîì». Ìû æå ïîñòðîèëè ïðåäëîæå-
íèå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî íè÷åãî îïðåäåëåííîãî ñêàçàòü íåëüçÿ. Òî÷íåå, îòíîñè-
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òåëüíî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü âñå ÷òî óãîäíî. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ïî-
ñòðîåíèþ äðóãèõ (êîððåêòíûõ) äîêàçàòåëüñòâ ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ
ïðåäëîæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ñèñòåìû àêñèîì. Åñëè âñå ïðåäëîæåíèÿ,
âûâîäèìûå â ñèñòåìå àêñèîì, èìåþò íåêîòîðîå ñâîéñòâî, à, íàïðèìåð, ïðåäëîæå-
íèå x òàêîãî ñâîéñòâà íå èìååò, òî îíî íå áóäåò âûâîäèòüñÿ â ýòîé ñèñòåìå àêñèîì.
Ïðè ýòîì ñâîéñòâà ïðåäëîæåíèé íå äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñ âûâîäèìîñòüþ, ïî-
ñêîëüêó âñå óòâåðæäåíèÿ î âûâîäèìîñòè — ýòî óòâåðæäåíèÿ íåêîòîðîãî ìåòàÿçûêà
è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü êîððåêòíî èññëåäîâàíû â ðàìêàõ àêñèîìàòè÷åñêèõ
ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ôîðìàëèçàöèþ òàêèõ ìåòàóòâåðæäåíèé. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ïðåäëîæåííîé â [8] êîíöåïöèåé íåïîëíîòû òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ó÷àñòèÿ àâòîðîâ â òàê íàçûâàåìîé
èííîâàöèîííîé âîéíå ïî îñíîâàíèÿì ãàðìîíè÷åñêîé ìàòåìàòèêè, ïðåäëîæåííîé
â [6]. Ñóòü ïîñëåäíåé ñîñòîèò â ñîçäàíèè è èñïîëüçîâàíèè ôîðìàëüíûõ ñòðóê-
òóð, êîòîðûå èñïîëüçóþò èñêëþ÷èòåëüíî ïîíÿòèå àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè. Òà-
êîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåêîððåêòíûõ îïðåäåëåíèé, î êîòîðûõ óïîìèíà-
ëîñü ðàíüøå, à âìåñòå ñ òåì ïàðàäîêñîâ è äðóãèõ ïàðàëîãè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ìàòåìàòèêè.

Èñêëþ÷åíèå ïîíÿòèÿ ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè èç ãàðìîíè÷åñêîé ìàòåìà-
òèêè ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî èñòèííîñòü ìíîãèõ óòâåðæäåíèé è òåîðåì êëàññè÷åñêîé
ìàòåìàòèêè (òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé) îêàæåòñÿ ñîìíèòåëüíîé. Â ÷àñòíîñòè, ýòî òå
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå îáñóæäàëèñü â äàííîé ñòàòüå. Áîëåå òîãî, âîçíèêàåò èíòåðåñ-
íûé âîïðîñ î ðàâíîñèëüíîñòè ïîíÿòèÿ ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè è âîçìîæíîñòè
ïîÿâëåíèÿ îøèáîê â äîêàçàòåëüñòâàõ, òî÷íî òàê æå, êàê è èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ àê-
òóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âû÷èñëåíèé. ×òî ìû ïîòåðÿåì è ÷òî
ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê íîâîé êîíöåïòóàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíñòðóê-
öèè; åñòü ëè òàêîé ïåðåõîä ïåðåõîäîì ê íîâîìó êà÷åñòâó [8]; ðåøàåò ëè îí ñóùåñòâó-
þùèé êðèçèñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ìàòåìàòèêè — îòâåòû íà ýòè âîïðîñû çàâè-
ñÿò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ è, î÷åâèäíî, áóäóò íàéäåíû â áëèæàéøåì áóäóùåì.

Êðîìå òîãî, êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè, èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ïîòåíöè-
àëüíîé áåñêîíå÷íîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà ïåðâûé âçãëÿä ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñ-
êèå îïðåäåëåíèÿ è âûêëàäêè â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîãóò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíûìè. Ýòî
ãîâîðèò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, î òîì, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãè-
êè è òåîðèè âû÷èñëåíèé òðåáóþò äàëüíåéøåãî àíàëèçà è, âîçìîæíî, óòî÷íåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âñå èçëîæåííûå âûøå òåîðåìû èìåþò îòíîøåíèå
òîëüêî ê êëàññè÷åñêèì ëîãèêàì è íå ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîãî èíòåðåñà äëÿ ëîãèê ñ
«ðàçìûòûì» ïîíÿòèåì èñòèíû, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î òî÷íî îïðåäåëåííûõ ïîíÿòè-
ÿõ. ×òî êàñàåòñÿ íàïðàâëåíèé èíòóèöèîíèçìà, òî äîêàçàòåëüñòâà, ïîäîáíûå ïðèâå-
äåííûì âûøå, â íèõ íå äîïóñêàþòñÿ, â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì ÇÈÒ.
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