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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ áûëè èìïóëüñíûå âîçäåéñòâèÿ
â äåòåðìèíèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè [9–11, 13, 15–19]. Îäíàêî â ðåàëüíûõ
ñèñòåìàõ ìîìåíòû âðåìåíè îòêàçîâ ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè [15–24]. Òàê, â ñèñòå-
ìàõ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ [16–18] ìîìåíòû âðåìåíè îòêàçîâ ÿâëÿþòñÿ
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷åì ïðè îòêàçå ïðèáîðîâ ôàçîâàÿ êîîðäèíàòà
óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà ìîæåò èìåòü ñêà÷îê [4, 10, 13, 19–24]. Ïîýòîìó â íåêîòî-
ðûõ ìîäåëÿõ ïðàâèëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìîìåíòû âðåìåíè ñêà÷êîâ îïðåäåëÿ-
þòñÿ íåêîòîðûì âñïîìîãàòåëüíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì y t( ) , çàäàííûì íà
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Y [19]. Ðàññìîòðèì äåòàëüíîå îïèñàíèå ïîäîáíîé ìîäåëè.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ y t( ) èìååò êóñî÷íî-ïîñòîÿí-
íûå ðåàëèçàöèè è èíòåðâàëû ìåæäó ìîìåíòàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ
{ ( ), }� � �j j j� �� ýòîãî ïðîöåññà èìåþò óñëîâíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå

P t y y ej j j
a y t{� � � �: / ( ) } ( )� � � �� �

�
1 1

� �j � , y Y� è t � �� . Çäåñü è íèæå � 0 0� . Ôóíêöèÿ a y( ) � 0 íåïðåðûâíà.
Â ìîìåíòû âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ ôàçîâàÿ êîîðäèíàòà ïðîöåññà y t( ) îáðàçóåò îä-
íîðîäíóþ ôåëëåðîâñêóþ öåïü Ìàðêîâà ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ p y A( , )0 [2],
ò.å.

p y A P y A y yj j( , ) : ( ) / ( )� � ��{ }� � � 1

ïðè âñåõ j �� , y Y� è A Y� �( ) , ãäå �( )Y — �-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíî-
æåñòâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Y [2]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè � j
îáÿçàòåëüíî ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå ôàçîâîé êîîðäèíàòû, ò.å. p y y( , ){ } � 0 .

Äëÿ çàäàíèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà y t( ) ìîæåì èñïîëüçîâàòü åãî ëîêàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå òàê íàçûâàåìûé C-èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð
ýòîãî ïðîöåññà [2]

( )( ) lim [ ( ( )) ( )]Q y E y yy� � �� �
	
 




0

1
,

ãäå ��C Y( ) . Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà [2]

( )( ) ( ) [ ( ) ( )] ( , )Q y a y z y p y dz

Y

� � �� �� . (1)

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y ÿâëÿåòñÿ êîìïàê-
òîì [20]. Òîãäà Q L C Y� ( ( )) è íà îñíîâàíèè ïîëîæèòåëüíîñòè a y( ) ñëåäóåò ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ ýðãîäè÷íîñòü ïðîöåññà y t( ) [3]. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäè-
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íñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ��C Y* ( ) â ÿäðå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Q* ,
ïðè÷åì ïðè y Y� è A Y� �( ) ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü P t y A( , , ) ïðîöåññà y t( ) ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñòðåìèòñÿ ê �( )A , ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà
� � 0 , ÷òî | ( , , ) ( )|P t y A A e t� � �� � � 
t 0 [3].

Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðîöåññ y t( ) ìîæíî òàêæå çàäàòü ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè-
÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÑÄÓ) ñ èíòåãðàëîì ïî ïóàññîíîâñêîé
ìåðå. Â [1] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ( , ( ))� � � ,
ìåðà 	 �( )d , à òàêæå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå r Y Y: � �� òàêîå, ÷òî y t( ) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

dy t r y t d dt( ) ( ( ), ) ( , )� � � 
 �

�

, (2)

ãäå ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà 
 �( , )d dt èìååò ïàðàìåòð E d dt d dt
 � 	 �( , ) ( )� . Ìåðà
	 �( )d è ôóíêöèÿ r y( , )� óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì [2, 8]

	 �( ( ( ), ) ) ( )r y t a y� �0 , 	 �( ( ( ), ) ) ( ) ( , )r y t A a y p y A� �

äëÿ âñåõ y Y� , A Y� �( ) , �� A .
Îïðåäåëèì ïîòåíöèàë � ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà y t( ) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà [2]

( )( ) ( ( , , ) ( )) ( )�� � �y P t y dz dz z dt

Y

� ���
�

0

. (3)

Âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ýêñïîíåíöèàëüíîé ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà y t( )
îïåðàòîð � îïðåäåëåí è äåéñòâóåò â C Y( ) , ò.å. ��L C Y( ( ) / { })0 , ïðè÷åì ïðè âñåõ
��C Y( ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Q y Q y y� �� � � �( ) ( ) ( )� � � � , (4)

ãäå � � �� � ( ) ( )y dy

Y

.

2. ÈÌÏÓËÜÑÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌÈ
ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ

Ïîñêîëüêó âîçíèêàò íåîáõîäèìîñòü äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì è ïðèí-
öèïà óñðåäíåíèÿ, òî ïðè îïèñàíèè èìïóëüñíûõ ñèñòåì ñ ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ-
÷åíèÿìè (ÈÑÌÏ) èñïîëüçóåòñÿ ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð �� 
 .

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� � F P , ãäå F tt� � 
{ }� �, 0 , çàäàí
íåïðåðûâíûé ñïðàâà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x t x t a m( ) ( , ): [ , ]� � � �� � � ïðè âñåõ

t j j� �( , )� �1 , j �� , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ÄÓ
dx

dt
f x y t� � �( , ( ), ) , (5)

à ïðè âñåõ t jj� �{ , }� � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñêà÷êà

x t x t g x t y t( ) ( ) ( ( ), ( ), )� � � � �� � (6)

è ïðè t � 0 óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x x( )0 � .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f è g ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

f x y f x y f x y f x y( , , ) ( , ) ( , ) ( , , )� � � �� � �1 2 3 , (7)

g x y g x y g x y g x y( , , ) ( , ) ( , ) ( , , )� � � �� � �1 2 3 . (8)

Ôóíêöèè, êîòîðûå âõîäÿò â êîíñòðóêöèè (7), (8), óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) f x y1( , ) è g x y1( , ) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è èìåþò äâå
îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå Ôðåøå [20] ïî x ( , : )f g m m m

1 1 � � �� � ;

f g C m m
1 1, ( , )� � � ; f g C m m

1 1
2 1, ( , ),� � � ;
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2) f x y2( , ) , f x y3( , , )� , g x y2( , ) , g x y3( , , )� íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâ-
íûå îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå Ôðåøå ïî x , ïðè÷åì äëÿ � �x m

� è �� ( , )0 1 ìîæíî
çàïèñàòü

|| ( , , ) || || ( , , ) || ( )Df x y Dg x y3 3� � � �� � , (9)

ãäå � � �( ) ( )� o — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè �� 0 .
Î÷åâèäíî, ÷òî íàëîæåííûå âûøå îãðàíè÷åíèÿ 1 è 2 ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå

ãëîáàëüíûõ óñëîâèé Ëèïøèöà ïî x m� � äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5). Ïîýòîìó
ïðîöåññ x t m( )� � îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x x( )0 � äëÿ ìàð-
êîâñêîãî ïðîöåññà y t( ) è �� ( , )0 1 .

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1 è 2 äëÿ ÈÑÌÏ. Òîãäà ïàðà { }x t y t( ), ( )

ÿâëÿåòñÿ ôåëëåðîâñêèì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå �
m Y� ñî

ñëàáûì èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì (ÑÈÎ)

( )( , ) ( ( , , ), ) ( , ) ( , ) ( , )L x y f x y x y Q x y G x y� � � � � � ��� � � � , (10)

ãäå � � x-ãðàäèåíò, îïåðàòîð Q äåéñòâóåò ïî ïåðåìåííîé y , à îïåðàòîð G � îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

G x y a y x g x y z x z p y dz

Y

�� � � � � �( , ) ( ) [ ( ( , , ), ) ( , )] ( , )� � ��
�

1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y t( ) óäîâëåòâîðÿåò ÑÄÓ (2). Åñëè, èñïîëüçóÿ ïóàññî-
íîâñêóþ ìåðó 
 �( , )d dt , ïîñòðîèòü ìåðó 
 �( , )dt íà �� , òî îïèñàííûé âûøå ïðî-
öåññ x t( ) ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ÑÄÓ

dx f x y dt g x y dt� �� � � 
 �{ }( , , ) ( , , ) ( , ) , (11)

ãäå ôóíêöèè f è g óäîâëåòâîðÿþò ïî x ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà

| ( , , ) ( , , )| ( )| ( , , ) ( , , )| |f x y f x y a y g x y g x y K1 2 1 2� � � �� � � � x x1 2� | , (12)

óñëîâèþ ëèíåéíîãî ðîñòà

| ( , , )| ( )| ( , , )| ( | | )f x y a y g x y K x1 1 11� �� � � (13)

äëÿ âñåõ x x m
1 2, � � , y Y� , �� ( , )0 1 è íåêîòîðûì K � 0 .

Îòñþäà èìååì [1, 7] ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé (11) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x x( )0 � , à òàêæå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî
ïàðû { }x t y t( ), ( ) . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÑÈÎ íà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ïî x ôóíêöèÿõ
�( , )x y ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè èç ìîíîãðàôèé [2, 7].

Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèé óñëîâèé 1, 2 ðåøåíèå èìïóëüñíîé ñèñòåìû (5), (6)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

E x t x tx y, | ( )| ( | | ) exp2 21� � { }�� (14)

ïðè âñåõ x m� � , y Y� , t 
 0 , �� ( , )0 1 è íåêîòîðîì �� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ �( ) | |x x� 2 ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

( )( , ) | | (| ( , , )| ( )| ( , , )| ) ( )|L x y x f x y a y g x y a y� � � � �� � �2 2 g x y( , , )|� 2 �

� � � ���( )( | | )1 2 2 12 2
1

1 2K K a x ,

ãäå a a y
y Y

1 �
�

min ( ) . Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Äûíêèíà [2, §5.1], ïîëó÷àåì

( )( ( ), ( )) ( ) ( )( ( ), ( )) ( ), ,E x t y t x E L x s y s ds xx y x y� � � �� � � �� ��� �

0 0

t

x y

t

E x s y s ds( )( ( ), ( )),

ïðè âñåõ x m� � , y Y� , t 
 0 , �� ( , )0 1 , ãäå � � � � �1 2 22 2
1

1K K a . Îñòàëîñü âîñ-
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ïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Ãðîíóîëëà è ïîëó÷èòü îöåíêó (14). �
Ïóñòü x t( ) — ðåøåíèå èìïóëüñíîé ñèñòåìû (5), (6) ïðè

f x y g x y f x y2 3 3 0( , ) ( , , ) ( , , )� � �� � , à x t x
t�

�
( ) �

�

�
�

�

�
� .

Ëåììà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1, 2 à òàêæå âûøåñòîÿùåå óñëîâèå, òî
äëÿ âñåõ T � 0 , � � 0 , y Y� è x m� � ìîæíî çàïèñàòü

lim ( ),
�

�

�� � �

�

�
�

�

�
� �

�
�
�

��

 
!
�

"�
�

0 0

2

0E x
t

x tx y
t T

sup . (15)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 [1, §2.9], òàê êàê x t� ( ) óäîâëåòâîðÿåò ÑÄÓ

dx t f x t y
t

dt g x t y
t� � �

�
�

�
( ) ( ), , ( ),�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� , ( , )� 
 ��

�

�
�

�

�
� dt ,

ïðè÷åì
| ( , , ) ( , )| ( )| ( , , ) ( , )| (f x y f x y a y g x y g x y K� � �� � � � �1

2
1

2 2 1 | | )x 2

ïðè âñåõ y Y� , x m� � è �� ( , )0 1 , ãäå 
 �� ( , )d dt — ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà ñ ïàðà-

ìåòðîì 	 �� ( )d dt , à ñëó÷àéíîå âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå ïðàâîé ÷àñòüþ
ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà è óñëîâèþ ëè-
íåéíîãî ðîñòà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ðàâíîìåðíî ïî y Y� è �� ( , )0 1 . �

3. ÏÐÈÍÖÈÏ ÓÑÐÅÄÍÅÍÈß ÄËß ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ñ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌÈ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: y t� ( ) — ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ

dy t r y t d dt� �
�� 
 �( ) ( ( ), ) ( , )� �

#

,

ãäå 
 �� ( , )d dt äàíî â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3; y t� ( ) — ðåøåíèå ÑÄÓ

dy t r y t d dt�
�

�� 
 �( ) ( ( ), ) ( , )� $�
#

.

Ïóñòü òàêæå

F x y f x y a y g x yj j j( , ) ( , ) ( ) ( , )� � , b x F x y dyj j

Y

( ) ( , ) ( )� � � , j �1 2, ;

V p — ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé �
m Y� â �

d , óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ
sup | ( , )|( | | ) || ||

,x y Y

p
p

m

x y x

� �

�� � % �
�

� �1 . (16)

Îòìåòèì, ÷òî ( )( )D x�� — ìàòðèöà Ãåññå îòîáðàæåíèÿ ��C m2( )� .

Åñëè f Ym d: � �� � — ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé V p , òîãäà çàïèøåì

| |f V p� è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ (16). Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ìàòðè÷íîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñèñòåìó èìïóëüñíûõ óðàâíåíèé â âèäå

dx

dt
f x y t

�
� �� 1( , ( )) , (17)

ïðè t j j� �( , )� �1 , j ��

x t x t g x t y t� � ��( ) ( ) ( ( ), ( ))� � � � �1 , (18)

ïðè t j�{ ,� j ��] ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x x� ( )0 � . (19)
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Â ñèëó (15) ðåøåíèå (17)–(19) è (5), (6) ïðè x x( )0 � ÑÈÎ ìàðêîâñêîãî ïðî-
öåññà { }x t y t� ( ), ( ) èìååò âèä

( ( ) )( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( , ) ( ) ( ,L x y f x y x y Q x y G x y� � �
�

� � �� � � �1
1

)) .

Ïîìèìî (17), (18) ðàññìîòðèì ÄÓ
du

dt
b u� 1( ) , (20)

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü óñðåäíåííîé ñèñòåìîé (óðàâíåíèåì) äëÿ èìïóëüñíîé
ñèñòåìû (5), (6). Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé ðå-
øåíèå (20) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u u( )0 � . (21)

Óðàâíåíèå
( )( , ) ( , ) ( )Q x y F x y b x� � � �1 1 (22)

èìååò ðåøåíèå â âèäå

�( , ) ( , )x y F x y� � 1 ,

ãäå ïîòåíöèàë � îïðåäåëåí ôîðìóëîé (3). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sup sup
y Y y Y

F x y h F x y
� �

�| ( , )| | ( , )|� 1 1 (23)

ïðè x m� � . Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ x-ïðîèçâîäíàÿ ïî
x DF x y1( , ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

DF x y x y Db x

Y

1 1( , ) ( , ) ( )�� � ;

sup sup
y Y y Y

D F x y h DF x y h
� �

� �|| ( , )|| || ( , )||� 1 1 1 . (24)

Ëåììà 4. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c1 0� , ÷òî äëÿ âñåõ x m� � , y Y� ,

�� ( , )0 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

|( , ( , ))| ( | | | | )x u F x y c x u� � � �� 1 1
2 21 ;

(| ( , )| ( )| ( , )| )| ( , )| ( | | )f x y a y g x y F x y c x1 1 1 1
21� � �� ;

| ( ), ( , )| ( | | | | )b u F x y c x u1 1 1
2 21� � � � ;

|( , [ ]( , )) ( , )| ( | | | | )x u DF x y f x y c x u� � � �� 1 1 1
2 21 ;

a y
x g x y u F x g x y y F x y

( )
|( ( , ) , ( ))( ( , ), ( , ))|

�
� �� � � �1 1 1 1� � � � �c x u1

2 21( | | | | ) .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (23), (24) è îãðàíè÷åííîé äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè ïî x îòîáðàæåíèé f x y1( , ) è g x y1( , ) . �

Òåîðåìà 1. (Ïðèíöèï óñðåäíåíèÿ äëÿ ÈÑÍÏ.) Ïóñòü âûïîëíåíû ïðèâåäåííûå
âûøå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé f i è gi . Òîãäà äëÿ � �r 0 è T � 0 ðåøåíèå (5), (6) â âèäå

x
t

�

�

�
�

�

�
� ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè �� 0 ê ðåøåíèþ u t x( , ) óñðåäíåííîãî ðåøå-

íèÿ (20) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u x( )0 � ðàâíîìåðíî ïî x S r� è t T� [ , ]0 , ò.å. ïðè
� �� 0

lim : ( , )
�

�
�

�
� �

�
� �

�

�
�

�

�
� � �

�
�
�

��0 0
sup sup

x S

y Y

t Tr

P x
t

u t u
 
!
�

"�
� 0 . (25)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ëåììû 3 ìîæíî óòâåðæäàòü, íå òåðÿÿ îáùíîñòè,
÷òî ñîîòíîøåíèå (25) èìååò ìåñòî äëÿ x t� ( ) .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

�1 1 1
2 22 2 1 1( , , ) ( , ( , )) ( )( | | | | )x y u x u F x y c x u� � � � � �� . (26)

Òîãäà èç ëåììû 1 ñëåäóþò íåðàâåíñòâà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé K 1

1 4 1 12 2
1 1

2 2� � � � � � �| | | | ( , , ) ( )( | | | | )x u x y u c x u� ;

|( ( , ), ) ( , , )| ( | | )f x y x y u K xx1 1 1
21� � �� ,

| ( ( ), ) ( , , )| ( | | | | )b u x y u K x ux1 1 1
2 21� � � �� ,

| ( ) ( , , )|
( )

|[( ( ( , ) ) ( , , , )G x y u
a y

x g x y u x y u� �
�

� � �1 1 1 1� � � ] ( , )|p y dz

Y

� �

� � �
�

2 1 1( ( ) ( , ), ( , ))
( )

a y g x y F x y
a y

y Y

� sup
�

� � � � � �| ( ( , ) , ( ))( ( , ), ) ( , ))|
(

x g x y u F x g x y z F x z
a

� �1 1 1 1� �
y

c
)

( )
�

2 11 � �

� � � �(| ( , )| | | )x g x y x� 1
2 2

� � � � � �
�

4 1 2 1 21
2 2

1 1c x u c a y x g x y
y Y

( | | | | ) ( ) ( )( | | | ( , )|sup � �| ( , )| )g x y1
2

� � �K x u1
2 21( | | | | ) .

Ïî îïðåäåëåíèþ ( )( , , ) ( , ( , ))Q x y u x u F x y�1 12� � � . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

ôóíêöèîíàëà � ��( , , ) | | ( , , )x y u x u x y u� � �2
1 ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

( � )( , , ) lim [ ( ( ), ( ), ( , )) (,L x y u
t

E x t y t u t x
t

x y� � �� �� �
	0

1
x y u, , )] �

� � � � � �2 1 1 1
2

1( , ( , ) ( )) ( )| ( , )| ( ( , ),x u F x y b u a y g x y f x y x� � ) ( , , )& ��1 x y u

� � � � �� � � � � �( ( ), ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( , , )b u x y u G x y u Q x y uu1 1 1 1

� � � � � � �2 11 1 2
2 2|( , ( ) ( ))| ( | | | | )x u b x b u c x u�

� � � � � � � � � �2 1 2 12
2

2 2
2

2 2K x u c x u K c x u x| | ( | | | | ) ( )(| | ( | |� � � �| | ))u 2

� �( ) ( , , )2 2K c x y u�

ïðè íåêîòîðîì c2 0� . Îïåðàòîð �L ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÑÈÎ ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà { }x t y t u t u� �( ), ( ), ( , ) , è ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äûíêèíà [2] çàïèñàòü èí-
òåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî

E x t y t u t u x y x E L x tx y x y

t

, ,( ( ), ( ), ( , )) ( , , ) ( ( )� � �� � �� � �
0

, ( ), ( , ))y t u s x ds� �

� � � �� � � �( , , ) ( ) ( ( ), ( ), ( , )),x y u K c E L x t y t u s x dsx y

t

2 2
0

.

Îòñþäà ïî ôîðìóëå Ãðîíóîëëà èìååì
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E x t y t u t x x y u ex y
K c t

,
( )( ( ), ( ), ( , )) ( , , )� �� � � �2 2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

� � � �( ) ( ( ), ( ), ( , ))( )
t e x t y t u t x

K c t� � �2 2

ÿâëÿåòñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì, à ñóïåðìàðòèíãàëüíîå íåðàâåíñòâî èç [5] äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîëó÷èòü îöåíêó

P x t y t u t x Px y
t T

x, ,( ( ), ( ), ( , ))sup
0

2

� �



�
�
�

��

 
!
�

"�
�� �� �

y
t T

K c T
t esup

0

2 2 2

� �

�

�
�
�

��

 
!
�

"�
�� �( ) ( )

� � � �� � � � �� � ��2 2 2
1

2 22 20 2 1 1 2e c e x
K c T K c T( ) ( )( ) ( ) ( | | ) .

Åñëè ó÷åñòü âèä ôóíêöèîíàëà � ��( , , ) | | ( , , )x y u x u x y u� � �2
1 , òî íåïîñðåä-

ñòâåííî ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.
Ïåðåéäåì äàëåå ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè.

4. ÀÍÀËÈÇ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÏÎ ÓÑÐÅÄÍÅÍÍÎÌÓ ÓÐÀÂÍÅÍÈÞ

Ðàññìîòðèì èìïóëüñíóþ ñèñòåìó (5), (6) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

f y g y( , , ) ( , , )0 0 0� �� � . (27)

Òîãäà ëåãêî óâèäåòü, ÷òî
a y g x y f x y K x( )| ( , )| | ( , )| | |1 1� � , (28)

a y g x y f x y K x( )| ( , , )| | ( , , )| | |� �� � (29)

ïðè íåêîòîðîì K � 0 , âñåõ �� ( , )0 1 , y Y� è x m� � , à òàêæå

| ( )| | |b u K u1 � (30)

ïðè âñåõ u m� � .
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óêàçàííûå âûøå íåðàâåíñòâà è òðèâèàëüíîå ðå-

øåíèå óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ (20) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, ò.å. ñóùåñòâóþò
òàêèå êîíñòàíòû M � 0 , � � 0 , ÷òî

| ( , )| | |u t x Me xt� �� (31)

ïðè âñåõ x m� � è t 
 0 .
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà 0 10� � % , M1 0� , � � 0 , ÷òî ïðè

ðåøåíèè (5), (6) äîïóñêàåòñÿ îöåíêà

E x t M e xx y
t

, | ( ) | | |2
1

1� ��� (32)

ïðè âñåõ y Y� , x m� � , t 
 0 è � �� ( , )0 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà

E x
t

M e xx y
t

, | |
�

��

�
�

�

�
�

�
�
�

��

 
!
�

"�
� �

2

1
21 . (33)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â òðè ýòàïà.
Ýòàï 1. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèîíàë

Ëÿïóíîâà

� 0
2

0

( ) | ( , )|x u t x dt

T

� � , (34)

ãäå T � 0 .
Âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé Ôðåøå âåêòîðíîãî
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ïîëÿ b x1( ) ðåøåíèå (20) òàêæå èìååò äâå ïðîèçâîäíûå ïî x , ïðè÷åì íàéäóòñÿ òà-
êèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c1 , c2 , q , q2 , ÷òî ïðè âñåõ t 
 0 è u m� � âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
| ( , )| | |� �u t x q e x

q t2
1

2 ;

|| ( , ) ||D u t x q e
q t� �2

2
2 ; (35)

c x x c x1
2

0 2
2| | ( ) | |� �� . (36)

Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë (34) òàêæå èìååò äâå ïðîèçâîäíûå ïî x , êîòîðûå óäîâëåò-
âîðÿþò íåðàâåíñòâàì

| ( )| | |� �� 0 3x q x , || ( )||D x q� �� 0 3 (37)

ïðè âñåõ x m� � , t 
 0 è íåêîòîðîì q3 0� . Èòàê, âåêòîð-ôóíêöèÿ �� 0( )x óäîâ-

ëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé q3; êðîìå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ èìååì

( ( ), ( )) | ( , )| | | ( ) | |� � � � ��� �
0 1

2 2 21x b x u T x x Me xT .

Äàëåå âûáåðåì T � 0 íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû ïðè âñåõ x m� � âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî

( ( ), ( )) | | ( )� � � � �� �0 1
2

2
0

1

2

1

2
x b x x

c
x ,

ãäå c2 0� èç íåðàâåíñòâà (36).
Â ñèëó íåðàâåíñòâà (37) ìîæíî çàïèñàòü

� � � � � � �
�

0 0
0

0( ( , , )) ( ) ( ( , ( , , )), ( , ,x g x y x x sg x y g x y� � � �� )) ds �

� � �� � � � �( ( ), ( , , )) ~( , , )0
2x g x y g x y , (38)

ãäå ôóíêöèîíàë

~( , , ) ( ( ( , , )) — ( ), ( , , ))g x y x sg x y x g x y�
�

� � � �
�

� � � ��
1
2

0
0 0 ds

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

| ~( , , )| | ( , , )| | |g x y
q

q x y K x� �� �4 2
1

2

2
(39)

ïðè âñåõ x m� � , �� ( , )0 1 , y Y� è íåêîòîðîì K 1 0� .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë � � ��( , ) ( ) ( , )x y x x y� �0 1 , ãäå �1( , )x y � ( ( ),�� 0 x
�F x y1( , )) .

Ýòàï 2. Îöåíêà ñëàáîãî ïðîèçâîäÿùåãî îïåðàòîðà (ÑÏÎ) L( )� ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà x
t

y t
�

��

�
�

�

�
�

�
�
�

 
!
"

, ( ) .

Ïî îïðåäåëåíèþ ÑÏÎ L( )� ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L x y x f x y x f x y f x( ) ( , ) ( ( ), ( , )) ( ( ), ( , ) ( ,� � � � �� � � � �0 1 0 2 3 y, ))� �

� � � � � �
1

0 1 0 1 1
�

� � � � � �a y x g x y x Q x y x y( )[ ( ( , , )) ( )] ( , ) ( ( , ), ( , , ))f x y � �

� � � � �� � � � � �G x y g x y a y x f x y f x( ) ( , ) ~( , , ) ( ) ( ( ), ( , ) (1 0 2 3{ , , ))y � �

� � � � �( ( , ), ( , , )) ( ) [ ( ( , , ), ) ( ,� � � � � �1 1 1x y f x y a y x g x y z x z )] ( , )
Y

p y dz�
 
!
�

"�
. (40)

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ îöåíîê íà ýòàïå 1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
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a y g x y a y K x q x
y Y

( )| ~( , , )| ( ) | | | |
~

� � �
�

max 1
2

3
2 ; (41)

| ( , )| | | | ( , )| | |
~

�1 3 1
2

3
2x y q x h F x y q hK x

y Y

� �
�

sup ; (42)
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| ( , )| | ( , )| | | || (
~

� � �
� �

�1 3 1 3 1x y q F x y q x DF x
y Y y Y

sup sup� � , ) || ~ | |y q x� 3 ; (43)

a y x g x y z x z q x( )| ( ( , , ), ) ( , )| | |
~

� � � � �1 1 3
2� � � ; (44)

| ( ( ), ( , ) ( , , ))| | |
~

� � �� � � �0 2 3 3
2x f x y f x y q x (45)

ïðè íåêîòîðîì q3 0
~
� è âñåõ y Y� , z Y� , x m� � , �� ( , )0 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ � è Q âûðàæåíèå (40) äëÿ L x y( ) ( , )� � äîïóñêàåò îöåí-
êó

L x y x c x( ) ( , ) | | | |� � �� � �
1

2
2

3
2 (46)

ïðè âñåõ y Y� , x m� � , �� ( , )0 1 . Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâ (41)–(45) ñëåäóåò
íåðàâåíñòâî

( ) | | ( , ) ( ) | |c y hK x x y c q hK x1 3
2

2 3
2� � � �� � � , (47)

èñõîäÿ èç êîòîðîãî îöåíêå L x y( ) ( , )� � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâî

L x y
c

c q hK
x y( ) ( , ) ( , )� �

�

�
�� �

�

�

1

2

1 2 3

2 3
. (48)

Äàëåå ìîæíî âûáðàòü �0 0� íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû ïðè âñåõ � �� ( , )0 0 âû-
ïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

L x y
c

x y( ) ( , ) ( , )� � �� �
1

4 2
, (49)

1

2
21

2
2

2c x x y c x| | ( , ) | |� �� . (50)

Ýòàï 3. Èñïîëüçîâàíèå ñóïåðìàðòèíãàëüíûõ ñâîéñòâ [6] ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

� �
�

�( ) , ( )t e x
t

y t
c

t

�
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

1

4 2 . (51)

Î÷åâèäíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (49) âûòåêàþò ñóïåðìàðòèíãàëüíûå ñâîéñòâà
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � � �( ) ( , )t t� . Òîãäà íåðàâåíñòâî (50) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
îöåíêó

1

2
01

1

4
2

2c e E x
t

E t E x y
c

t

x y x y x y, , ,( ) ( ) ( , )
�

� � �
�

�
�

�

�
� � � � � 2 2

2c x| | .

Îòñþäà èìååì îöåíêó

E x t
c

c
e xx y

c
t

, | ( ) | | |2 2

1

4 24
2�

�
�

,

÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (33) ïðè M
c

c
1

2

1

4
� , �1

2

1

4
�

c
. Ýòî è äîêàçûâàåò

òåîðåìó 2.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ �� 
 ðåøåíèå (5), (6) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T � �� :

lim ,
T

x y
t T

P x
t

�� 


�

�
�

�

�
� 


�
�
�

��

 
!
�

"�
�sup

�
�

2
2 0 . (52)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíûé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà

�
�

( , ) ,x y E x
t

dtx y

T

�
�

�
�

�

�
��

2

0

1

.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà h1 0� , ÷òî

�( , ) | |x y h x� 1
2 (53)

ïðè âñåõ T1 0� , x m� � , � �� ( , )0 0 è y Y� . Äàëåå ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâà-

íèè òàêîé êîíñòàíòû h2 0� , ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëà r x y L x( , ) ( ) | |� � 2 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
| ( , )| | |r x y h x� 2

2 . (54)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (53) è (54) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), (6) ìîæíî ïîëó-
÷èòü îöåíêó ñíèçó

E x
T

x E r x
t

y t dx y x y, ,| | ( , ( ))1
2

2

� �

��

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�
�
�

 
!
"

t x h E x
t

dt

T

x y

T

0

2
2

2

0

1 1

� �
 �
�

�
�

�

�
� �| | ,

�

� �| | ( , )x h x y2
2� .

Îòñþäà ïðè âñåõ y Y� , x m� � è äîñòàòî÷íî ìàëûõ �� 
 èìååì

� �( , ) (| | | | ) | |x y
h

x M e x
h

x
T
 � 
�1 1

22

2
1

2

2

21 ,

åñëè ÷èñëî T1 0� äîñòàòî÷íî áîëüøîå. Òîãäà

L x y E x
T

x xx y( ) ( , ) | | | |,� �
�

�
�

�
�

�

�
� � � �1

2
2 21

2
. (55)

Ïî îïðåäåëåíèþ èç [1, 6] ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �
�

�x
t

y t
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�, ( ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

�
� �

�x
t

y t
h

x
t�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� 


�

�
�

�

�
�, ( )

1

2 2

2

ïðè âñåõ t 
 0 , x m� � è y Y� .
Çíà÷èò, åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñóïåðìàðòèíãàëüíûì íåðàâåíñòâîì èç [6]

è çàïèñàòü

P x
t

P x
t

x y
t T

x y
t T

, ,sup sup
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�

�
�

�
�
�

 
!
"
�

�2 22
2

2 1 1
2

h
E x

T
y T

h h M
ex y

�
�

� �

�
, , ( )

�

�

T

x| |2 ,

÷òî è äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (52), à çíà÷èò è âàæíîå ñëåäñòâèå 1. �
Çàìåòèì, ÷òî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå âàæíîãî ñâîéñòâà î ñëàáîé ñõîäèìîñòè

ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ èìïóëüñíûõ ñèñòåì áóäåò ïðåäìåòîì èçëîæåíèÿ ñëåäóþ-
ùåé ðàáîòû àâòîðîâ (×. 3).
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