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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôèëüòðàöèîííàÿ êîíñîëèäàöèÿ, êîýôôèöèåíòû êîíñîëèäà-

öèè, èçáûòî÷íûé íàïîð, êîíñîëèäàöèÿ ìàññèâà.

Èçâåñòíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè íåñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé

ñðåäå ãëàâíûì çàêîíîì ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ çàêîí Äàðñè, ñîãëàñíî êîòîðîìó äî-

ïóñêàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ìåæäó ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ñêîðîñòüþ

äîñòèãàåòñÿ ìãíîâåííî. Íî íà ñàìîì äåëå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ ñ íåêîòîðûì

çàïàçäûâàíèåì, è ÷òîáû ó÷åñòü ýòî, â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ñêîðîñòü �

è äàâëåíèå p ìåíÿþò íà � �
�

��
d

dt
è p

dp

dt
p� � ñîîòâåòñòâåííî, ãäå � � � 0 — ðå-

ëàêñàöèÿ ñêîðîñòè, � p � 0 — ðåëàêñàöèÿ äàâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ìãíîâåí-

íîãî ñíÿòèÿ ïåðåïàäà äàâëåíèÿ äâèæåíèå íå ïðåêðàùàåòñÿ ìãíîâåííî, à çàòóõàåò

â äâèæåíèè êàê exp ( / )� t � � . Ïðè ìãíîâåííîì ïðåêðàùåíèè äâèæåíèÿ ãðàäèåíò

äàâëåíèÿ çàòóõàåò âî âðåìåíè êàê exp ( / )� t p� . Íàðóøåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìåæäó

ñêîðîñòüþ ôèëüòðàöèè è ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ îáúÿñíÿþòñÿ ðåëàêñàöèîííûìè ýô-

ôåêòàìè, îáóñëîâëåííûìè èíåðöèåé æèäêîñòè è çíà÷åíèåì ñêîðîñòè îò ãðàäèåíòà

äàâëåíèÿ, ëèáî ñëîæíîñòüþ ñòðóêòóðû è ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé

ñðåäû.

Ïóñòü ãðóíòîâûé ìàññèâ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû � � {( , ) :x y 0 � �x l,

0 � �y a} ñîäåðæèò ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûå âêëþ÷åíèÿ ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, ïðè-

÷eì ôèëüòðàöèîííûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà âêëþ÷åíèé (îáëàñòè � i ñ ãðàíèöàìè

�i i n( , )�1 ) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ôèëüòðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê îñíîâíîé

ìàòðèöû ïëàñòà, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíî âêëþ÷åíèå (îáëàñòü � 0 ñ ãðàíèöåé �0), â

÷àñòíîñòè, êîýôôèöèåíòû êîíñîëèäàöèè c
i� äëÿ îáëàñòåé � i ñóùåñòâåííî îòëè÷à-

åòñÿ îò êîýôôèöèåíòîâ êîíñîëèäàöèè c�0
îáëàñòè � 0 .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ â [1].

Óðàâíåíèå êîíñîëèäàöèè ìàññèâà ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ïîëçó÷åñòè ãðóíòîâîãî

ñêåëåòà çàïèøåòñÿ â âèäå:

äëÿ îñíîâíîé ìàòðèöû ïëàñòà —
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Çäåñü c
i� — ñëó÷àéíûé êîýôôèöèåíò êîíñîëèäàöèè, H — èçáûòî÷íûé íàïîð,

� �1 2, — äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû, � �
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2x y
— îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåííîñòè íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ è îñíîâíîé ìàòðèöû ïëàñòà

ìàæíî çàïèñàòü â âèäå
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Îäíà èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñòðóêòóðû òåëà, â êîòîðîì ìèãðèðóåò ïðè-

ìåñü, ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.

Çàïèøåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû

x
x

l
� � , y

y

l
� � , t

t

T
� � , H

H

H
� �

0

,
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a
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� � (4)

(i H T� �1 2 0, , , const).

Ïåðåõîäÿ â (1),(2) ê áåçðàçìåðíûì

ïåðåìåííûì (4) è îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì

çíàê «øòðèõ», èìååì òîò æå âèä óðàâíå-

íèé, ÷òî è â (1), (2).

Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

H y t H y t( , , ) , ( , , )0 0 1 0� � , (5)

H x t( , , )0 0� , H x a ty � �( , , ) 0, (6)

H x y H x y( , , ) ( , )0 0� , (7)

H x yt � �( , , )0 0. (8)

Íåîáõîäèìî íàéòè ïîëå èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ H â ìàññèâå ñî ñëó÷àéíî ðàñïîëî-

æåííûìè âêëþ÷åíèÿìè ïðè óñëîâèè, ÷òî c c r� �� ( )
�

— ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèâåäåì çàäà÷ó êîíñîëèäàöèè ìàññèâà (1),(2),(5)–(8) ê çàäà÷å äëÿ òåëà â öå-

ëîì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûìè âûêëàäêàìè, èçëîæåííûìè â [2]. Ïîñ-

êîëüêó ôóíêöèÿ H â îáëàñòè òåëà èìååò ðàçðûâû 1-ãî ðîäà, âîñïîëüçóåìñÿ

ïðåäñòàâëåíèåì

f x f x f x x

i

x ii
� � � � ��( ) ( ) [ ] ( ){ } � ,

ãäå { }f x� ( ) — êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, [ ]f xi
— ñêà÷oê ôóíêöèè f x( )

â òî÷êå xi , � — äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Äëÿ H èìååì

H H H r r

i

� � � � ��{ } [ ] ( )� ��
� �

, (9)

�

r x y� ( , ) — ðàäèóñ-âåêòîð,
�

r� — ðàäèóñ-âåêòîð òî÷åê ãðàíèöû � òåëà.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì �H , ïðèìåíÿÿ (9) ïîâòîðíî. Ïîëó÷èì

� � � � �H x y t H r t H r t H r t r r( , , ) ( , ) ( , ) [ ( , )] ( )� � � � �
� � � � �

{ } � �

� � �[ ( , )] ( )H r t r r
� � �

� �� . (10)
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Ââåäåì ñëó÷àéíûé îïåðàòîð � i ÷åðåç åäèíè÷íûå ôóíêöèè Õåâèñàéäà
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Òîãäà êîýôôèöèåíò êîíñîëèäàöèè c� äëÿ òåëà â öåëîì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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. C ó÷åòîì ýòîãî, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (10) è ñâî-

éñòâà ïîëçó÷åñòè óðàâíåíèå êîíñîëèäàöèè ìàññèâà çàïèøåì â âèäå
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Áóäåì ñ÷èòàòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12) èñòî÷íèêîì. Êðàåâàÿ çàäà÷à

(12), (5)–(8) ýêâèâàëåíòíà òàêîìó íåëèíåéíîìó èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ

H r t H r t G r r t t L r t H r

t

i( , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) ( ,
� � � � � �

� � � �' '0

0

0

�

t dr dt) , (13)

ãäå H r t0 ( , )
�

— ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ L H0 0 0� ïðè êðàåâûõ óñëî-

âèÿõ (5)–(8).

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå L r t H r t0 0( , ) ( , )
� �

� . Àíàëîãè÷íî [4] ðåøèì
åãî ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òîáû èñêëþ÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàöèè ïî x è y.

Ïîëîæèâ M H
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x
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, ïîëó÷èì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ÿäðà ïðåîáðà-

çîâàíèÿ K :

	

	
� �

2

2

2 0
K

x
K� , K Kx x| |� �� �0 1 0. (14)

Íîðìèðîâàíûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è áóäåò ôóíêöèÿ K xn�
1

�
�sin ,

� �n n� .
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Ïîëó÷èì çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ (14), ñ ÿäðîì
~
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Çàäà÷à (15) áóäåò èìåòü âèä
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Òàêèì îáðàçîì, äâàæäû ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, çà-

äà÷ó (13) ñâåëè ê çàäà÷å äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16).

Ïóñòü
~

( )H tmn
0 — ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ
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Åùe ðàç ïðèìåíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé

çàäà÷è (14)
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~
H mn

0
— ðåøåíèå çàäà÷è (16) âèäà
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

( ) ( ) : ( , )1 4 12
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1 2� � � � �� � � � �K K K A n m ,

( ) ( ) : ( , )1 4 12
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1 2� � � � �� � � � �K K K B n m . (19)

Òîãäà (17) ïåðåïèøåì â âèäå
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Çàäà÷ó (20) òîæå ðåøàåì ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé àíàëîãè÷íî

çàäà÷å (13).

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè � ( )r r� � áóäåò èìåòü âèä
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Ðåøåíèå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13) ïîñòðîèì ìåòîäîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Çà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå H r t0( , )
�

âûáåðåì ðåøå-

íèå îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è H r t H0
0( , )

�

� . Èìååì òàêèå ðåêóððåíòíûå

ôîðìóëû:

H r t H G r r t L r t H r t dr dti
( ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , )1

0 0

� � � � �

� � � � � �'
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i
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� � � � �
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Òåîðåìà 1. Ðÿä (23) àáñîëþòíî è íåïðåðûâíî ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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ëþáûõ çíà÷åíèé u u U C t1 2, , , ,* , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

(22) { }H r tn( ) ( , )
�

çà ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùåéñÿ ïðè n � ), ò.å. lim ( , ) ( , )( )

n

nH r t H r t
� )

�
� �

.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ H r t H r t R r t

n

n( , ) ( , ) ( , )
� � �

� �
�

)

�0

1

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî [2].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ H â ìàññèâå ñî ñëó÷àéíî ðàñïî-

ëîæåííûìè âêëþ÷åíèÿìè âîñïîëüçóåìñÿ [3]. Îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëå-

íàìè ðÿäà (22), ò.å. H r t H r t( , ) ( , )( )� �

* 1 . Ïóñòü âêëþ÷åíèÿ â òåëå ðàñïîëîæåíû

ðàâíîìåðíî ñ ïëîòíîñòüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ1 / S (S — ïëîùàäü òåëà). Ïîñ-

êîëüêó H r t0 ( , )
�

— íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, òî + , �H r t H r t0 0( , ) ( , )
� �

èçá .

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå I G r r t t L r H r t dr dt

t

i� � � � � �' '
0

0

�

( , , , ) ( ) ( , )
� � � �

.

Çäåñü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðû öåíòðîâ âêëþ÷åíèé.
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(| | )
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,

ãäå
�

ri — ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà âêëþ÷åíèÿ � i , Ri — ñðåäíèé ðàäèóñ âêëþ÷å-

íèÿ, òî
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Ïîäñòàâèì â (24) âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà (22) è èçáûòî÷íîãî íàïîðà

(17) è ïðîèíòåãðèðóåì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ïîëÿ èçáûòî÷íîãî

íàïîðà â ìàññèâå ñî ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûìè âêëþ÷åíèÿìè ïðè óñëîâèè, ÷òî

c c r� �� ( )
�

— ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàñ÷eòîâ ïðèâåäåì ãðàôèêè ïîëÿ èçáûòî÷íîãî íàïîðà â

ìàññèâå ñî ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûìè âêëþ÷åíèÿìè.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ïîëÿ èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ îò òàêèõ çíà÷åíèé

îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîíñîëèäàöèè c c� �0 1
0 001/ ,� (êðèâûå 1, 2) è
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c c
i� �0

0 01/ ,� (êðèâûå 3, 4) â ìîìåíòû

âðåìåíè t �10 (êðèâûå 1, 3), t � 20 (êðè-

âûå 2, 4) äëÿ s1 � 314 10 6, � � , R1 0 001� , .

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî ïîëå èçáûòî÷íûõ

íàïîðîâ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé îáúåìíîé

÷àñòè âêëþ÷åíèé: s1 � 314 10 6, � � ;

12 56 10 6, � � ; 28 26 10 6, � � ; 50 24 10 6, � �

äëÿ c c
i� �0

/ � 0,001 ïðè t � 20, êðèâûå

1–4 ñîîòâåòñòâóþò èçìåíåíèÿì S1, êðè-

âàÿ 4 ñëèâàåòñÿ ñ îñüþ.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçààíî âëèÿíèå âåëè÷èíû õàðàêòåðíîãî ðàäèóñà âêëþ÷åíèé íà

ïîâåäåíèå ïîëÿ èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ, çäåñü R1
22 10� � � ; 3 10 3� � ;

4 10 5 103 3� �� �; ñîîòâåòñòâóþò êðèâûì 1–4, êðèâàÿ 4 ñëèâàåòñÿ ñ îñüþ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè âî-

äîíàñûùåíûõ ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ãðóíòîâûõ ìàññèâîâ ïðåäëîæåí ñëåäóþ-

ùèé ïîäõîä: ñ ïîìîùüþ òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé êðàåâóþ çàäà÷ó ïðèâåëè ê

óðàâíåíèþ êîíñîëèäàöèè äëÿ òåëà â öåëîì ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà-

÷àëüíîãî è ãðàíè÷íîãî óñëîâèé; ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷å ïîñòàâëåíî â ñîîòâå-

òñòâèå íåëèíåéíîå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ìåòîäîì ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Èìååòñÿ ïîëå èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ â ìàññèâå ñî

ñëó÷àéíî ðàñïîëîæåííûìè âêëþ÷åíèÿìè ïðè óñëîâèè, ÷òî c c r� �� ( )
�

— ñëó÷àé-

íàÿ ôóíêöèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà íåîáõîäèìà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ

ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè äðåíîâàííûõ ìàññèâîâ ñ ó÷eòîì ãåîëîãè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ãðóíòîâîãî ñêåëåòà.
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