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ОЦЕНКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ
ЛИНЕЙНОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

Рассмотрена задача об оценке собственных значений и устойчивости линейной механиче-
ской системы, находящейся под действием потенциальных, гироскопических, диссипатив-
ных и циркуляционных сил. Описаны возможные варианты, когда спектр системы лежит
в левой полуплоскости – выполняется критерий Рауса–Гурвица, но затухание возмущен-
ных движений происходит “слишком медленно”. В качестве примера рассмотрена задача о
равномерных вращениях тяжелого твердого тела под действием демпфирующего момента.

Ключевые слова: структура сил, собственные значения, характеристические
показатели Ляпунова, скорость затухания колебаний.

Вопросы влияния структуры сил на динамику и устойчивость движе-
ния механических систем на протяжении последних десятилетий являлись
объектом изучения для многих авторов. Наряду с результатами общего
характера, посвященными обобщению и развитию классических теорем
Томсона–Тэта–Четаева [1], из которых отметим работы [2–7], большое число
исследований связано с поведением конкретных систем [8–15].

1. Постановка задачи. Рассмотрим линейный дифференциальный
оператор

L =
d

dt2
Ã+

d

dt
B̃ + C̃,

где Ã, B̃, C̃ − вещественные квадратные матрицы второго порядка,

Ã – положительно определенная. Разложим B̃, C̃ на симметрическую и
кососимметрическую (с нулевой главной диагональю) составляющие:

B̃ = B +G(B ≥ 0), C̃ = C + P и запишем уравнение

L(x) = 0, x ∈ R2, (1)

которое можно рассматривать как уравнения движения линеаризованной ме-
ханической системы, находящейся под действием диссипативной, гироскопи-
ческой, циркуляционной1 и потенциальной сил (ДС, ГС, ЦС и ПС соответ-
ственно). Как известно [2, 16], всегда можно указать невырожденное пре-
образование x = Λx̃ такое, что Λ

⋆AΛ = E, Λ
⋆CΛ = diag(c1, c2). Верхний

индекс “⋆” означает транспонирование, E − единичная матрица. Структура
матриц G, P не изменится, поэтому, не уменьшая общности, считаем, что

Ã = E, B =

(
b11 b12
b12 b22

)
, G = gJ , C =

(
c1 0
0 c2

)
, P = pJ , J =

(
0 1
−1 0

)
.

1Другое распространенное название – неконсервативная позиционная сила. См. также
[2, гл. 6].
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Характеристический многочлен для системы (1) имеет вид

f = λ4+(b11+b22)λ
3+(c1+c2+g2+b11b22−b212)λ

2+(b11c2+c1b22+2gp)λ+c1c2+p2.
(2)

2. Случай отсутствия циркуляционной силы. Остановимся внача-
ле на случае p = 0. Перед тем, как делать оценки собственных значений (СЗ)
– корней характеристического многочлена, проанализируем условия устой-
чивости нулевого решения системы (1). Для того, чтобы все СЗ имели отри-
цательные вещественные части, согласно критерию Рауса–Гурвица [2], необ-
ходима и достаточна положительность коэффициентов характеристического
многочлена и выражения

∆0
3 = (c1 + c2 + g2 + b11b22 − b212)(b11 + b22)(b11c2 + c1b22)− (b11c2 + c1b22)

2−

−c1c2(b11+b22)
2 = b11b22(c1−c2)

2+(c1b22+c2b11)(b11+b22)(g
2+b11b22−b212). (3)

Если механическая система в отсутствие диссипативных и гироскопиче-
ских сил устойчива (c1 > 0, c2 > 0), то легко видеть, что все коэффициенты
многочлена (2) положительные (b212 ≤ b11b22). Очевидной является и нео-
трицательность определителя ∆0

3 (сумма двух неотрицательных слагаемых в
правой части (3)). Однако имеются следующие возможности для его обраще-
ния в нуль:

1) Если b11 > 0, b22 > 0, тогда c1 = c2. Первые две скобки в записи второго
слагаемого в правой части (3) строго положительны, а третья равна нулю
только при условиях g = 0, b212 = b11b22. Т.е. ГС отсутствует, а диссипация
энергии является частичной (функция Рэлея знакопостоянна). В этом случае
система (1) является устойчивой неасимптотически, ее СЗ суть: λ1,2 = ±√

c1i,

λ3,4 = −b±
√
b2 − 4c1, где 2b = b11 + b22 – след матрицы B.

2) При условии c1 6= c2, имеем b11b22 = 0. Если один из сомножителей
не нулевой, то b12 = 0 − иначе нарушится предположение detB ≥ 0. То-
гда второе слагаемое в правой части (3) обратится в нуль только при условии
g = 0. Система (1) распадается на два уравнения, одно из которых описывает
колебания обычного осциллятора, а другое – осциллятора с вязким трением.
Если же b11 = 0, b22 = 0, и, как следствие, b12 = 0, то характеристиче-
ское уравнение (2) – биквадратное, его дискриминант равен D = (c1 − c2)

2+
+2g2(c1 + c2) + g4 и строго положителен, значит СЗ чисто мнимые и ра-
зличные, движение устойчиво неасимптотически. Последний вывод следует
также из первой теоремы Томсона–Тета–Четаева [2].

Оба описанных случая возможны только при условии, что гироскопиче-
ская сила отсутствует, а диссипация является неполной. Другими словами,
если ГС не равна нулю, или функция Рэлея положительно определенная, то
любое движение системы (1) устойчиво асимптотически.

Если механическая система в отсутствие диссипативных и гироскопи-
ческих сил неустойчива, и степень неустойчивости нечетная (c1c2 < 0),
то свободный член характеристического многочлена отрицателен. Если же
c1 < 0, c2 < 0 (четная степень неустойчивости потенциальной системы), то
коэффициент при λ отрицателен. Как следствие, в обоих случаях хотя бы
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одно СЗ имеет положительную вещественную часть. Движение неустойчиво
при любой гироскопической и диссипативной силах.

Перейдем к получению оценок для собственных значений. Пусть
0 < c2 ≤ c1 = ω2

0 (ω0 > 0), b > 0. Положим

b11 = 2bδ1, b22 = 2b(1 − δ1), b12 = 2bδ2
√
δ1(1− δ1), 0 ≤ δ1 ≤ 1, −1 ≤ δ2 ≤ 1

(4)
и введем безразмерные параметры и время по формулам

b = ω0b̃, g = ω0g̃, c2 = ω2
0 c̃2, λ = ω0λ̃, t = t̃/ω0. (5)

Знак “тильда” ниже опускаем.
Обозначим v = max(b, g) и рассмотрим случай v ≫ 1. Характеристи-

ческое уравнение f(λ) = 0 можно рассматривать как уравнение с большим
параметром или (разделив обе части на v) как сингулярно возмущенное урав-
нение с малым параметром ε = 1/v. Чтобы избавиться от малого параметра
при старшей степени, сделаем подстановку λ = σ/ε, b = b1/ε, g = g1/ε (оче-
видно, что max(b1, g1) = 1, ε > 0) и с помощью методов теории возмущений
(см., например, [17]) найдем асимптотические разложения корней многочлена

f1(σ, ε) = σ4 + 2b1σ
3 + [4b21δ1(1− δ1)(1− δ22) + g21 + ε2(1 + c2)]σ

2+

+2b1ε
2[1− δ1(1− c2)]σ + ε4c2.

Соответствующий порождающий многочлен f1(σ, 0) имеет двукратный ну-
левой корень (σ0)1,2 = 0. Определим порядок корней σ1,2(ε). С этой целью
подставим σ = σ1ε

m (m > 0) в многочлен f1(σ, ε) и выделим главную часть.
Рассматривая последовательность степеней ε для каждого из слагаемых,
выпишем их показатели: 4m, 3m, 2m, 2(m + 1), m + 2, 4. Среди первых
четырех показателей наименьшим является 2m, и для определения m по-
лучаем условие 2m = min(m+ 2, 4), т.е. m = 2.

Для второй пары корней порождающего уравнения находим

(σ0)3,4 = −b1 ±
√

D1, D1 = b21[1− 4δ1(1− δ1)(1 − δ22)]− g21 . (6)

Нетрудно видеть, что, вследствие условий (4), выражение в квадратных скоб-
ках неотрицательно. Оно равняется нулю только при условии δ1 = 1/2,
δ2 = 0 и принимает наибольшее значение 1, если одно (и только одно) из
значений δ1, 1 − δ1, 1 − δ22 равно нулю, что соответствует неполной дис-
сипации энергии. В первом из этих случаев корни (x0)3,4 сопряженные (и
различные), поэтому корни многочлена f1 можно искать в виде рядов отно-
сительно целых степеней ε. 2 Для всех остальных пар значений δ1, δ2 дис-
криминант D1 может обратиться в нуль при соответствующем соотношении
между коэффициентами b1 и g1, характеризующими величины (относитель-

но времени t̃) диссипативной и гироскопической силы соответственно. Тогда
(σ0)3 = (σ0)4 = −b1, и, как это было сделано выше, подставим σ = −b1 + αεn

в f1 и выделим главную часть:

2Точнее ε2, поскольку малый параметр представлен в f1 только своими четными сте-
пенями.
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α4ε4n − 2b1α
3ε3n + α2ε2+2n(1 + c2)− 2b1αε

2+n[δ1 + (1− δ1)c2]+

+b21α
2ε2n + c2ε

4 + b21ε
2(1− c2)(2δ1 − 1).

Если δ1 6= 1/2, то наименьшими показателями будут 2n и 2, откуда выво-
дим n = 1. Значение α будет при этом вещественным, если δ1 ∈ [0, 1/2) и
мнимым при δ1 ∈ (1/2, 1]. При δ1 = 1/2 наименьшими показателями будут
2+n, 2n и 4, откуда имеем n = 2. Следовательно, для поиска корней f1(σ, ε)
можно пользоваться разложениями в ряд по целым степеням ε, хотя, исклю-
чая частный случай D1 = 0 (δ1 6= 1/2), эти разложения будут содержать
только четные степени малого параметра. Коэффициенты разложений легко
вычисляются с использованием любой системы аналитических вычислений
(MAPLE, MATLAB, Mathematica). Так, с помощью пакета MAPLE 12 имеем

(σ2)3,4 = − σ0(1 + c2) + b1(1− δ1 + δ1c2)

4σ2
0
+ 3b1σ0 + 2[b2

1
δ1(1− δ1)(1− δ2

2
) + g2

1
]
,

где соответствующее значение σ0 берется из формулы (6). Таким образом, с
учетом замены (5) в качестве искомых оценок для СЗ получаем

λ1,2 ≈ − b[c1(1− δ1) + c2δ1]±R

b2δ1(1− δ1)(1− δ2
2
) + g2

, λ3,4 ≈ −(b± r
√

D1) + r−1(σ2)3,4 ,

(7)

R =
√

b2c2
1
(1− δ1)2 − 2c1c2[b2δ1(1− δ1)(1− 2δ2

2
) + 2g2] + b2c2

2
δ2
1
.

Как следует из формул (7), максимальный характеристический показатель
для системы (1) (при p = 0) не превосходит выражения

−b[c1(1− δ1) + c2δ1]/[b
2δ1(1− δ1)(1− δ22) + g2],

которое при b ≥ g имеет порядок b−1, а в противном случае – порядок
b/g2. Это означает, что при заданных ПС системы добавление больших ДС
и ГС хотя и гарантирует асимптотическую устойчивость, но обеспечивает
слабую скорость стремления возмущенных движений к нулю, тем меньшую,
чем больше max(b, g).

3. Учет влияния циркуляционной силы. Случай p ≫ 1 . Цирку-
ляционные силы могут оказывать на движение системы как дестабилизиру-
ющее влияние [9,10], так и стабилизирующее [2,13]. Запишем выражение для
∆3 = F (p, b, g):

F = −4p2(b2+g2)+4bgp[4b2δ1(1−δ1)(1−δ22)+g2+(c1−c2)(2δ1−1)]+∆0
3. (8)

Если движение в отсутствие ЦС асимптотически устойчиво, то
F = ∆0

3 > 0, и устойчивость, очевидно, сохранится при достаточно малых
по модулю значениях p. В то же время из (8) следует, что F < 0 при до-
статочно больших по модулю значениях p, что гарантирует существование
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хотя бы одного положительного характеристического показателя, при этом
движение неустойчиво. Эта ситуация представляется наиболее интересной с
прикладной точки зрения, и мы рассмотрим ее подробнее.

Из (8) можно видеть, что скомпенсировать дестабилизирующее влияние
ЦС можно либо большой величиной ГС, либо ДС (либо совместно ГС и ДС).
Ограничимся здесь случаем p > 0, g ≫ 1, а b, c1, c2 будем считать вели-
чинами порядка единицы.

А) Предположим вначале, что величина g не превосходит порядка p1/2.
Тогда можно положить p = 1/ε2, g = γ/ε (γ > 0). Характеристическое урав-
нение (2) имеет четыре различных комплексных корня порядка 1/ε. В самом

деле, аналогично п. 2 положим λ = λ̃/ε (“тильду” опускаем). Порождающее
уравнение f0(λ) = λ4 + γ2λ2 + 2γλ+ 1 = 0 имеет корни

λ01 = −1

r
+

1

2
i(γ − r), λ02 =

1

r
+

1

2
i(γ + r), λ03 = λ01, λ04 = λ02,

(9)

r =

√
γ2 +

√
γ4 + 16.

Последующие коэффициенты λsj (s = 1, 2, · · · ) разложений λj(ε) (j = 1, 4)
в ряды Тейлора находятся как решения линейных уравнений, коэффициен-
ты которых являются целыми функциями от λ0j , · · · , λs−1j . В частности,
λ1j = −b λ3

0j/ρ, где ρ = 2λ3
0j + γ2 λ0j + γ. Отметим, что ρ 6= 0. В этом

можно убедиться непосредственной подстановкой в ρ(λ) выражений из (9),
но значительно проще вычислить результант многочленов f0(ξ) и ρ(ξ). Он
равен γ4+16 > 0, следовательно, ни один из корней f0(ξ) не может являться
корнем ρ(ξ). Таким образом, для корней уравнения (2) получаем

λj = λ0jp
1/2 + λ1j +O(p−1/2). (10)

Из (9) и (10) видно, что при сделанных предположениях система (1) имеет
два больших положительных характеристических показателя порядка

p1/2/r = p (g2 +
√

g4 + 16p2)−1/2,

что гарантирует быстрый рост возмущенных решений (независимо от вида
диссипативной и потенциальной сил).

Б) Пусть теперь преобладающей является ГС 3, т.е. g ≫ max(b, p, c1, c2).
Вводя обозначения

b = gb̃ε, p = g2p̃ε, c1 = g2c̃1ε, c2 = g2c̃2ε, λ = gλ̃, (11)

получим многочлен

λ̃4 + 2b̃ελ̃3 + [1 + ε(c̃1 + c̃2) + 4ε2b̃2δ1(1− δ1)(1 − δ22)]λ̃
2+

+2ε[p̃ + ε̃b(c̃1 − c̃1δ1 + c̃2δ1)]λ̃+ ε2(p̃2 + c̃1c̃2),

3В случаях, когда преобладающей является ПС, ДС или две какие-либо силы, техника
расчета такая же.
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который имеет пару чисто мнимых корней (λ̃0)1,2 = ±i и двойной нулевой

корень (λ̃0)3,4 = 0. Аналогично тому, как это делалось выше, подставляем

λ̃ = λ0 + λ1ε + λ2ε
2 и находим выражения для λ1, λ2. Выполняя переход

к первоначальным параметрам согласно (11), получаем для СЗ следующие
приближения:

λ1,2 ≈ ±i[g +
1

2g
(c1 + c2)]− b+

1

g
p+

1

g2
b[c1(1− δ1) + c2δ1],

λ3,4 ≈
1

g
{−p ±R1 −

1

g
b[c1(1− δ1) + c2δ1]−

1

2g2
(c1 + c2)(p ∓R1)

2},

где R1 =
√−c1c2.

4. Пример. Тяжелый гироскоп. Рассмотрим уравнения движения
тяжелого твердого тела под действием демпфирующего момента M =
= −k(ω −ω0) :

Jω̇ +ω × Jω + Ps× ν = M , ν̇ + ω × ν = 0. (12)

Выберем в качестве невозмущенного движения равномерные вращения тела
вокруг главной оси, несущей центр масс

ω = ω0 = (0, 0, ω0)
⋆, ν = (0, 0, 1)⋆, (13)

и запишем уравнения в вариациях:




˙̃ω1

˙̃ω2

˙̃ω3

˙̃ν1
˙̃ν2
˙̃ν3




=




−k/J1 ω0(J2 − J3)/J1 0 0 P/J1 0
ω0(J3 − J1)/J2 −k/J2 0 −P/J2 0 0

0 0 −k/J3 0 0 0
0 −1 0 0 ω0 0
1 0 0 −ω0 0 0
0 0 0 0 0 0







ω̃1

ω̃2

ω̃3

ν̃1
ν̃2
ν̃3




,

(14)
значком “тильда” обозначены возмущения. Очевидно, без ограничения об-
щности, можно считать ω0 > 0. Вводя безразмерные параметры и время по
формулам

α = J2/J1, β = J3/J1, µ = P/(J1ω
2
0), κ = k/J1ω0, τ = ω0t (15)

и, выражая из четвертого и пятого уравнений (14) переменные ω̃1, ω̃2, по-
лучаем

ν̃ ′′2 + κν̃ ′2 + (α− β + 1)ν̃ ′1 + (β − β − µ)ν̃2 + κν̃1 = 0,

αν̃ ′′1 + κν̃ ′1 − (α− β + 1)ν̃ ′2 + (β − 1− µ)ν̃1 − κν̃2 = 0,

т.е. систему вида (1) при
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x = (ν̃2,
√
αν̃1)

∗, A = diag(1, 1), B = diag(κ,
κ

α
), G = gJ ,

C = diag(β − α− µ, (β − 1− µ)/α), P = κJ , g =
α+ 1− β√

α
.

Характеристическое уравнение таково

αλ4 + κ(α+ 1)λ3 + [κ2 + 2α+ β2 − (α+ 1)(β + µ)]λ2+

+κ(α+ 1− 2µ)λ+ (β − 1− µ)(β − α− µ) + κ
2 = 0. (16)

Запишем условия асимптотической устойчивости изучаемого движения
(13) системы (12). Критерий Рауса–Гурвица для уравнения (16) дает следу-
ющие условия:

κ
2 + 2α + β2 − (α+ 1)(β + µ) > 0, (α+ 1− 2µ) > 0; (17)

(β − 1− µ)(β − α− µ) + κ
2 > 0; (18)

∆3 = −µκ2[−µ(α− 1)2 + 2(α+ 1)(κ2 + (α+ 1− β)2)] > 0. (19)

Анализ неравенств (17)–(19) не представляется сложным с алгебраиче-
ской точки зрения 4. Вместе с тем он достаточно громоздкий из-за большого
числа различных возможных случаев. Поэтому здесь мы ограничимся кон-
статацией следующего факта.

В отсутствие демпфирующего момента ( k = 0) 5, если свободный член
характеристического уравнения отрицателен (неравенство (18) имеет проти-
воположный знак), то решение (13) неустойчиво: имеется одно положитель-
ное (вещественное) СЗ. Покажем, что можно подобрать такое значение κ, что
все корни уравнения (16), будут иметь отрицательные вещественные части.
Так, при α < β < 1 (вращение вокруг средней оси) и β− 1 < µ < β−α (при
этом µ < 0 − “висящий” гироскоп [19]) неравенства (17)–(19) выполнены в
том и только в том случае, если

κ
2 > κ

2
0 = max(κ1, κ2), (20)

где κ1 = α(β+µ−2)−β2+β+µ, κ2 = (1−β+µ)(β−µ−α). Например, при
α = 0.5, β = 0.7, µ = −0.25 имеем κ1 = −0.815, κ2 = 0.0225, κ0 = 0.15. В
частности, при κ = 0.14 условия (17)–(19) не выполнены и корни уравнения
(16) суть λ12 ≈ −0.0398 ± 1.2822i, λ3 ≈ −0.3505, λ4 ≈ 0.0101 > 0. При
κ = 0.16 эти условия выполнены; корни характеристического уравнения (16)
равны λ12 ≈ −0.0452 ± 1.2807i, λ3 ≈ −0.3796, λ4 ≈ −0.0099.

Найдем асимптотические оценки СЗ в случае быстрых вращений
(ω0 ≫ 1). Положим

µ = δε2, (δ = sgnP ), κ = κε. (21)

4Пример подобного анализа можно найти, например, в [18].
5Анализ необходимых условий устойчивости содержится в [19].
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При ε = 0 характеристический многочлен имеет корни

(λ0)1,2 = ±i, (λ0)3,4 = ±
√

(β − 1)(α − β)/α.

Заметим, что подкоренное выражение для второй пары корней не равно −1,
поскольку иначе было бы α−β+1 = 0 − нарушение неравенства треугольни-
ка для моментов инерции. Поэтому, независимо от того, положительно оно –
вращение тела вокруг средней оси и (λ0)3,4 вещественны, или отрицательно
(все корни чисто мнимые) – корни порождающего уравнения для (16) разли-
чны. Решения (16) ищутся согласно стандартной процедуре в виде степенных
рядов относительно ε. Если же (β−1)(α−β) = 0, то порождающее уравнение
имеет кратные корни, и эти два случая ( α = β, β = 1) требуют отдельного
рассмотрения.

Для первой пары корней уравнения (16) имеем

(λ)1,2 = (
δκ

β2
ε3 +O(ε4))± i(1− δ

β
ε2 +O(ε3)),

или, с учетом обозначений (21),

(λ⋆)1,2 =
1

β2
[κµ± iβ(β − µ)]. (22)

Звездочка означает приближенное значение СЗ.
Для второй пары корней получаем

(λ⋆)3,4 = ± 1

α

√
α(β − 1)(α − β)− α+ 1

2α
κ+

(23)

+
1

8αβ
√

α(β − 1)(α − β)
[βκ(α− 1)2 + 4αµ(αβ + β − 2α)].

Из формул (22), (23) можно видеть, в частности, что для висящего гироско-
па (µ < 0), в случае вращения вокруг большей или меньшей главной оси
инерции, первое слагаемое в правой части (23) является чисто мнимым, по-
этому наибольшему характеристическому показателю соответствует значе-
ние κµ/β2. С учетом (15) это означает, что изучаемое движение является
асимптотически устойчивым, но скорость затухания имеет порядок ω−2

0
.
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V.E. Puzyrev, N.V. Topchiy

The estimation of eigenvalues for linear mechanical 2-DOF system

The problem of eigenvalues estimation and stability for linear mechanical system is consid-
ered. The system is under influence of potential, gyroscopic, dissipative, and circulatory forces.
Possible variants are described, when the spectrum of the system belongs to the left semi-plane
– the conditions of Routh–Hurwitz criterion are fulfilled, but fading of perturbed motions is “too
slowly”. As an example, the problem about permanent rotations of rigid body under the action
of damping torque is considered.

Keywords: structure of the forces, eigenvalues, rate of the oscillations fading.

В.Є. Пузирьов, Н.В. Топчiй

Оцiнка власних значень лiнiйної механiчної системи з двома степенями
вiльностi

Розглянуто задачу про оцiнку власних значень i стiйкостi лiнiйної механiчної системи, що
перебуває пiд дiєю потенцiальних, гiроскопiчних, дисипативних i циркуляцiйних сил. Опи-
сано можливi варiанти, коли спектр системи лежить в лiвiй напiвплощинi – виконується
критерiй Рауса–Гурвiца, але згасання збурених рухiв вiдбувається “надто повiльно”. Як
приклад розглянуто задачу про рiвномiрнi обертання важкого твердого тiла пiд дiєю дем-
пфiруючого моменту.

Ключовi слова: структура сил, власнi значення, швидкiсть згасання коливань.
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