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Построена динамика решеток кристаллов инертных газов (КИГ) на основе адиа-
батического приближения, когда учитывается деформация электронных оболо-
чек атомов дипольного и квадрупольного типа в зависимости от смещений ядер
и одновременно возникают силы Ван-дер-Ваальса. Наиболее дальнодействующи-
ми оказываются при этом диполь-дипольные силы. Полученные уравнения коле-
баний исследованы в длинноволновом приближении. Обсуждается роль трехчас-
тичного взаимодействия и квадрупольной деформации электронных оболочек в
нарушении соотношения Коши.

Ключевые слова: кристаллы инертных газов, деформация электронных оболочек,
квадрупольное взаимодействие, многочастичное взаимодействие, высокое давле-
ние, энергия кристалла, короткодействующее отталкивание, соотношение Коши,
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1. Введение

Понятие межатомного потенциала взаимодействия, играющее такую
большую роль при изучении строения кристаллов, динамики решетки и ее
термодинамических свойств, не является первичным как, например, понятие
кулоновского взаимодействия зарядов. Его можно вводить и обосновывать
лишь в определенном приближении и применять в определенных пределах,
согласно специально оговоренным критериям.

Собственная энергия электронов, наряду с известным кулоновским по-
тенциалом ядер, образует так называемый адиабатический потенциал
ядерной системы. Его строгое обоснование для молекул было дано в 1927 г.
в работе Борна и Оппенгеймера [1]. В монографии Борна и Хуанга [2]
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развит последовательный метод адиабатического приближения для кри-
сталлов.

Адиабатический потенциал U, необходимый для построения динамики
кристаллических решеток, может быть рассчитан из первых принципов или
аппроксимирован известной функцией расстояния (как, например, –C/r6 +
+ B/r12 для КИГ [3]). Член отталкивания иногда берут в форме Борна–Май-
ера Be–βr [2,4]. Кроме того, возможен вариант, в котором производные от U
для равновесных расстояний считаются параметрами теории, определяю-
щимися из сравнения с экспериментом. При рассмотрении гармонических
колебаний последний прием оказывается наиболее практичным, так как
достаточно знать лишь первую и вторую производные от U(r) для бли-
жайших соседей. По мере поступления новой информации о фононных
спектрах кристаллов приходится уточнять теорию: 1) включая взаимодей-
ствие более далеких соседей (что приводит к появлению дополнительных
параметров [5,6]), 2) учитывая дипольную [7,8] и квадрупольную [9,10]
деформацию атомов или подразделяя атомы на остовы и оболочки [11,12],
а также 3) вводя трехчастичное дально- [13] и короткодействие [14–19]. Во
всех этих случаях растет число параметров.

С другой стороны, все простые аппроксимации для короткодействую-
щих сил отталкивания недостаточно обоснованы теоретически. Более бла-
гополучно обстоит дело с дальнодействующими силами Кулона и Ван-дер-
Ваальса. Однако вычисление производных от быстроизменяющихся с из-
менением расстояния короткодействующих сил при их неправильной ана-
литической зависимости от r будет вносить существенные ошибки в окон-
чательные результаты.

В этих условиях мы считаем целесообразным (имея ввиду в дальнейшем
развитие количественной теории конденсированного состояния при боль-
ших давлениях) перейти к расчетам из первых принципов, по крайней мере,
для определения вида функциональных зависимостей и оценки величин
важнейших параметров.

В ходе исследования явлений, обусловленных динамикой кристалличе-
ской решетки и процессами возбуждения и поляризации атомов кристалла, у
них видна общая основа: нижайший уровень энергии электронной подсис-
темы представляет собой адиабатический потенциал для движения ядер.
Электронные процессы отвечают различным уровням возбуждения той же
электронной подсистемы, которые можно рассматривать как квазичастицы,
способные, в свою очередь, взаимодействовать и между собой, и с фонона-
ми, т.е. элементарными возбуждениями ядерной подсистемы. Однако в
большинстве теоретических работ эта первичная связь игнорируется, а элек-
трон-фононное (или экситон-фононное) взаимодействие вводится в даль-
нейшем феноменологически. Более того, возбужденные состояния элек-
тронной подсистемы необходимы для получения адиабатического потен-
циала, так как смещения ядер из равновесных состояний адиабатически из-
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меняют состояния всех электронов кристалла. Это изменение наиболее есте-
ственно учитывать добавкой примеси возбужденных состояний к волновой
функции основного состояния электронной подсистемы.

Именно таким путем в работах К.Б. Толпыго [7,8,20,21] было реализо-
вано адиабатическое приближение. Впоследствии указанный метод был
применен нами к атомарным криокристаллам (кристаллам инертных га-
зов) [22], в частности, для изучения в них короткодействующих, нецен-
тральных и трехчастичных сил [16,23,15]. Первоначально рассматрива-
лась только «дипольная» деформация атомов, когда изменение состояния
каждого атома характеризовалось всего тремя параметрами – составляю-
щими дипольного момента его электронной оболочки l

sP . На этой основе
изучены спектры многих кристаллов [24–26]. Для объяснения ряда осо-
бенностей фононного спектра у щелочно-галоидных кристаллов оказа-
лось необходимым включить и квадрупольную деформацию атомов
[10,27]. Такое рассмотрение было распространено на КИГ в [28]. Все эти
работы по фононным спектрам можно было бы отнести к классу полуэм-
пирических теорий, поскольку параметры адиабатического потенциала не
вычислялись и могли быть найдены только из различных экспериментов
(инфракрасной дисперсии света, упругих постоянных и т.д. [29,30]). Од-
нако они имеют единую квантовомеханическую основу: предложен ме-
тод, реализующий адиабатическое приближение и дающий общую форму
адиабатического потенциала, параметры которого выражаются через оп-
ределенные матричные элементы гамильтониана электронной подсисте-
мы на атомных функциях.

Данная серия работ посвящена изучению межатомного взаимодействия
и динамической теории решетки. Исследование опирается на знание вол-
новой функции основного состояния электронной подсистемы, которая, в
свою очередь, конструируется из функции основного и возбужденного со-
стояний атомов. При этом используются не сами волновые функции воз-
бужденного состояния, а взятые от них интегралы. Это позволяет рассчи-
тать ряд характеристик кристаллов из первых принципов в широком ин-
тервале давлений, сопоставить некоторые вычисленные параметры с пара-
метрами, определенными ранее из опытов при р = 0. При этом также полу-
чено взаимодействие элементарных электронных возбуждений с колеба-
ниями решетки (электрон-фононное взаимодействие в дипольном и квад-
рупольном приближениях).

Настоящая работа ставит своей задачей обобщить полученные результаты
и подойти с единой точки зрения к широкому кругу вопросов, затрагиваю-
щих характеристики решеток атомарных криокристаллов, в частности их
упругие свойства. Цель исследования – поиск общей формы адиабатическо-
го потенциала, вытекающей из первых принципов. При этом все параметры
выражаются через матричные элементы гамильтониана на атомных волно-
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вых функциях основного и возбужденных состояний электронной подсисте-
мы. В последующих работах эти параметры будут непосредственно вычис-
лены в функции межатомного расстояния.

2. Деформация атомных оболочек при колебаниях решетки.
Адиабатический потенциал

Как уже говорилось, для получения правильного адиабатического по-
тенциала важно найти волновую функцию электронной подсистемы Ψ и ее
энергию U в параметрической зависимости от смещений ядер. В работе [2]
предполагалось, что это сделано точно. Мы же попытаемся фактически
ввести указанную зависимость в некотором приближении. Оно будет со-
стоять в следующем: определим основное состояние деформированного
кристалла Ψ0 в виде антисимметризованного произведения функций ψl от-
дельных атомов

( )0 1А.с. ,...,l l l
N

l

Ψ = ψ∏ r r , (1)

где N – число электронов в каждом атоме; А.с. означает антисимметризацию
произведения. Каждая из атомных функций предполагается мало отличаю-
щейся от функции 0ψ

l  изолированного атома и будет представлена в виде
разложения по нижайшим k возбужденным функциям l

iψ :

0 0
1

ψ ψ ψ
k

l l l l l
i i

i
c c

=

= +∑ , (2)

где
2 2

0
1

1
k

l l
i

i
c c

=

+ =∑    и   1l
iС << . (3)

Впервые этот метод предложен [7,21] для щелочно-галоидных кристаллов
и распространен на КИГ [22].

Для практических вычислений с функциями ψl, ψl
i  необходимо, чтобы

они были ортогонализованы друг к другу при различных l, l′. В силу мало-
сти l

ic  ограничимся членами не выше 
2l

ic . Этого можно достигнуть, считая,

что малыми являются интегралы неортогональности

0 0ψ ψ dτll l lS ′ ′= ∫ ;   0σ ψ ψ dτll l l
i i
′ ′= ∫ . (4)

Тогда сначала нужно ортогонализировать друг к другу все 0ψ
l , а затем ор-

тогонализировать ψl
i  к уже переопределенным функциям 0ψ

l′ . При этом ψl
i

перестает быть собственной функцией атомного гамильтониана. Кроме того,
мы не станем требовать ортогональности ψl

i  и ψl
j
′  при l ≠ l′, так как это даст

ошибку высшего порядка малости. Заметим, что использование приближе-
ния сильной связи для криокристаллов будет приводить к меньшей ошибке,
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чем для ионных кристаллов, где функции анионов являются менее компакт-
ными, сильно перекрываются с функциями катионов, а их возбужденные
состояния вообще не могут считаться локализованными.

Функция (1) с учетом (2) изображает состояние атомов кристалла,
слегка искаженных (в сравнении с состоянием изолированных атомов)
вследствие их объединения в решетку. Такое искажение можно интерпре-
тировать как небольшие виртуальные нескоррелированные возбуждения
всех атомов.

Однако это состояние не может обеспечить устойчивость кристалла, по-
строенного из нейтральных атомов, поскольку отталкивание электронных
оболочек оказывается больше, чем кулоновское и обменное взаимодействия.
Кристалл связывается силами Ван-дер-Ваальса, возникающими вследствие
виртуальных парных, скоррелированных возбуждений. В [22] мы описывали
соответствующие состояния функцией

0 0
1
2

ll ll
ij ij

ll ij
c c ′ ′

′

Ψ = Ψ + Ψ∑ ,   1ll
ijc ′ << , (5)

где ll
ij
′Ψ  – функции, построенные из Ψ0 (1) заменой двух множителей ψl и

ψl′ функциями возбужденных состояний

( )0ψ ψ ψl l l l
i ic→ − ;   ( )0ψ ψ ψl l l l

j jc′ ′ ′ ′→ − . (6)

Слагаемые 0ψ
l l
ic−  и 0ψ

l l
jc ′ ′−  обеспечивают ортогональность ll

ij
′Ψ  и Ψ0. В

действительности, пользуясь методом [22], мы не имеем права ограничиться
разложением (5), поскольку наряду с парными возбуждениями функция мо-
жет содержать тройные, четвертные и т.д. возбуждения. Кроме того, если
соответствующие коэффициенты ll l

ijkc ′ ′′  и ll l l
ijkmc ′ ′′ ′′′  будут убывать как высшие

степени отношения M/ΔE (где М – матричные элементы возмущения, а ΔE –
соответствующая энергия возбуждения), то число членов будет возрастать

как ( 1)( 2)
3!

N N N− −  и ( 1)( 2)( 3)
4!

N N N N− − −  (где N – число атомов кристал-

ла). В то же время, из этого рассуждения следует, что если бы мы продол-
жили разложение (5), то главный вклад в Ψ составила бы совокупность чле-
нов с большим числом возбуждений n → ∞, но таким, что отношение n/N << 1,
если только M/ΔE << 1.

Отсюда можно прийти к выводу, что учет взаимодействия атомов
приведет к поправке для энергий, имеющей вид суммы ван-дер-
ваальсового взаимодействия для каждой пары атомов во втором поряд-
ке, суммы членов Аксильрода–Теллера – в третьем порядке и т.д. В са-
мом деле, каждый член гамильтониана, содержащий не более чем двух-
частичное взаимодействие, действуя на функцию Ψ, будет вызывать
виртуальные возбуждения не более чем в двух атомах. Но так как по-
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давляющая часть атомов не возбуждена1, основной вклад в поправку

второго порядка дадут члены 
0

ˆ ˆ00 00

2

ll ll

ij ij

i j

H H

E E E

′ ′

− −
. Изложенные качест-

венные соображения могут быть дополнены более строгим рассуждени-
ем, основанным на многочастичной теории возмущений [31], подобно
тому, как это было сделано в работе [32].

Адиабатический потенциал был получен в виде [28]:

( )2
(9)

2
αβ αβ αβ

αβ αβ44

αβ αβ

6 8 10

1 1( )
2α 4β 2
1 1min сonst ( , , , ) ( )
2 2

1
2

l
l l l l l

nn
l l l l l l

sr
l l l

ll ll lll

Q D Q

U H K Q Q U

С С С

′ ′ ′

′ ′

′ ′ ′
′

⎧ ⎫
⎪ ⎪

+ + + +⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪= = + + + − −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤′ ′′⎪ ⎪⎢ ⎥− + +⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

P
β P

P P r r

r r r

. (7)

Здесь 
(9)

αβ
∑  означает, что нужно перебрать все 9 комбинаций индексов α, β

(хотя из 9 компонентов αβ
lQ  независимыми являются только 5); 

nn

l′
∑  – сумми-

рование по ближайшим соседям;

0

αβ

αβ
44 0

ˆ0 0 00 к.с.1 ,

ˆ ˆ0 0 00 к.с.1
β

l ll
nn srl

i l i

l ll
nn srl

i l i

i i H

Е Е

Q i i H
D

Е Е

′

′

′

′

+
=
α −

+
=

−

∑∑

∑∑

Р
β

(8)

(где к.с. означает комплексное сопряжение).
Матричные элементы соответственно дипольных и квадрупольных мо-

ментов есть
0

l
αβ 0 αβ

ˆ ˆ0 ψ ψ d ,

ˆ ˆ0 ψ ψ d .

l l l l
i

l l l
i

P i P

Q i Q

= τ

= τ

∫
∫

(9)

В формуле (7) K – кулоновский интеграл взаимодействия всех дипольных
и квадрупольных моментов, выраженных согласно (9) как

ˆ0 к.c.l l l
i

i
c P i= +∑P ,   ˆ0 к.с.l l l

i
i

Q c Q iαβ αβ= +∑ ; (10)

                                                
1 Точнее, каждый из атомов с подавляющей вероятностью является невозбужден-
ным.
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ll ll ll

l ll ll l ll

ll

l l l l
l l l l ll ll

ll ll

l l ll ll ll l

Q X P

Q X X

K Q Q
Q Q Q Q X X

Q Q X X X X

′ ′′ ′ ′ ′
αβ

′ ′ ′
αβ

′ ′ ′ ′
αβ α β

′
αβ

′ ′
αβ αβ ′ ′ ′ ′

αβ αβ αβ βγ α γ

′ ′
αβ αβγ

′ ′ ′ ′ ′
αβ γδ α β γ δ

− − +

+ +

=

+ − +

+

∑

∑

∑ ∑

P P P r P r

r r r

P r

r
P P

r r

9

ll ll

l

ll

′ ′

′
αβγδ

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑
r

. (11)

Гамильтониан взаимодействия l- и l′-атомов ˆ ll
srH ′ , из которого выделена

дальнодействующая энергия, обязанная кулоновскому взаимодействию всех
диполей и квадруполей, включенных в K (11):

( ) ( ) ( )
2(9)2 2

44
0

1ˆ ˆ00 00 2 0 00l l ll l l ll
sr sr sr

i li

U H D i H
E E

′ ′ ′
αβ

′αβ

⎛ ⎞
− = +α + β − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ ∑ ∑r r β . (12)

Первое слагаемое в (12) представляет собой взаимодействие двух неде-
формированных атомов и оказывается центральным, если не учитывать тре-
бование ортогональности 0

lΨ  и 0
l′Ψ . Прочие же слагаемые, как видно из обо-

значений, явно содержат трехчастичные члены, зависящие от координат rl,
rl′, rl′′, где l′ и l″ – ближайшие соседи узла l. Поэтому соответствующее
взаимодействие получается нецентральным.

3. Уравнение колебаний криокристаллов в гармоническом
приближении

Полученный адиабатический потенциал (7) представляет не абсолют-
ный, а только относительный минимум среднего гамильтониана. Он со-
ответствует наименьшему с точки зрения вариационного принципа вы-
бору функции электронов Ψ при дополнительных условиях, когда фик-
сированы произвольные значения дипольных и квадрупольных момен-
тов всех атомов Pl, αβ

lQ  (10). Из уравнения (7) все коэффициенты l
ic  (а

следовательно, и форма функции Ψ) выражаются через эти моменты.
Поэтому можем рассматривать их как единственные, оставшиеся еще
неопределенными, вариационные параметры, для нахождения которых
нужно минимизировать выражение U (7) по Pl, αβ

lQ , что приводит к та-
ким уравнениям:

α
l

U
P
∂
∂

,   
αβ

0l

U
Q
∂

=
∂

. (13)
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Во второй группе уравнений (13) необходимо учитывать, что из шести
смешанных моментов αβ

lQ  независимы только три типа αβ βα
l lQ Q= , а из трех

диагональных моментов αα
lQ  независимы только два, так как αα

α
0lQ =∑ . На

практике удобно дифференцировать U независимо по каждому из 11
lQ , 22

lQ ,

33
lQ , но с учетом этого дополнительного условия. После исключения из (13)

α
lP , αβ

lQ  и подстановки их в U получаем истинный адиабатический потенци-
ал, с помощью которого запишем уравнение движения

l
l

Umu
uα
α

∂
= −

∂
. (14)

Ввиду условия (13) при дифференцировании U по luα  достаточно учиты-
вать только явную зависимость U от смещения. Тогда удобно рассматривать
уравнения (13), (14) совместно, считая Pl, αβ

lQ  дополнительными динамиче-

скими параметрами, которым, однако, отвечают нулевые массы2.
Ограничимся здесь гармоническим приближением, когда оказывается воз-

можным определить все параметры теории и получить собственные частоты и
амплитуды колебаний решетки. Обращаясь к формуле (7), мы видим, что два
первых слагаемых адиабатического потенциала квадратичны по Pl, αβ

lQ  так же,
как и кулоновское взаимодействие (11). Два следующих слагаемых линейны по
Pl, αβ

lQ . Поэтому их коэффициенты lβ , lDαβ  должны быть представлены в ли-
нейном приближении по векторам смещений lu . Наконец, величину ( )l l

srU ′−r r
и энергию Ван-дер-Ваальса нужно представить в кадратичном разложении по

lu , l′u . Из выражения для lβ  (8) видно, что это сумма по l′ слагаемых ll′β , каж-
дое из которых зависит только от разности координат ( )l l′−r r . Поскольку это
вектор, а единственным выделенным направлением является вектор ( )l l′−r r , то

очевидно, что ( )( )l l
ll ll l l

l l

′
′ ′ ′

′

−
= −

−
r rβ β r r
r r

, а скалярная величина ll′β  будет зави-

сеть только от расстояния ближайших (смещенных) узлов.
Поэтому в линейном приближении по смещениям

0

0 0 2
0 0 0

( ) ( ) d ( )( ) ( ) ( )( )
d

l l l l l l ll
ll ll ll l l l l

r

rr r
r r r r r

′ ′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ⎡ ⎤− − − β
= + + − − ⎢ ⎥

⎣ ⎦

r r u u r rβ β β u u r r . (15)

                                                
2 Заметим, что систему (13), (14) в фурье-представлении можно решить в аналитиче-
ской форме для трех симметричных направлений волнового вектора k. Но для k об-
щего положения, когда приходится прибегать к машинному счету, оказывается удоб-
ным ввести в левые части (13) небольшие силы инерции lPμ  и lQαβν  с μ, ν << m, что
позволяет использовать стандартные программы. В конечном результате нужно от-
бросить собственные колебания с большими частотами порядка μ–1/2 и ν–1/2.
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Первый член после суммирования по l′ исчезает вследствие центральной
симметрии окружения. Аналогичные рассуждения применимы и к члену

l lD Qαβ αβ . Согласно (8) 
nn

l ll

l

D D ′
αβ αβ

′

=∑ . Каждое из слагаемых αβ
llD ′  определяется

только расположением атомов l′ и l″. В системе координат ξ η ζ, где за ось
ξ выбрано направление l l l l′ ′+ − −r u r u , ввиду осевой симметрии ясно, что

смешанные компоненты этого тензора будут равны нулю, а 
3

1

0lDαα
α=

=∑ , по-

скольку таким свойством обладают операторы ˆ lQαβ , входящие в определе-

ние величин lDαβ  (8). Поэтому существует единственная независимая ком-
понента

2 2ll ll llD D D′ ′ ′
ξξ ηη ςς= − = − .

Инвариант αβ αβ
αβ

ll lD Q′∑  записывается сначала в этой локальной системе ко-

ординат. Затем разложим llD ′
ξξ  до членов, линейных по смещениям l l′−u u ,

0
0

d1( ) ( )
d

ll
ll ll l l llD

D D r
r r

′
ξξ′ ′ ′ ′

ξξ ξξ= + −u u r (16)

и преобразуем все к общей кристаллической системе координат. В результа-
те получается билинейная форма от величин αβ γ γ( )l l llQ u u ′− . Очевидно, что

1 1 1 ( )
2 2 2

ll l ll l l l

l l
D Q D Q Q Q′ ′

αβ αβ ξξ ξξ ηη ςς
′ ′

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  =

= 
0

0

d3 3 1( ) ( )
4 4 d2

ll
ll l ll l l ll l

l l r

D
a D q a D r q

rа

′
ξξ′ ′ ′ ′

ξξ ξξ ξξ ξξ
′ ′

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + −
⎢ ε ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ р р r . (17)

Здесь для удобства все переменные имеют размерность дипольных момен-

тов 1l lq Q
аξξ ξξ= ; l le=p u ; a – половина ребра кубической ячейки. Теперь со-

вершим преобразование компоненты тензора

ξξ αβ
αβ

соs(ξα)соs(ξβ)l lq q=∑ . (18)

Подставляя уравнение (18) в (17), мы можем в члене, содержащем малую
величину ( )l l l l′ ′−u u r , взять соs(ξα)соs(ξβ)  в первом приближении как

2
0/l l l lr r r′ ′

α β , а в члене нулевого порядка 0( )llD r′
ξξ  необходимо брать их в первом

порядке по смещениям

3
0 0 0

( ) ( )соs( )
l l l l l l l l l l l l l l

l l l l

r u u r u u r
r r r

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
α α α α α α α
′ ′

+ − − −
ξα = = + −

+ −
u u r

r u u
.
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Следовательно,

    2 2 4
0 0 0

( ) ( ) ( )
соs( )соs( ) 2

l l l l l l l l l l l l l l l l l l l lr r u u r u u r r r
r r r

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
α β α α β β β α α β− + − −

ξα ξβ = + −
u u r

. (19)

В результате линейный по квадруполям член в (7) приобретает вид

( )
0

(9) 6

1

d ( )1 3
2 d8 2

i i

ll
l e l ell l l

i i i
ir

D raD Q q е е
rе

′
ξξ′ + −

αβ αβ αβ α β
αβ αβ =

→ −∑ ∑ ∑ р р е  +

+ ( ) ( ) ( )
(9) 6

0
3 ( )
8

i i i i i il e l e l e l e l e l ell l
i i i i i

i
D r q е е е е
е

+ − + −′ + −
ξξ αβ α α β β β α α β

αβ

⎡ ⎤− + − − −⎣ ⎦∑∑ р р р р р р е . (20)

Здесь ei – безразмерные векторы, направленные от узла lr  к шести ближай-
шим соседям l′r :

e1 = i + j;   e2 = i – j;   e3 = i + k;   e4 = i – k;   e5 = j + k;   e5 = j – k.

Остальные шесть соседей определяют векторы ei и уже учтены явно в
формуле (20).

Таким образом, теория содержит четыре параметра:

ll′β ;   
0

0
0

d 1 ( )
d

ll

r

r
r r

′⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

β ;   0( )llD r′
ξξ ;   

0

0

0

d ( )1
d

ll

r

D r
r r

′
ξξ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

.

Наконец, разложение члена Usr по степеням смещений в квадратичном
приближении (линейные члены зануляются из соображений симметрии) со-
держит только квадраты продольных u  и поперечных ⊥u  (по отношению к

линии ( )l l′−r r ) разностей смещений lu  – l′u . Смешанный член u ⊥u  исче-
зает, так как в отсутствие поперечного смещения 0⊥ =u  должна отсутство-

вать и поперечная сила U
u⊥

∂
∂

.

Поэтому
2

2
2

0

( )
( ) const ( )

4 4

l l ll
l l l l l l

sr
f dU

r

′ ′
′ ′ ′

⎡ ⎤−⎣ ⎦+ − − = + − +
u u r

r u r u u u , (21)

где f и d – параметры теории. В случае центральных короткодействующих
сил они выражаются через первую и вторую производные от ( )srU r :

00

d1
d

sr

r

Uf
r r

= ,   
00

2

2
0

d d1 
d d

sr sr

rr

U Ud
r r r

= − . (22)

Тогда адиабатический потенциал имеет вид квадратичной формы от pl, Pl,
lqαβ , разделенной на куб длины, и мы имеем
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22 (12)
0

22
2

0

(6) (9
2 2

3

1( ) ( )
4 2( )

2 ( ) ( )
16 8

( )1 1( ) ( )
2 4 ( )

1

i i

i i

l l l l ll l l ll
l

l l l l l ll

l е l е
i i il l l

l е l е
i

h g
r

H GА
r

wе е
q q q

b v р р е

U
а

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′

′+ −
α β

αα αβ αβ + −
α α≠β αβ α α β

⎡ ⎤− + − +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥+ − + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤− +⎡ ⎤
+ + + ⎢ ⎥⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

∑

∑ ∑

р р P Р r р р r
Р

р р р р r

р р е

( )( )

)6

1

8 10 12
2

2

2
0

8 10 12

3

( )
2

( )1
2

4 5 6

3

1
2

l i

l l

ll ll ll

l l ll

l

ll ll ll

l ll l lll l

ll ll

а а аB R S

r

а а аВ R S

=

′

′ ′ ′

′ ′

′

′ ′ ′

′ ′ ′′

′ ′

+

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + −
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤−⎣ ⎦+ − × +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟× + +
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

−

+

∑∑∑

∑

р р
r r r

р р r

r r r

Р r Р rР Р

r r
a a

5 5

7

2 2
5 7

gd2
9

2

5

25 5
6 3

35
6

l ll l

ll

l ll ll l ll

ll

l l l l ll ll
l

ll ll

l l ll ll ll ll

ll

q Х Р
а

q Х Х
а

q q q q Х Х
а а

q q Х Х Х Х
а

′ ′
αβ

′
αβ

′ ′ ′
αβ α β

′
αβγ

′ ′ ′ ′
′ αβ αβ αβ βγ α γ

′ ′
αβ αβγ

′ ′ ′ ′ ′
αβ α β γ δ

′
αβγδ

⎧
⎪
⎪

⎨

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑
∑

∑ ∑

∑

r

Р r

r

r r

r

l

⎫
⎪
⎪

⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪

⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ . (23)

При этом все параметры оказываются безразмерными:
3

2

2daG
е

= ;  
3

2

4 faH
е

= ;  5 2

6СВ
а е

= ;  7 2

8СR
а е

′
= ;  9 2

10CS
а е

′′
= ;

2
02 2 ( )r аh

е
β

= ;  
0

32 d ( )
d 2r

а r hg
е r

β⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
;  3А

а
α

= ;  44
5

2b
а
β

= ; (24)

0

0

d ( )2 ( )
2 d2

ll
ll

r

D rаw D r
е r

′
ξξ ′

ξξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥⎣ ⎦

;  0
3 ( )llv D r
е

′
ξξ= .

Пользуясь выражением (20), напишем уравнения движения (13), (14), ре-
шение которых ищем в форме плоских волн. При дифференцировании по

lqαα  учитываем связь 0lqαα
α

=∑  и вводим множители Лагранжа, фурье-
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компоненты, которые обозначим через λ. Кроме того, ввиду симметрии
l
αβ βα

lq q=  результат дифференцирования по αβ
lq  при α ≠ β делим пополам. Пусть

е
ll i t iр р − ω +

α α= Kr ;  +е
ll i t iР Р − ω

α α= Kr ;  е
ll i t iq q − ω +

αβ αβ= Kr . (25)

Тогда для амплитуды pα, Pα, qαβ получаем систему

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )р hP g P P Hр G р рα α α α β β α α α β αβ
α≠β α≠β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
Ω = μ + ν + τ + μ + ν + τ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑k k k k k k  +

+ (6) (8) (10)( ) ( ) ( )В R S рαβ αβ αβ β
β

⎡ ⎤χ + χ + χ −⎣ ⎦∑ k k k

– 
(3) (3) (2)

( ) ( ) 2 ( )i v q w q qαβ ββ αβ ββ αβ βα
β β β

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪σ + σ + σ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑ ∑k k k ;

(2)

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Р hp gp g p Р q
А

αβγα
α α α β αβ αβ β

β β βγ

= + μ + ν + τ − ϕ − η∑ ∑ ∑k k k k k βγ;

(2)10 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )q i w v р iw р Р q
b

ααγ ααβγ
αα α αα β βα γ βγ

β γ βγ

= + + σ + σ + η − ς +λ∑ ∑ ∑k k k k ; (26)

( )10 ( ) ( )q i р р w
b αβ α βα β αβ= + σ + σk k  +

( ( ) ( )) ( ) ( )
2
iv р р Р qαβγ αβγδ

α ββ β αα γ γδ
γ γδ

+ σ + σ + η − ς∑ ∑k k k k .

Здесь введены безразмерные частоты 
3

2

ma
е

Ω = ω  и следующие функции

безразмерного волнового вектора k = aK:

( ) 3 cos cos ;  ( ) 2 cos cos ;

( ) sin sin ;  ( ) sin cos ;  ( ) sin cos .

k k k k

k k k k k k

γ β α α β
γ<β β≠α

αβ α β αβ α β αα α β
α≠β

μ = − ν = −

τ = σ = σ =

∑ ∑

∑

k k

k k k
(27)

Они возникают при суммировании по ближайшим соседям. Сравнительно
дальнодействующие силы Ван-дер-Ваальса после суммирования по решетке
дают функции (6)

αβχ ( )k , (8)
αβχ ( )k , (10)

αβχ ( )k , определяемые формулой

2 2
( )

0

( , )e (0, )1( )
i

n n nF F
nαβ

α β α β =

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪χ = −⎨ ⎬∂ρ ∂ρ ∂ρ ∂ρ⎪ ⎪⎩ ⎭

kρ

ρ

k ρ ρk , (28)

где
( )

` e( , )
i

n nl
F

−

=
−

∑
k l ρ

k ρ
l ρ

;   n = 6, 8, 10.
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Наконец, дальнодействующие кулоновские силы после суммирования по
решетке дадут функции ϕαβ(k), αβγη ( )k , αβγδς ( )k , представляющие вторую,
третью и четвертую производные от функции

( )
' e( , )

i

l
S

+

=
+∑

k l ρ

k ρ
l ρ

соответственно с множителями 1, 1/3! и 1/(3!)2. Функции ϕαβ(k) выведены в
исходной работе К.Б. Толпыго [7], а рассчитанные по Эвальду их значения
для 28 точек 1/48 зоны Бриллюэна даны в [24]. Функции (6)

αβχ ( )k  рассчитаны
в [33] путем преобразования сумм 6 ( , )F k ρ  по формуле Эмерслебена [34].
Аналогично рассчитаны функции (2)

αβχ ( )k  и (10)
αβχ ( )k , их значения для сим-

метричных направлений k приведены в работе [28]. Функции αβγη ( )k  для 8
точек в k-пространстве (для направлений [100] и [111]) приведены в [35], а
функции αβγδς ( )k  для трех направлений – в [36]. Система (26) представляет
совокупность 12 уравнений для трех составляющих рα, трех Рα и шести αβq .
Условие 0

l
qαα =∑  позволяет исключить дополнительную переменную λ.

4. Исследование длинноволновых колебаний решетки

Рассматривая уравнение (26) в приближении k << 1, разложим все функции
(27), (28) по степеням k до члена ~ k2 включительно. При этом получится

22
2

αα

μ( ) ,  ( ) ,
2 2

( ) 2 ,  ( ) ,  τ ( ) .

kkk

k k k k

α
α

α αβ α αβ α β

= ν = +

σ = σ = =

k k

k k k
(29)

2 2
αβ 2

2( ) 2 0.2371 0.28999 0.42128
3

k k
k k k k

k
α β

αβ αβ α β α αβ
π

ϕ = δ − π − δ + + δk , (30)

2

2

2

2

2

4

2

2 2

2

( ) 0.41484 ,
3

( ) 0.31592 ,  ,
3

( ) ,  ,
3

( ) 0.1565 ,
18

( ) 0.07824 ,   .
18

ki k
k

ki k
k

k k k
i

k
k
k
k k
k

ααα α
α

ααβ α
β

α β γαβγ

αααα α

α βααββ

⎛ ⎞π
η = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞π

η = − α ≠ β⎜ ⎟
⎝ ⎠

π
η = α ≠ β ≠ γ

π
ζ = − +

π
ζ = + α ≠ β

k

k

k

k

k

Для других комбинаций значков
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2( ) ,  ,  
18

k k k k
k

α β γ δαβγδ π
ζ = α = β = γ ≠ δ α = β ≠ γ ≠ δk .

Далее получаем
(6) 2 2

(6)

(8) 2 2

(8)

(10) 2 2

(10)

( ) 0.26247 0.71820 ,

( ) 1.12718 ,  ;

( ) 0.18951 0.36463 ,

( ) 0.64568 ,  ;

( ) 0.12523 0.20133 ,

( ) 0.37870 ,  .

k k

k k

k k

k k

k k

k k

αα α

αβ α β

αα α

αβ α β

αα α

αβ α β

χ = − −

χ = − α ≠ β

χ = − −

χ = − α ≠ β

χ = − −

χ = − α ≠ β

k

k

k

k

k

k

(31)

Подставляя выражения (31) в (26), мы видим, что величина Pα по отношению к
pα имеет порядок k2, а qαβ – порядок k. Так как Pα входит в первую группу урав-
нений (26) помноженным на k2, ими в этом приближении можно пренебречь.
Исключая qαα и qαβ из последней группы уравнений (26) и подставляя их в пер-
вую, придем к уравнениям, имеющим характер уравнений теории упругости:

2
2 2

2 2

2
2

1 ( )0.26247 0.18951 0.125235
2 1/ 0.15649

( ) 1 ( 2 )( ) 1.12718 0.64568 0.37870
1/ 0.15649 31/ 0.23474

1 2( )0.40898 0.28085 0.17737
2 1/ 0.1

w vp p k H G B R S
b

w v w vk G B R S
b b

w vp k G B R S
b

α α

λ

α α

⎡ ⎤+
Ω = + − − − − +⎢ ⎥+⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
+ − − − − + +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

+
+ − + + + +

+

pk

2( 2 ) .
5649 1/ 0.23474

w v
b

⎡ ⎤+
−⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

(32)

Сравнивая это выражение с уравнениями макроскопической теории упруго-
сти, имеющими при нулевом давлении вид

( ) ( )2 2 2
44 12 44 11 12 44( ) 2p C p k C C k C C C p kα α α α αρ ω = + + + − −pk , (33)

и вводя в (32) размерные величины ω и k , получаем следующие выражения
для модулей упругостей типа Браггера3:

  

2 2

44 4

2 2

12 4

2 2

11 4

1 ( )0.26247 0.18951 0.125235 ,
2 2 1/ 0.15649

1 1 ( 2 )0.86471 0.45617 0.25347 ,
2 2 3 1/ 0.23474

2 ( 2 )0.98067 0.55434 0.32656
2 3 1/ 0.23474

e w vC H G B R S
a b

e w vC G H B R S
a b

e w vC G H B R S
a b

⎡ ⎤+
= + − − − −⎢ ⎥+⎣ ⎦

⎡ ⎤+
= − − − − +⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎡ ⎤+
= + − − − −⎢ −⎣

.⎥
⎦

  (34)

                                                
3 При выводе формул (32) и (34) мы также предполагаем, что давление равно нулю.
Это накладывает определенное условие на параметры теории. Оно будет сформу-
лировано и использовано ниже (см. (36)) для частного случая центральных сил.
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В приближении центральных сил параметр H может быть выражен через все
прочие параметры из того условия, что при опытном значении постоянной ре-
шетки ее энергия имеет минимум. При равномерном сжатии или растяжении
кристалла все Pα, qαβ зануляются, и энергия, рассчитанная на одну ячейку, есть

6 8 106 2 4

1 1 16 ( 2) (0.0) (0.0) (0.0)
2srU U a F C F C F C

a a a
⎡ ⎤′ ′′= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

, (35)

где F6(0.0), F8(0.0), F10(0.0) согласно определению (28) представляют реше-
точные суммы от 1/r6, 1/r8, 1/r10 соответственно и равны 1.80674, 0.80001,
0.38472.

Дифференцируя U по а и приравнивая нулю, получаем согласно
определению величин f (22) и d (24), что

[ ]6 8 10
1 (0.0) (0.0) (0.0)
6

H BF RF SF= − + + . (36)

Если подставить это значение в (34) и упростить формулы, имеем
2 2

44 4

2 2 2

12 44 4

2 2

11 4

1 ( )0.56359 0.32284 0.18935 ,
2 2 1/ 0.15649

( ) 1 ( 2 ) ,
2 1/ 0.15649 3 1/ 0.23474

2 ( 2 )1.2818 0.68768 0.39074 .
2 3 1/ 0.23474

e w vC G B R S
a b

e w v w vC C
a b b

e w vC G B R S
a b

⎡ ⎤+
= − − − −⎢ ⎥+⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
= + +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

⎡ ⎤+
= − − − − ⋅⎢ ⎥−⎣ ⎦

(37)

Отсюда видно, что соотношение Коши C12 = C44 при центральных коротко-
действующих силах получается только в пренебрежении квадрупольной де-
формацией атомов. Если же последнее существенно, то, как видно из (37),
C12 > C44. Это неравенство действительно имеет место для тяжелых КИГ
при р = 0. Для Ar и Ne разные авторы приводят различные значения упругих
модулей, и по одним данным при р = 0  C12 > C44, а по другим – C12 < C44.
По нашему мнению, обратное неравенство связано с нецентральностью Usr
(когда формула (36) перестанет быть справедливой) и наличием трехчастич-
ных сил. Подробнее этот вопрос рассмотрен в работах [27,36] и в следую-
щем разделе.

5. Отклонение от соотношения Коши в тяжелых КИГ

Ряд наших работ [37–42] был посвящен теории упругих свойств КИГ
под давлением на основе неэмпирического расчета короткодействующе-
го потенциала отталкивания Usr – парного (с учетом первых и вторых
соседей), а также трехчастичного. В работах [40–42] исследуются ко-
роткодействующие многочастичные силы, обязанные перекрыванию
электронных оболочек атомов, в рамках модели К.Б. Толпыго без учета
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деформации электронных оболочек. Учет трехчастичного взаимодейст-
вия в гармоническом приближении изменяет двухчастичное взаимодей-
ствие, делая его нецентральным, и обусловливает наличие в уравнениях
колебания кристалла «трехчастичных» слагаемых. Трехчастичные силы,
возникающие из-за ортогонализации волновых функций, изменяют ход
дисперсионных кривых при всех k, в частности нарушая соотношение
Коши. Было получено хорошее согласие теоретического и эксперимен-
тального отклонений от соотношения Коши для Ar в широком интервале
давлений.

В случае тяжелых КИГ следует учитывать квадрупольную деформацию
электронных оболочек. Тогда отклонение от соотношения Коши, записанное
через модули Бирча, примет вид:

2

12 44 12 44 04

1 1δ 2 2δ 4
2 2 3 t
eC C B B p H V T V R
a

⎡ ⎤= − = − − = − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
. (38)

Параметры трехчастичного взаимодействия получены в [41]. Они выра-
жаются через интеграл перекрытия ll

zzS S=  и его производные Si, fi, что дает
возможность рассчитать эти параметры индивидуально для каждого кри-
сталла ряда Ne–Xe:

[ ]3
1 2 1 2 1 2 2 1 1 1 2δ 64 ( ) 2 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( ) ( )H a S r S r f r S r f r S r f r= − + − ; (39)

3 2 2
1 3 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 3 2δ 64 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( ) 9 ( ) ( )G a S r S r f r S r f r S r S r f r S r f r⎡ ⎤= − + + +⎣ ⎦ , (40)

где 1 2r a=  – расстояние между ближайшими соседями, а 2 6 / 2r a= ,

2 2( ) /f S r r= ;

3

0 2
2

6

d
d ( ) 2128 ( )

d dr a

R a

Rf
a a S r aV S r
e r r R R=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎜ ⎟⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

; (41)

2

2

d ( ) 0
6 d

t
t

U aaR
e a

= − > . (42)

Параметры T и V выражаются через параметры квадрупольной деформа-
ции w и v (24).

Наши расчеты [39] упругих свойств Xe были проведены на основе парного
неэмпирического потенциала Vsr, рассчитанного с точностью до S2 в прибли-
жении ближайших (первых) и вторых соседей (см. подробнее в [37] и [39]).
Однако на тот момент не было эксперимента для сравнения с нашими резуль-
татами. На рис. 1 представлены результаты эксперимента 2009 г. [43] и наши
расчеты модулей Бирча Bij [37,39]. Как видно, согласие хорошее, учет вторых
соседей вносит заметный вклад и необходим при больших давлениях.
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Как бы хорошо теория на основе парного потенциала ни описывала урав-
нение состояния и модули упругости, она всегда дает C12 = C44 и не может
описать значительное отклонение от соотношения Коши, наблюдаемое в
эксперименте для всех кристаллов, независимо от типа химической связи
при нулевом и ненулевом давлении.

Рассчитаем для Xe параметры трехчастичного взаимодействия аналогич-
но работе [41] по формулам (39)–(42) и оценим параметры квадрупольного
взаимодействия. Как видно из (8), зависимость αβ

llD ′  от сжатия может быть
получена после расчета матричного элемента 0 00ll

sri H ′ . Для оценки по-

ложим [23]:
2

0 00 00 00ll ll ll
sr sr sr

Si H H V A
R

′ ′ ′≈ = ≈ , (43)

где R  – расстояние между атомами l и l′ (для ближайших соседей R = r1), A –
некий коэффициент. Кроме того, положим T ≈ 8V [27,28].

На рис. 2 показана зависимость
искомого параметра V от сжатия u =
= ΔV/V0 (ΔV = V0 – V(p), V0 – объем
при p = 0) при разных коэффициентах
A. Видно, что лучший результат по-
лучается при A = 0.8. В таблице при-
ведены трехчастичные и квадруполь-
ные параметры, а также вклад в δ за
счет трехчастичного взаимодействия
δt и квадрупольного δq и δexp [43].

Как видно на рис. 3 [19,44], откло-
нение от соотношения Коши для Xe
только за счет трехчастичного взаи-
модействия совершенно не согласу-
ется с экспериментальным δexp в от-
личие от Ar [41,42]. Наш расчет δtheor =
= δt + δq с учетом квадрупольной

Рис. 1. Зависимость модулей упруго-
сти Бирча Bij для Хе от давления: рас-
чет в модели М3: ■□, ●○, ▲△ – соот-
ветственно B11, B12 и B44 с учетом
первых (зачерненные символы) и вто-
рых соседей (светлые) [39];  – экспе-
римент [43]

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.1

0.2

0.3

0.4

4
3
21

V

u
Рис. 2. Зависимость квадрупольного
параметра V для Xe от сжатия: кривые
1, 2, 3 и 4 соответствуют коэффициен-
там A = 1, 0.8, 0.75 и 0.62 (см. формулу
(43));  – расчет V по формуле (38) при
δ = δexp [43]
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деформации δq описывает отклонение от соотношения Коши в хорошем со-
гласии с экспериментом. Ab initio расчеты в теории функционала плотности
(DFT) [44] согласуются с экспериментом только вблизи p = 0. С ростом дав-
ления расхождение становится все заметнее. Та же тенденция просматрива-
ется в результатах [19], где расчеты выполнены на основе эмпирических по-
тенциалов в многочастичной модели.

Заключение

В серии работ «Элементарные колебания в кристаллах инертных газов. 1–3»
[45–47] были рассмотрены неадиабатические эффекты, т.е. электрон-фонон-
ные взаимодействия, обусловленные деформацией электронных оболочек в
дипольном приближении. Это соответствует учету низших членов по пара-
метру неадиабатичности. Как известно [48], они не вносят вклад в модули
упругости. Следующий порядок, т.е. рассмотрение электрон-фононного
взаимодействия, обусловленное деформацией электронных оболочек в квад-
рупольном приближении, приводит к появлению соответствующих слагае-
мых в выражениях для модулей упругости (34). Они дают меньший вклад по
сравнению с парным потенциалом, но сравнимы с вкладом трехчастичного
взаимодействия (параметры 0V  и V – одного порядка). Особенно это прояв-

ляется при анализе отклонения от соотношения Коши δexp, во всяком случае
для тяжелых КИГ. Заметим, что ab initio расчеты в теории функционала
плотности не воспроизводят δexp в случае Kr и Xe [43].

Таким образом, показано, что при высоких давлениях квадрупольное
взаимодействие играет существенную роль в упругих свойствах КИГ и его
следует учитывать наряду с трехчастичным.
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О.П. Троїцька, В.В. Чабаненко, І.В. Жихарєв, Є.Є. Горбенко, К.О. Пилипенко

КВАДРУПОЛЬНА ВЗАЄМОДІЯ В ДИНАМІЦІ ҐРАТКИ СТИСНЕНИХ
КРИСТАЛІВ ІНЕРТНИХ ГАЗІВ У МОДЕЛІ АТОМІВ, ЩО МОЖУТЬ
ДЕФОРМУВАТИСЯ. I. ЗАГАЛЬНА ТЕОРІЯ
Побудовано динаміку ґратки кристалів інертних газів на основі адіабатичного на-
ближення, коли враховується деформація електронних оболонок атомів дипольного
та квадрупольного типу в залежності від зміщення ядер і одночасно виникають си-
ли Ван-дер-Ваальса. Найбільш далекодіючими виявляються при цьому дипольні
сили. Отримані рівняння коливань досліджено в довгохвильовому наближенні. Об-
говорюється роль трьохчасткової взаємодії та квадрупольної деформації оболонки
в порушенні співвідношення Коші.

Ключові слова: кристали інертних газів, деформація електронних оболонок, квад-
рупольна взаємодія, багаточасткова взаємодія, високий тиск, енергія кристала, ко-
роткодіюче відштовхування, співвідношення Коші, електрон-фононна взаємодія

E.P. Troitskaya, V.V. Chabanenko, I.V. Zhikharev, Ie.Ie. Gorbenko, E.A. Pilipenko

QUADRUPOLE INTERACTION IN LATTICE DYNAMICS
OF COMPRESSED RATE-GAS CRYSTALS IN MODELS
OF DEFORMABLE ATOMS. I. GENERAL THEORY
The lattice dynamics of rare-gas crystals is based on the adiabatic approximation taking
into account the deformation of electron shells of atoms of dipole and quadrupole types
depending on the nuclear displacements and at the same time there are Van-der-Waals
forces. The dipole forces turn to be the most long-range ones. The obtained wave’s equa-
tions are investigated in long-wave approximation. The role of three-body interaction and
quadrupole deformation of the shell in the violation of Cauchy relation is discussed.

Keywords: rare-gas crystals, deformation of electron shells, quadrupole interaction,
many-body interactions, high pressure, crystal energy, short-range repulsion, Cauchy re-
lation, electron-phonon interaction

Fig. 1. Pressure dependence of the Birch modules Bij for Xe. Calculation is done in the
M3 model accounting first neighbors (full symbols) and next-to-nearest neighbors (empty
symbols) [39], ■□, ●○, ▲△ are related to B11, B12 and B44, respectively;  – experiment
[43]
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Fig. 2. Pressure dependence of the quadrupole parameter V for the Xe. Curves 1, 2, 3, and
4 are the coefficients A = 1, 0.8, 0.75, and 0.62 (see formula (43)), respectively;  – cal-
culation V by formula (38) at δ = δexp [43]

Fig. 3. Pressure dependence of deviation from the Cauchy relation δ (38) for Xe. Curve 1
is our calculation δt, taking into account the three-body interaction only (V = T = 0); 2 and
3 are our calculation δtheor = δt + δq, taking into account the quadrupole interaction V (see
curves 2 and 3 in Fig. 2); 4 is calculation in the DFT [44]; 5 is calculation of the many-
body model with empirical potentials [19];  – experiment [43]


