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Системы основаны на определе-
нии степени близости одного про-
дукционного правила по отноше-
нию к другому путем определения 
расстояния между ними. Для 
сравнения двух «близких» продук-
ций используются различия в рас-
пределении вероятностей их зна-
чений. В качестве примера рас-
сматривается применение таких 
систем для получения нового ма-
тематического знания в теории 
числовых рядов. Доказывается те-
орема, теоретически обосновы-
вающая применение вывода по 
аналогии при получении сумм не-
известных числовых рядов. 
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Настоящая работа посвящена получению но-
вых математических знаний с помощью сис-
тем выводов по аналогии. Рассматривается 
применение таких систем при получении но-
вого математического знания в теории чи-
словых рядов. 
Знания, которые используются в системах 

выводов по аналогии, представляются в виде 
продукционных правил типа «если &1X    

KXXX &&&& 32 … , то A », где ,1X  ,2X  

KXX ,,3 … , A  – некоторые предикаты [1]. 
 Разработанные нами в [2] системы вывода 

по аналогии основаны на принципе, что бли-
зкие условия влекут близкие следствия. По-
этому для построения выводов по аналогии в 
[2] вводится расстояние между предикатами, 
с помощью которого сравнивается степень 
близости одного продукционного правила по 
отношению к другому. Сравнение двух «бли-
зких» предикатов основывается на различиях 
в распределении вероятностей их значений. 
В работах [2–3] рассмотрены различные 

виды расстояний между предикатами. Изу-
чена взаимосвязь этих расстояний и их свой-
ства.  

1. Схема правила вывода по аналогии. 
Вывод по аналогии проиллюстрируем на 
следующем примере. Пусть требуется прове-
рить: приведут ли условия …&&& 321 XYY   

KX&…  к  следствию A .
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Система логического вывода обнаруживает, что в базе знаний имеется по-
хожее знание «если KXXX &&& 21 … , то A», достоверность которого равна 
p . В данном знании условия 1X  и 2X  не совпадают с 1Y  и 2Y . Вычисляется 
степень этого несовпадения, для чего находится расстояние ),( YXd  между фор-
мулами 21 & XXX =  и 21 & YYY = . Если это расстояние не превышает порога η , 
то делается вывод о возможности следствия A . Достоверность данного заключе-
ния: pp <′ . Величина, на которую уменьшится достоверность, зависит от рас-
стояния между X  и Y . Схему правила вывода по аналогии можно представить в 
виде 

 
AB

BBdABB
→′

<′→′ η),(,, . (1) 

2. Переменный предикат. Под предикатами KXXXX ,,,, 321 … , A , с по-
мощью которых представляются знания типа «если ,&&&& 321 KXXXX …  
то A », будем понимать переменные предикаты. Дадим определение переменно-
го предиката [2]. 

Определение 1. Пусть { }……  ,,  ,, 21
21

rm
r

mm πππ=Π  – множество предикат-

ных символов соответственно арности ……  ,,  ,, 21 rmmm , которые называются 
предикатными константами. Под переменным предикатным символом или 
просто предикатом понимается знак (или последовательность знаков), обозна-
чающий произвольный элемент из .Π  Множество Π  будем называть множест-
вом значений переменного предиката. 

Пусть P  – переменный предикатный символ, множество значений Π  кото-
рого состоит из предикатных констант одинаковой арности, равной m , имею-
щих вид ),  ,( 1 mi

m
i xx …ππ = , ……  ,,  ,2 ,1 ri = , где mxx  ,  ,1 …  – символы предмет-

ных (индивидных) переменных [4]. Тогда P  называется m -арным переменным 
предикатом или просто m -арным предикатом и обозначается ). ,  ,( 1 mxxP …  

Для интерпретации m -арного переменного предиката ),  ,( 1 mxxP …  необ-
ходимо указать области изменения mDDD ,  ,, 21 …  предметных переменных 

mxx ,  ,1 … . Обычно .  21 DDDD m ==== …  Кроме того, для каждой предикатной 
константы, входящей в Π , необходимо задать отображение mDDD ××× …21  в 
{И, Л}. Таким образом, интерпретация m -арного переменного предиката 

),...,( 1 mxxP  состоит из множества интерпретаций его значений ),({)( 1
mIPI π=  

}. ),( ,  ),( 2 …… m
r

m II ππ  При замене символов предметных переменных mxx ,...,1  в 
предикатных константах Π  m  объектами из mDDD ×××    21 …  получаем мно-
жество высказываний об этих объектах. Если это множество состоит только из 
истинных высказываний, то будем говорить, что m  объектов принадлежит об-
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ласти истинности переменного предиката. При 1=m  предикат характеризует 
«свойство» объекта, при 1>m  – «отношение» между объектами. 

3. Метрика на множестве предикатов. Для измерения степени «близости» 
знаний можно ввести метрику на множестве предикатов, являющихся компо-
нентами этих знаний. Для построения такой метрики каждый переменный пре-
дикат, входящий в продукцию, будем характеризовать вероятностями его зна-
чений или функцией распределения его значений. Аналогичную метрику можно 
ввести на множестве формул вида KXXXX &  & 21 …= .  

Пусть задан переменный m -арный предикат A  с множеством значений 

{ }……  ,,  , , 21
m
r

mm πππ=Π . 

Определение 2. Под вероятностью ip  значения m
iπ  переменного преди-

ката будем понимать вероятность события, состоящего в том, что предикатная 
константа m

iπ  примет логическое значение «ИСТИНА» при подстановке в пере-
менный предикат вместо аргументов произвольных m  объектов из области ис-
тинности переменного предиката. 

Вектор вероятностей { }……  ,,  ,, 21 rpppG =  называется вектором распре-
деления вероятностей переменного предиката. Он представляет собой аналог 
плотности вероятностей для случайной величины, принимающей дискретные 
значения. 

Формулы также будем характеризовать вероятностями  значений. Для это-
го понадобится понятие значения формулы. Пусть задана формула &1XX =  

KXX &  && 2 … . Обозначим множество значений предиката iX  арности im  

через { }……  ,,  ,, 21
iii m

ri
m
i

m
ii πππ=Π . 

Определение 3. Значениями формулы X  называются элементы множества 
KW Π××Π×Π=   21 … . 

Таким образом, под значениями формулы понимаются векторы, компонен-
тами которых являются значения переменных предикатов, входящих в формулу. 

Определение 4. Под вероятностью ip  значения Wwi ∈  формулы X  бу-
дем понимать вероятность события, состоящего в том, что все предикатные кон-
станты, составляющие iw , примут логическое значение «ИСТИНА» при под-
становке в формулу вместо аргументов объектов из областей истинности пере-
менных предикатов, составляющих эту формулу. 

Для удобства отображения значений предиката на прямую R  введем мас-
штабируемую функцию, которая значению предиката с индексом i  ставит во 
взаимно однозначное соответствие точку )(ig , равную baiig +=)( , где a  – не-
которое положительное число, а b  – произвольное число. Числа a  и b  опреде-
ляют соответственно масштаб и начало отсчета отображения значений предика-
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та на прямую R . Значение jw  формулы KXXXX &  & 21 …=  представляет 

собой вектор, компонентами которого являются значения переменных предика-
тов, входящих в эту формулу. Эти значения индексируются соответствующими 
индексами. Поэтому значению jw  формулы X  можно поставить в соответствие 

вектор jz  из KR . Этот вектор имеет i -ю координату, равную преобразованному 
с помощью масштабируемой функции индексу предикатной константы )(ig . 

Определение 5. Функцией распределения )(xF  предиката называется ку-
сочно-постоянная функция вещественной переменной x , определенная на пря-
мой R , со скачками в точках )(ig : ∑

≤

=
xig

ipxF
)(

)( . 

Аналогично определяется функция распределения формулы &1XX =  

KXX &  && 2 … . Это функция от K  аргументов ) ,  , ,()( 21 KxxxFxF …=  с об-

ластью определения KR  и со значениями в R : ∑
≤

=
xz

j
j

pxF )( . 

Предикаты или формулы с различными функциями распределения считают-
ся различными и обозначаются разными буквами. 

Определение 6. Два переменных предиката A  и B , или две формулы 
KXXXX &  && 21 …=  и KYYYY &  && 21 …= , определенные на подмножест-

вах одной и той же предметной области, будем называть сравнимыми, если они 
имеют одно и то же множество значений, но имеют различные функции распре-
деления своих значений. 

Сравнимые предикаты обозначаются разными буквами. Несравнимые пре-
дикаты или формулы приводятся к сравнимым с помощью следующих приемов.  

1. Если множество значений AΠ  предиката A  содержит некоторые значе-
ния, которых нет во множестве значений BΠ  второго предиката B , то для то-
го, чтобы несравнимые предикаты A  и B  свести к сравнимым, полагаем, что 
эти отсутствующие значения все же содержатся во множестве значений второго 
предиката, но имеют вероятность, равную нулю. 

2. Если в одной из формул, например KXXXX &  && 21 …= , отсутст-        
вует предикат, имеющийся в другой формуле, например …&& 21 YYY =  

1&& +KK YY… , то разумно предположить, что информация о возможных значе-
ниях 1+KY  в первой формуле отсутствует, т.е. все значения 1+KY  в первой форму-
ле равновозможные. Поэтому дополняем первую формулу предикатом 1+KY  и 
считаем, что распределение его значений равномерное. В результате такого прие-
ма формулы также можно сделать сравнимыми. 
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Различие в распределении вероятностей значений двух сравнимых пре-     
дикатов можно использовать для определения близости предикатов X  и Y         
в системах рассуждений по аналогии. Пусть множество значений предиката       
X  − { }……  ,,  ,, 112111

m
r

mm πππ=Π , а множество значений предиката Y  − 

{ ,, 22212
mm ππ=Π  }…… ,, 2

m
rπ . Обозначим ijp  ( 2,1=i ) вероятность значения m

ijπ  
( 2,1=i ). Обозначим распределение вероятностей значений первого предиката 

X  через { }……  , ,  , , 11211 rpppG = , а распределение вероятностей значений вто-

рого предиката Y  – через { }……  , ,  , , 22221 rpppQ = . Из множества формул для 
определения расстояния между предикатами, рассмотренными в [1], остановим-
ся на расстоянии Хеллингера, которое обладает всеми общепринятыми свойст-
вами расстояния. 

Определение 7. Расстоянием ),( YXd между сравнимыми предикатами X  и 
Y  назовем расстояние Хеллингера ),( QGd  между двумя распределениями веро-

ятностей { }……  ,,  , , 11211 rpppG =  и { }……  , ,  , , 22221 rpppQ = , кото-
рое вычисляется по следующей формуле:  

 ( ) .),(),(
2

21∑ −==
j

jj ppQGdYXd  (2) 

4. Применение систем вывода по аналогии для нахождения сумм число-
вых рядов. Проиллюстрируем применение систем вывода по аналогии для по-
лучения новых знаний в теории числовых рядов.  

Следующая теорема позволяет (при выполнении некоторых общих условий) 
получать выводом по аналогии суммы ранее неизвестных рядов. 

Теорема 1. Пусть в предметной области, состоящей из множества действи-
тельных функций вещественной переменной, заданы следующие три унарных 
предиката: 

1) предикат B′  – «быть функцией )(xg , которая представима рядом Тей-
лора с начальными отрезками в форме полиномов n -й степени )(xfn , 

,...3,2,1=n »; 
2) предикат B  – «быть полиномом n -й степени )(xfn , совпадающим с по-

линомом n -й степени начального отрезка разложения функции )(xg  в 
ряд Тейлора»; 

3) предикат A  –  «быть функцией )(xf , которая представима в виде произ- 

             ведения линейных сомножителей ∏
=

−=
m

i
ixxf

1
)()( α , где mii ,,1, …=α  –  

            корни уравнения 0)( =xf ».  
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Пусть в базе знаний имеется достоверное ЗНАНИЕ 1: AB → , т.е. полином 

)(xfn  представим в виде ∏
=

−=
n

i
in xxf

1
)()( α , где nii ,  ,1, …=α – корни уравне-

ния 0)( =xfn . 
Тогда вывод по аналогии дает следующее достоверное знание: AB →′ , 

функция )(xg  представима в виде ∏
∞

=

−=
1

)()(
i

ixxg α , где ,  ,3,2,1, …=iiα  – кор-

ни уравнения 0)( =xg . 
Доказательство. Для доказательства импликации AB →  достаточно пока-

зать, что η<′ ),( BBd , где η  – сколь угодно малое число. Действительно, по-
скольку в базе знаний имеется похожее знание «если B′ , то A», достоверность 
которого равна 1, и, если будет показано, что расстояние d  между предикатами 
B′  и B  можно сделать как угодно малым, то отсюда выводом по аналогии по 
схеме (1) можно получить новое знание: AB → , достоверность которого будет 
сколь угодно близка к единице. 

Определим расстояние d  между предикатами B′  и B . Для этого нужно 
найти распределения вероятностей значений предикатов B′  и B .  

Зададим предикатные константы для переменных предикатов B′  и B  сле-
дующим образом. Поскольку множествами значений функции )(xg  и полино-
мов )(xfn , …,3,2,1=n   являются вещественные числа, принадлежащие прямой 
R , то разобьем эту прямую рациональными числами на счетное множество не-
пересекающихся интервалов длины не более чем ε . В качестве ε  возьмем ра-
циональное сколь угодно малое число, например которое характеризует допус-
тимую точность задания вещественных чисел в системе.  

Для удобства обозначений обозначим i -й интервал прямой R  рациональ-

ным числом iσ , которое соответствует началу этого интервала. Возьмем в каче-
стве i -й предикатной константы переменного предиката B′  следующую унар-
ную предикатную константу: « )(xg  принимает значение из интервала iσ ». 
Аналогично определяется множество значений предиката B .  

Согласно своему определению предикат B′  принимает логическое значение 
«ИСТИНА» для функций )(xg , разложение которых в ряд Тейлора имеет вид  

η+= )()( xfxg n . 
Предикат B  принимает  значение «ИСТИНА» для функций, являющихся по-

линомами )(xfn , … ,3 ,2 ,1=n .  
Выбором n  остаток η  можно сделать сколь угодно малым число, таким что-

бы при 1nn >  )(xg  и )(xfn  попали в один и тот же интервал прямой R , кото-
рый обозначим .∆   
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Так как функция )(xg  не является случайной функцией, то при некотором про-
извольном, но фиксированном значении аргумента x , вероятности значений всех 
предикатных констант предиката B′  равны нулю, кроме предикатной константы: 
« )(xg  принимает значение из интервала ∆ », вероятность которой равна единице. 

Функция )(xfn  также принимает свои значения детерминировано. Поэтому 
при 1nn >  вероятности значений всех предикатных констант предиката B  равны 
нулю, кроме предикатной константы: « )(xfn  принимает значение из интервала 
∆ », вероятность которой равна единице. 

Очевидно, что расстояние Хеллингера ),( QGd  между распределениями 

{ }……  , ,  , , 11211 rpppG =  и { }  , ,  , , 22221 …… rpppQ =  предикатов B′  и B , кото-
рое вычисляется по формуле (2), равно нулю. Поэтому 0 ) ,( =′BBd . Выводом по 
аналогии по схеме (1), используя ЗНАНИЕ 1, заключаем, что AB →′ , т.е. для 
функции )(xg  также справедливо разложение на линейные сомножители. 

Теорема доказана. 

5. Алгоритм программы получения суммы бесконечного ряда выводом 
по аналогии. 

На основе доказанной теоремы строится алгоритм получения суммы беско-
нечного ряда выводом по аналогии. Он состоит из следующих шагов. 

1. Выбор функции )(xf , имеющей бесконечное число корней. 
2. Разложение функции )(xf  в ряд Тейлора и формирование левой части 

равенства: 

……  
!

)0(  
2

)0()0()0( )(
2

+++′′+′+
n
xfxfxff

n
n  . 

3. Нахождение корней …… ,,,, 21 nααα  функции f . 
4. Разложение на линейные множители функции )(xf  и формирование 

правой части равенства:  

……  1  11
21









−








−








−

n

xxx
ααα

 . 

5. Раскрытие скобок и сведение подобных членов в правой части равенства. 
6. Сравнивание коэффициентов при одинаковых степенях x  равенства и 

получение суммы бесконечного ряда.  

Алгоритм программы получения суммы бесконечного ряда представлен в 
виде блок-схемы на рисунке. 
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РИСУНОК  

Начало

Ввод числа
корней и

членов разло-
жения в ряд
Тейлора  n

k = 0

k = k + 1

k > n

k = 0

k = k + 1

k > n

Вычисление линей-
ного множителя k
в символьном виде

Ввод пере-
менной xk
и индекса ik

Определение
корней
функции

)(xf

Разложение
функции
в ряд

Тейлора

Сравнивание
коэффициентов
при одинаковых
степенях сим-

вольных
переменных

Конец

Формирование про-
изведения линейных

множителей

Раскрытие скобок в
произведении линей-
ных множителей

Символьный вы-
вод результатов
в виде, напомина-
ющем математи-
ческий набор

Да 

Да 

Нет 

Нет 
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Алгоритм состоит из следующих шагов. 
1. Определение корней и разложение в ряд Тейлора функции )(xf . 
2. Ввод числа корней и членов разложения в ряд Тейлора. 
3. Ввод переменных и индексов в символьном виде. 
4. Вычисление линейных множителей в символьном виде. 
5. Формирование произведения линейных множителей. 
6. Разложение в сумму (раскрытие скобок) произведения линейных 

множителей. 
7. Сведение подобных членов. 
8. Символьный вывод результатов в виде, напоминающем матема-

тический набор. 
9. Сравнивание коэффициентов при одинаковых степенях символь-

ных переменных. 
Рассмотрим пример, иллюстрирующий работу этого алгоритма. 
Пример. Рассмотрим уравнение 0)sin(1 =− x .  

Его корни равны … ,
2

9 ,
2

7 ,
2

5 ,
2

3 ,
2

πππππ
−− , каждый из которых является 

двойным, так как кривая )sin(xy =  в этих точках касается прямой 1=y , не пе-
ресекая ее. Следовательно, уравнение  

              0  
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 ,
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и вывод по аналогии приводит к разложению на множители 
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Сравнивая коэффициенты при х в обеих частях равенства, получаем 

…−+−+−=−
ππππ 7
4

5
4

3
441 ,  или  …−+−+−=

9
1

7
1

5
1

3
11

4
π  . 

Это – знаменитый ряд Лейбница. 
Текст программы к примеру  на языке MATLAB. 
function product1; 
n = 3; 
syms x1 x2 x3; 
x = [x1, -x2, x3]; 
x = x.*2; 
[I] = sym(1:1:3); 
[I] = I.*2 - 1; 
[I] = x./I./pi; 
GI = 1 - I; 
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GI = GI.^2; 
d = prod(GI); 
e = expand(d); 
pretty (e) 
end; 
Фрагмент вывода. 
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Таким образом, для трех корней коэффициенты при первой степени x  в 
правой части равенства равны: 

,  
5
4  

3
4  4 x⋅






 −+−

πππ
 и в результате получаем сумму ряда Лейбница. 

Заключение. Таким образом, в работе рассмотрены принципы получения 
новых математических знаний с помощью систем выводов по аналогии, приме-
нение таких систем при получении новых математических знаний в теории чи-
словых рядов. Доказана теорема, теоретически обосновывающая применение 
вывода по аналогии при получении сумм неизвестных числовых рядов. Разрабо-
тан алгоритм, позволяющий получать сумму неизвестного числового ряда с по-
мощью задания некоторой исходной функции )(xf , имеющей бесконечное чис-
ло корней, которая этому ряду соответствует. 
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