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В. Т. Головчан (г. Киев) 

О прочности поликристаллов плотных 
модификаций нитрида бора 

Изложен аналитический алгоритм для вычисления напряжений 
в зернах поликристаллов плотных модификаций нитрида бора. Установленные 
связи между пределами прочности при растяжении и сжатии основаны на ги-
потезе разрушения Гриффитса для двухосного напряженного состояния. Учте-
но влияние на прочность вюртцитного нитрида бора технологических остаточ-
ных термических напряжений, которые формируются в его зернах при спекании 
на стадии охлаждения из-за анизотропии теплового расширения. 

Ключевые слова: аналитический алгоритм, поликристалл, куби-
ческий нитрид бора, вюртцитный нитрид бора, прочность при растяжении, 
прочность при сжатии. 

Введение. Проведение стандартных механических испытаний 
на одноосное растяжение или сжатие таких хрупких сверхтвердых материа-
лов как поликристаллы плотных модификаций нитрида бора из-за высокой 
стоимости подготовки лабораторных образцов представляет сложную техни-
ческую проблему. Используемое в настоящее время диаметральное сжатие 
круглых дисков для измерения прочности сверхтвердых материалов является, 
по существу, специальным методом механических испытаний (как, напри-
мер, поперечный изгиб). При таком нагружении в диске реализуется сложное 
неоднородное напряженное состояние, что делает весьма условным сравне-
ние результатов измерения с прочностью исследуемого сверхтвердого мате-
риала при растяжении. На практике применяется также простейший способ 
оценки прочности по разрушающей нагрузке в условиях статического сжатия 
небольших частиц, полученных из массивного продукта дроблением [1]. 

Цель настоящей статьи состоит в разработке аналитического алгоритма 
для определения соотношения между пределами прочности поликристаллов 
плотных модификаций нитрида бора при одноосном сжатии и растяжении. 
Основой данного алгоритма является решение соответствующей модельной 
задачи для поликристаллического материала. 

Решение модельной задачи. Пусть рассматриваемый анизотропный по-
ликристалл находится в условиях однородного напряженного состояния с 
напряжениями pik. Для определения средних по объему зерна микронапряже-
ний σik воспользуемся расчетной схемой метода самосогласованного поля [2]. 
Рассмотрим бесконечную область, которая состоит из подобластей r ≤ R и r ≥ 
R, где R — средний радиус кристаллита и r — радиальная координата сфери-
ческой системы (r, θ, φ). Свойства макроскопически изотропного материала в 
области r ≥ R определяются упругими модулями сдвига μ, всестороннего 
сжатия K и коэффициентом линейного теплового расширения α. Аналогич-
ные свойства анизотропного кристаллита в области r ≤ R задаются коэффи-
циентами упругости сik и коэффициентами теплового расширения αik. Кон-
тактные условия на границе r = R принимаем в форме 
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Здесь большими буквами обозначены вектор перемещения и вектор на-
пряжения на сферической поверхности в области r > R, а малыми — анало-
гичные величины в области включения. Сферическая координатная система 
(r, θ, φ) соответствует кристаллографической системе (x1, x2, x3) c началом в 
центре зерна. 

Представим перемещение точек в бесконечной области в форме 
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В этих выражениях использованы частные векторные решения уравнений 
теории упругости, полная система которых приведена в монографии [3]. Не-
определенные постоянные с отрицательными индексами Bt, Dt и параметры Аt 
удовлетворяют равенствам типа 

,24;6 2211 AAAA =−= −−  

где риска над буквой отвечает операции комплексного сопряжения. В (2) 
учтены тепловые деформации, которые возникают в поликристалле при его 
охлаждении после спекания. Разность температур ΔT = Tком – Tрел, где Tрел — 
значение температуры, при котором в зернах начинают формироваться тер-
мические микронапряжения. Вектору перемещения (2) соответствует вектор 
напряжения на сферической поверхности радиусом r 
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При рассматриваемом типе внешнего нагружения поликристалла в выде-
ленном кристаллите имеет место однородное напряженное состояние с по-
стоянными микродеформациями εik и микронапряжениями σik. Соответст-
вующие в точках зерна вектор перемещения 
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и вектор напряжения 
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В равенствах (4—5) коэффициенты с отрицательными индексами удовле-
творяют указанному выше соотношению для Аt. Связь между тензорами мик-
родеформаций и микронапряжений устанавливается соответствующими 
уравнениями закона термоупругости. 

При выполнении контактных условий (1) учитываем ортогональность на 
сфере векторных гармоник tP2

r
 и .2tB

r
 В итоге после подстановки в (1) выра-

жений (2—5) приходим к следующей системе алгебраических уравнений: 
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Исключив из этой системы неизвестные B, Bt и Dt , получаем такие урав-
нения: 
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Равенства (7) связывают макроскопические напряжения pik с деформация-
ми εik и напряжениями σik в кристаллите (что следует из выражений (2), (4) и 
(5)). До сих пор мы не делали каких-либо предположений о характере анизо-
тропии поликристалла. Уравнения закона термоупругости для кристаллов 
гексагональной системы имеют вид 
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Здесь предполагается, что координатная ось x3 совмещена с осью c кри-
сталла. Совокупность соотношений (7) и (8) образует замкнутую систему 
алгебраических уравнений относительно деформаций εik и напряжений σik 
Для исключения из нее деформаций достаточно преобразовать параметры а и 
аi в (4) к следующему виду: 
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В результате получаем из уравнений (7) алгебраическую систему, неиз-
вестными которой являются напряжения в зерне: 
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В (10) введены такие обозначения: 
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Таким образом, компоненты тензора средних напряжений в произвольном 
зерне гексагонального поликристалла определяются через макроскопические 
напряжения с помощью относительно несложных соотношений (10) и (11). 
Выражения для остаточных напряжений следуют из (10) и (11) при условии 
рik = 0 и имеют вид 
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Макроскопический коэффициент теплового расширения поликристалла 
определяется при этом из первого равенства (10) с учетом (12) и равен 
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Выражения для нормальных микронапряжений получаем из уравнений 
(10) 
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где 
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В дальнейшем ограничимся рассмотрением одноосного напряженного со-
стояния поликристаллического материала. В этом случае макроскопические 
напряжения 
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В (16) p — напряжение растяжения или сжатия; l, m, n — направляющие 
косинусы линии действия внешнего напряжения. Параметры l, m и n опреде-
ляют ориентацию кристаллита относительно направления внешней нагрузки. 



www.ism.kiev.ua;  www.rql.kiev.ua/almaz_j 38

Изложенное выше соответствует произвольному поликристаллу гексагональ-
ной симметрии.  

Определение упругих характеристик и коэффициентов теплового 
расширения wBN. Для выполнения соответствующих вычислений в качест-
ве исходных данных должны быть заданы прежде всего упругие постоянные 
с11, с12, с13, с33, с44 и коэффициенты теплового расширения α11, α33 кристалла 
вюртцитного нитрида бора. Нам неизвестны какие-либо экспериментальные 
результаты измерений упругих постоянных wBN, поэтому воспользуемся 
относительно новыми данными для кубического нитрида бора. В [4] упругие 
постоянные с11, с12 и с44 определены на основании первых принципов. Полу-
ченные в результате величины хорошо согласуются с экспериментальными 
значениями с11 = 820 ГПа, с12 = 190 ГПа, с44 = 480 ГПа. Исходя из этих дан-
ных, вычисляем упругие постоянные для wBN с использованием алгоритма 
из [5]. В итоге приходим к таким значениям: 

с11 = 968,6 ГПа; с33 = 1040 ГПа; с12 = 151,4 ГПа;  (17) 

с13 = 80 ГПа; с44 = 355,8 ГПа.  

Упругим постоянным (17) соответствуют макроскопические упругие ха-
рактеристики: модуль всестороннего сжатия K = 400 ГПа, модуль сдвига μ = 
399 ГПа, модуль Юнга Е = 898 ГПа и коэффициент Пуассона ν = 0,126. Зна-
чения модулей K и μ получены из решения двух нелинейных алгебраических 
уравнений [2], а величины Е и ν вычислены по формулам 
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Коэффициенты податливости sik для кристаллов гексагональной системы 
выражаются через упругие постоянные cik с помощью следующих соотноше-
ний [2]: 
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Результаты измерений теплового расширения плотных модификаций нит-
рида бора в температурном интервале 300—1000 К приведены в [6]. Ориен-
тировочные значения линейных коэффициентов теплового расширения в 
средней точке этого интервала, определенные из графиков в [6], равны  

16
33

16
11 К103,4,К106,3 −−−− ⋅=α⋅=α .   (18) 

Линейный коэффициент теплового расширения нитрида бора wBN в соот-
ветствии с формулой (13) и величинами параметров (17) и (18) 

.К1083,3 16 −−⋅=α  Заметим, что среднее в интервале температур 300—1000 К 
значение КТР для wBN, вычисленное по приведенной в [7] аппроксимации, 
равно 3,91⋅10–6 К–1. 
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Анализ микронапряжений. Для вычисления в зернах вюртцитного нит-
рида бора остаточных термических напряжений, которые формируются при 
спекании в процессе охлаждения и обусловлены анизотропией теплового 
расширения, необходимо иметь значение температуры Трел. При этой темпе-
ратуре прекращается релаксация касательных напряжений на межзеренных 
границах и начинает устанавливаться жесткая связь между зернами. Из-за 
отсутствия в нашем распоряжении истинного значения Трел принимаем ус-
ловно Трел = 1300 К, т. е. считаем перепад температур в формулах (12) равным 
1000 К. Такой выбор может быть оправдан до некоторой степени тем, что 
пластическая деформация поликристаллических материалов на основе куби-
ческого нитрида бора в условиях мягкого индентирования возникает лишь 
при температуре в интервале 800—1200 ºС [8]. В случае принятого перепада 
температур остаточные напряжения ост

22
ост
11 σ=σ = –0,1 ГПа и ост

33σ  = 0,2 ГПа.  
Средние значения напряжений в зерне wBN зависят от ориентации его 

кристаллографических осей относительно линии действия внешней силы. В 
табл. 1 приведены результаты вычислений микронапряжений по формулам 
(10), (11) и (14), (15) для пяти ориентаций: 1) l = 1, m = n = 0; 2) l = m = 2–0,5, 
n = 0; 3) l = m = n = 3–0,5; 4) l = n =2–0,5, m = 0; 5) l = m = 0, n = 1. Как следует из 
этой таблицы, микронапряжения в координатном базисе кристаллографиче-
ских осей существенно зависят от направляющих косинусов l, m, n. 

Таблица 1. Значения микронапряжений, ГПа 

Номер 
ориентации 

σ11 σ22 σ33 σ13 σ23 σ12 

1 –0,1 + 1,02p –0,1 + 0,009p 0,2 – 0,03p 0 0 0 
2 –0,1 + 0,515p –0,1 + 0,515p 0,2 – 0,03p 0 0 0,506p 
3 –0,1 + 0,333p –0,1 + 0,333p 0,2 + 0,333p 0,315p 0,315p 0,337p 
4 –0,1 + 0,495p –0,1 – 0,01p 0,2 + 0,515p 0,472p 0 0 
5 –0,1 – 0,03p –0,1 – 0,03p 0,2 + 1,06p 0 0 0 

  

Прочность вюртцитного и кубического нитридов бора. Для оценки со-
противления разрушению поликристаллического материала в условиях рас-
сматриваемого нагружения необходимо располагать определенным критери-
ем прочности. Заметим, однако, что непосредственное вычисление пределов 
прочности при растяжении σр и при сжатии σc невозможно в рамках исполь-
зуемого феноменологического подхода. Поэтому ограничимся рассмотрени-
ем такого критерия, в котором в явном виде присутствует предел прочности 
σр. В этом случае предоставляется возможным установить связь между пре-
делами прочности поликристалла σр и σc на основе данных о напряженном 
состоянии его зерен. С этой целью воспользуемся критерием разрушения 
Гриффитса для двухосного напряженного состояния 

,03;0)(8)(
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3131р
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31
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<σ+σ=σ+σσ+σ−σ

>σ+σσ=σ
  (19) 

где σ1 и σ3 — первое и третье (алгебраически наибольшее и наименьшее) 
главные напряжения [9]. При макроскопической деформации сжатия приме-
няется вторая группа соотношений в (19). 
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В общем случае произвольных значений направляющих косинусов для 
определения главных микронапряжений следует решать кубическое уравне-
ние 
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I

IIIkk  

Наибольшие значения первого главного напряжения при одноосном сжа-
тии поликристалла имеют место в зернах, кристаллографическая ось с кото-
рых ортогональна линии действия внешней силы, т. е. для n = 0. С учетом 
этого выражение для предела прочности при сжатии  
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получается из третьего равенства (19) при σc = –р. Таким образом, пределы 
прочности при растяжении и сжатии вюртцитного нитрида бора связаны ра-
венством (20). Соответствующие численные результаты приведены в табл. 2. 
С увеличением прочности отношение σc к σр возрастает. 

Как показывают вычисления, максимальное значение первого главного 
напряжения при одноосном напряженном состоянии кубического нитрида 
бора достигается в зернах, в которых ось с составляет 45 градусов с линией 
действия внешней силы, т. е. при n = 0,707. Для этих зерен в случае сжатия σ1 
= –0,061р, σ2 = 0,041р, σ3 = 1,02р. С учетом этого получаем из критерия раз-
рушения (19) простое соотношение между пределами прочности кубического 
нитрида бора в форме 

.57,6 рc σ=σ     (21) 

Сравнивая этот результат с данными табл. 2, приходим к заключению, что 
для высокопрочных вюртцитного и кубического нитридов бора (σр > 0,8) 
отношения σc к σр практически одинаковы. 

Таблица 2. Пределы прочности вюртцитного нитрида бора, ГПа 

σр 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
σc 1,38 2,14 2,88 3,61 4,33 5,06 5,78 6,50 
 

Обсуждение результатов. Сопротивление разрушению поликристалличе-
ских плотных модификаций нитрида бора выше исследовали для условий 
макроскопически одноосного напряженного состояния. Экспериментальное 
определение пределов прочности при растяжении и сжатии таких материалов 
сопряжено с большими техническими трудностями из-за хрупкого характера 
их разрушения и значительного рассеяния результатов измерений даже в 
случае одноосного сжатия [10]. Для определения же предела прочности при 
растяжении используют косвенный метод диаметрального сжатия круглого 
диска с дополнительными вычислениями по определенному критерию раз-
рушения [11]. В качестве такого в [11] принимали критерий А. А. Лебедева, а 
в [12] применяли теорию наибольших удлинений. Отметим, что в [12] уста-
новлено достаточно хорошее соответствие полученных методами диамет-
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рального сжатия и одноосного растяжения значений пределов прочности для 
ряда хрупких материалов. 

Решение упругой задачи для круглого диска, нагруженного сосредоточен-
ными силами, приведено в [13]. В частном случае двух приложенных по кон-
цам диаметра сжимающих сил (задача Герца) напряженное состояние в цен-
тре диска задается напряжениями 

.2;3;2
1max131 σ=τσ−=σ

π
=σ

hD
P    (22) 

Характерно, что в точках диаметра диска, перпендикулярном линии дей-
ствия сил P, наибольшие растягивающее и касательное напряжения опреде-
ляются равенствами (22). Поэтому предположение о том, что разрушение 
материала произойдет в центре диска при P = Pf является достаточно обосно-
ванным (конечно при условии отсутствия существенных дефектов в других 
точках). Применяя для этого случая гипотезу (19) для σ3 + 3σ1 = 0, получаем 
выражение предела прочности материала при растяжении 

.
2

р hD
Pf

π
=σ     (23) 

Имеющиеся в [10] экспериментальные сведения о пределе прочности при 
растяжении материалов на основе кубического нитрида бора вычисляли по 
этой формуле.  

В данной статье рассматриваются однофазные поликристаллические ма-
териалы. Поэтому для сравнения полученных теоретических результатов с 
опубликованными экспериментальными данными следует привлекать реаль-
ный поликристаллический материал, который спекали из порошков без акти-
вирующих добавок. С этой целью может быть использован Эльбор-РМ, дан-
ные о механических свойствах которого приведены в [10]: σc = (270 ± 0,45) 
ГПа, σр = (0,46±0,03) ГПа. В соответствии с этими результатами отношение 
пределов прочности при сжатии и растяжении для Эльбора-РМ находится в 
интервале от 4,6 до 7,35 со средним значением 6,0, что достаточно хорошо 
согласуется с равенством (21). Заметим, что модуль упругости кубического 
нитрида бора (для принятых нами значений упругих постоянных) Е = 
909 ГПа, в то время как приведенное в [10] опытное значение модуля упруго-
сти этого материала находится в интервале 765—915 ГПа. 

Численные данные табл. 2 о прочности вюртцитного нитрида бора соот-
ветствуют следующему соотношению: 

.3,778,0 рc σ+−=σ     (24) 

Сопоставление установленной связи между пределами прочности при 
сжатии и растяжении (24) и опытными данными нельзя выполнить из-за от-
сутствия в нашем распоряжении соответствующих результатов. Отметим 
лишь, что эта связь получена с использованием некоторых существенных 
предположений. Во-первых, рассматривали однофазный поликристалличе-
ский вюртцитный нитрид бора. Во-вторых, его упругие характеристики вы-
числялись по упругим постоянным кристалла кубического нитрида бора. И  
в-третьих, выбранное значение перепада температур ΔТ недостаточно обос-
новано. Следствием второго условия является практическое равенство упру-
гих модулей плотных модификаций нитрида бора. Вычисленные значения 
остаточных термических напряжений в зернах wBN определены вторым и 
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третьим условиями. Заметим, что вклад этих напряжений в зависимость (24) 
является существенным.  

Уравнения (21) и (24) позволяют провести сравнительный анализ прочно-
сти двух исследуемых модификаций нитрида бора. Сравнение будем делать 
при выполнении условия равенства их пределов прочности σр. Возможны три 
соотношения между прочностью этих поликристаллов при сжатии. Оба мате-
риала имеют одинаковую прочность σс′ = 7,05 ГПа для σр′ = 1,07 ГПа. Пусть 
данной ситуации соответствует средний размер зерен dc′ для кубического 
нитрида бора и dw′ для вюртцитного. Для более крупнозернистых поликри-
сталлов, когда dc > dc′ и dw > dw′, справедливы неравенства σс < σс′, σр < σр′ и 
более прочным при сжатии является кубический нитрид бора. В случае мел-
козернистых поликристаллов (при dc < dc′ и dw < dw′) выполняются неравен-
ства σс > σс′, σр > σр′ и более прочен при сжатии вюртцитный нитрид бора. 
Все эти выводы основаны на предположении, что прочность поликристалли-
ческого материала уменьшается с увеличением среднего размера его зерен. 

В действительности равнопрочное состояние кубической и вюртцитной 
модификаций может не достигаться из-за слишком высоких значений преде-
лов прочности. В таком случае сопротивление разрушению вюртцитного 
нитрида бора при сжатии будет меньше, чем  кубического (для равных пре-
делов прочности при растяжении). 

Заключение 
Представленная в данной статье численная информация о механических 

свойствах плотных модификаций нитрида бора получена с применением ана-
литического алгоритма, построенного на решении модельной задачи. Основ-
ные практические результаты могут быть суммированы следующим образом. 

Определены упругие характеристики и коэффициент теплового расшире-
ния вюртцитного нитрида бора. 

Вычислены остаточные термические напряжения в зернах вюртцитного 
нитрида бора. 

Установлены связи между пределами прочности при растяжении и сжатии 
в форме рc 57,6 σ=σ  для кубического нитрида бора и рc 3,778,0 σ+−=σ  для 
вюртцитного. 
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