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Ìåòîä îöåíêè òðåáóåìîãî îáúåìà âûáîðêè

Èçëîæåí ìåòîä îöåíêè òðåáóåìîãî îáúåìà ñëó÷àéíîé âûáîðêè ïî êðèòåðèþ ïîãðåøíîñòè åå
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé
ïîãðåøíîñòè è äèñïåðñèè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Âèêëàäåíî ìåòîä îö³íêè íåîáõ³äíîãî îá’ºìó âèïàäêîâî¿ âèá³ðêè ïî êðèòåð³þ ïîãð³øíîñò³
ìàòåìàòè÷íîãî î÷³êóâàííÿ. Îòðèìàíî àíàë³òè÷í³ çàëåæíîñò³ äëÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ïîãð³ø-
íîñò³ òà äèñïåðñ³¿. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ³ì³òàö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: îöåíêà, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ, ïîãðåøíîñòü,
êðèòåðèé.

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ çàäà÷ ïðè àíàëèçå ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâ-

ëÿåòñÿ çàäà÷à îöåíêè òðåáóåìîãî îáúåìà âûáîðêè, îáåñïå÷èâàþùåãî íà-

äåæíîå îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Íàèáîëåå âàæíûì ïàðà-

ìåòðîì ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âõîäÿùåå â âûðàæåíèÿ

äëÿ ìíîãèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ [1, 2] ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m tx ( ) äèñêðåòíî ðàñ-

ïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ìîæíî îöåíèòü, èìåÿ âûáîðêó, ñîñ-

òîÿùóþ èç n ýëåìåíòîâ:

m t
n

xx i

i

n

( ) �
�
�

1

1

,

ãäå x i — çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ìîìåíò âðåìåíè ti (x x ti i� ( )). Â

óïðîùåííîé ôîðìå âûðàæåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çàïèñûâàþò â

âèäå m t M X tx ( ) [ ( )]� êàê íà÷àëüíûé ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà [1].

Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå m tx ( ) ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Îáúåì âûáîðêè n (÷èñëî ðåàëè-

çàöèé) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x i îïðåäåëÿåò ïîãðåøíîñòü, ñ êîòîðîé ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ m tx ( ). Ïðè óâåëè÷åíèè

çíà÷åíèÿ n ïîãðåøíîñòü îöåíêè óìåíüøàåòñÿ.
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Ïîëó÷èòü òî÷íîå çíà÷åíèå òðåáóåìîãî îáúåìà âûáîðêè íå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíûì ââèäó ñëó÷àéíîãî õàðàêòåðà èçìåíåíèé âåëè÷èíû x, íî
ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå m tx ( ) ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ, ñ íåêîòîðîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ Px . Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è íåîáõîäèìî ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, â ïðîöåññå êî-
òîðîé ñëåäóåò çàäàòü îáúåì âûáîðêè, âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè, a çàòåì óòî÷íÿòü ïàðà-
ìåòðû ñ íîâûì ìàññèâîì äàííûõ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò îáåñïå÷åíà
òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü.

Ïðåäëàãàåòñÿ óïðîùåíèå ïðîöåäóðû îöåíêè òðåáóåìîãî îáúåìà âû-
áîðêè, èñêëþ÷àþùåå èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íàéäåì îöåíêó
òðåáóåìîãî îáúåìà âûáîðêè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïîãðåøíîñòè. Òåêó-
ùàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ðåêóð-

ðåíòíî íà îñíîâå åãî ïðåäûäóùåãî çíà÷åíèÿ m t
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xk i

i

k

( ) �
�
�

1

1

:

m
k m x

k
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� ��( )1 1 , (1)

ãäå k — îáúåì âûáîðêè; xk — k-é ýëåìåíò âûáîðêè; mk �1 — îöåíêà ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå (äëÿ îáúåìà âûáîðêè, ðàâ-

íîãî k �1).
Îïðåäåëèì àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè � ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íà î÷åðåäíîì øàãå k:

� �
� �m m

m

k k 1

0

,

ãäå m0 — èñòèííîå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïîäñòàâèâ â
ïðàâóþ ÷àñòü çíà÷åíèå mk èç ôîðìóëû (1), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

� �
��m x

m k

k k1

0

.

Èñêëþ÷èâ ñëàãàåìîå xk , íàéäåì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïî-

ãðåøíîñòè:

� � �m

m k

k 1

0

.

Ïîñêîëüêó ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ m
k

k �	
è m

k
k

�
�	

1
ñòðåìÿòñÿ ê m0, äëÿ áîëüøèõ

çíà÷åíèé k ìîæíî ïðèíÿòü

� �1/ k, (2)
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ãäå k — òðåáóåìûé îáúåì âûáîðêè. Òàêèì îáðàçîì, ïî çàäàííîé ïîãðåø-

íîñòè � (2), ïîëîæèâ k n� , ìîæíî îöåíèòü òðåáóåìûé îáúåì âûáîðêè:

n �1/�, (3)

òàê êàê ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà ðåàëèçàöèé çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ñóùåñòâåííî íå èçìåíÿåòñÿ, îñòàâàÿñü â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè �.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M x â

çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ îáúåìà âûáîðêè ïðè ðàâíîìåðíîì çàêîíå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â äèàïàçîíå [ , ]a b , ãäå a �30, b �150. Òåî-

ðåòè÷åñêàÿ (èñòèííàÿ) âåëè÷èíà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ [1, 2] ñîñòàâ-

ëÿåò M
a b

0
2

90�
�

� .

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ãðàíèöû ïîãðåøíîñòè GM 0, ïîñòðîåí-
íûé ïî ôîðìóëå (2) ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåííîé k â äèàïàçîíå [ , ]1 n . Äëÿ
çàäàííîãî óðîâíÿ äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè � max ,�001 âåëè÷èíà îáúåìà
âûáîðêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3) ïðèíÿòà n �100. Ãðàôèê GM x

ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëüíûì ïðèðàùåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
( ) /M M Mk k� �1 0, ãäå M 0 — òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè òåêóùåãî îáúåìà âûáîðêè k n� [ , ]1 .

Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, êðèâàÿ èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ GM x íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ãðàíèöû (êðèâàÿ
GM 0), ðàññ÷èòàííîé ïî ôîðìóëå (2), ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ äîñòî-
âåðíîñòü ðåçóëüòàòà îïðåäåëåíèÿ òðåáóåìîãî îáúåìà âûáîðêè ïðè çàäàí-
íîé ïîãðåøíîñòè � îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
ñîâîêóïíîñòè.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M x îò èçìåíåíèÿ îáúåìà âû-
áîðêè k n�[ , ]1



Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè îáúåìà âûáîðêè (3)
îïðåäåëèì åå íåîáõîäèìûé îáúåì ñ ó÷åòîì ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêîé
ñîâîêóïíîñòè [1, 2]:

N
t D N

N t D

x x x

x x x x

�
� �

2

2 21
 ( )
.

(4)

Çäåñü N x è Dx — îáúåì è äèñïåðñèÿ; 
 x xM�� , ãäå M x— ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñîâîêóïíîñòè; tx — êîðåíü óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

P x dtx

tx

� ��
2

22

0
�

exp( / ) .

Ïðè ýòîì P P M Mx x x� � { }0 
 — âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

M Mx x� 0 
 . Çíà÷åíèå tx , âõîäÿùåå â âûðàæåíèå (4), íàõîäèì â ðåçóëü-

òàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ôîðìå

P tx x�erf ( / )2 . (5)

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (4) â âèäå

N
N
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K
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è óïðîñòèì åãî, ïîëîæèâ � �1/ N x (Nx ��1) â ñîîòâåòñòâèè ñ (3). Òîãäà

âûðàæåíèå äëÿ K x ïðèìåò âèä

K
M

D t N
x

x

x x x

�
2

2
.

Ïðèíÿâ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå Px �1è ðåøèâ óðàâíåíèå
Ëàïëàñà (5), ïîëó÷èì tx

� �2 00041, . Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ
N x ��1è �1, ÷òî ïîçâîëÿåò óðàâíåíèå (4) ñâåñòè ê íåðàâåíñòâó

N N x� . (6)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà M x �0è K x �0. Ïîýòîìó îáúåì âûáîðêè,
ãàðàíòèðóþùèé ïîãðåøíîñòü íå áîëåå �� ñîîòâåòñòâóþùóþ (3), ñîñòàâ-
ëÿåò N n� , ÷òî ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå çàìåíû N nx � â ôîðìóëå (6).

Ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ M Dx x
2 1/ � è K x �

�00041, / N x , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü îáúåì âûáîðêè ñîãëàñíî (3) N n� ,
îáåñïå÷èâàþùèé çíà÷åíèå Ì0 ñ ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå �.

Ïðè ðàâíîìåðíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ K x �0011, / N x â ñòàíäàðòíîì
èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû [ , ]0 1 , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü
îáúåì âûáîðêè N n� , îáåñïå÷èâàþùèé òðåáóåìóþ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ
åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, íåñìåùåí-
íîé è ýôôåêòèâíîé [1, 2]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (3) ïðè
àíàëèçå ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå äîñòîâåð-
íîé îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè âîçäåéñò-
âèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïðè îáúåìå âûáîðêè n � �� 1.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìîæíî ðåøàòü ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ äîñòîâåð-
íîñòè è îáðàòíóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè îöåíêè ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îæèäàíèÿ ïðè èçâåñòíîì îáúåìå âûáîðêè, îïðåäåëÿåìîé äîâåðè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ P m m mx( )0 0 1�   � �� � , ãäå m0 è mx — èñòèííîå è
èñêîìîå çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äèíàìèêà ïðîöåññà èçìå-
íåíèÿ äèñïåðñèè ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè. Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî ïîãðåø-
íîñòü âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè óìåíüøàåòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè îáúåìà âûáîðêè.
Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè Dx ïðè èçìåíåíèè îáúåìà
âûáîðêè k n� [ , ]1 è ïîêàçàíî òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè D0 1200� .

Íàéäåì èçìåíåíèå äèñïåðñèè çà îäèí øàã, îáîçíà÷èâ


D D Dk k k� ��1 , (7)

ãäå Dk — äèñïåðñèÿ âûáîðêè, ñîñòîÿùåé èç k ýëåìåíòîâ x i ,

D
k

x mk i k

i

k

� �
�
�

1 2 2

1

, i k�1,..., ;
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Dk �1 — äèñïåðñèÿ âûáîðêè, ñîäåðæàùåé k �1 ýëåìåíòîâ x i ,
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1
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1
, i k� �1 1,..., ;

mk è mk �1 — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûáîðêè èç k è k �1ýëåìåíòîâ,
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Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (8), ðàçëîæèâ ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ îæèäàíèé:
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Ïðè îöåíêå äèñïåðñèè âûáîðêè ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n àáñîëþòíîå çíà-

÷åíèå ãðàíèöû îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè Dn

íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

� n n n
n

m D� �
1

1 2 / , (12)

ãäå mn è Dn — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ âûáîðêè. Ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî ïðè óäîâëåòâîðåíèè óñëîâèÿ 1 2�� m Dn n/ âûðàæåíèå (12)
óïðîùàåòñÿ ê âèäó

� n n�1/ . (13)
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Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòÿì (7),

(12), (13).

Â ðåçóëüòàòå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè � �001, , n �100 äëÿ

âûáîðêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàâíîìåðíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ è

ïàðàìåòðàìè a �30, b �150 ïðè M 0 90� è D0 1200� ïîëó÷åíû ïàðàìåòðû

ðàñïðåäåëåíèÿ M x �8925, è Dx �1187. Âû÷èñëåííîå ïî ôîðìóëå (4) çíà-

÷åíèå N ñîâïàëî ñ ïîëó÷åííûì ïî ôîðìóëå (3) è ñîñòàâèëî N n� �100, ÷òî

ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýôôåêòèâíîñòè ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà, ïîçâîëÿþùå-

ãî íåïîñðåäñòâåííî îöåíèòü òðåáóåìûé îáúåì âûáîðêè áåç âû÷èñëåíèÿ åå

ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Âûâîäû

Ïðèìåíåíèå èçëîæåííîãî ìåòîäà íå òðåáóåò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î

õàðàêòåðå ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî ïàðàìåòðàõ, ÷òî ñóùåñòâåííî

óïðîùàåò ïðîöåäóðó èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ, îáåñïå÷èâàÿ íàäåæíóþ îöåíêó òðåáóåìîãî îáúåìà âûáîðêè íà

îñíîâàíèè äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè ìîäåëè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè

è àíàëèçå òåõíîëîãè÷åñêèõ [3], àâòîòðàíñïîðòíûõ, ðàäèîòåõíè÷åñêèõ è

äðóãèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ.
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îò èçìåíåíèÿ îáúåìà âûáîðêè k n�[ , ]1 : � — îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ïðèðàùåíèé äèñïåð-
ñèè (7); — ãðàíèöà ïîãðåøíîñòè (12); — óïðîùåííàÿ çàâèñèìîñòü (13)



The method is stated for estimation of the required accidental sample size by the criterion of the
expected value error. Analytical dependences for the boundary values of the error and variance
are obtained. The results of imitation modeling are presented.

1. Âåíòöåëü Å.Ñ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. — Ì.: Âûñø. øê., 1999. — 576 ñ.
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1967. — 400 ñ.
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ÄÎËÃÈÍ Âëàäèìèð Ïðîõîðîâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, äîöåíò êàôåäðû àâòîìîáèëüíîãî òðàíñ-

ïîðòà Ñåâàñòîïîëüñêîãî Íàöèîíàëüíîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1958 ã. îêîí÷èë Âîåííî-

ìîðñêîå èíæåíåðíîå ó÷èëèùå èì. Ô. Ý. Äçåðæèíñêîãî (ã. Ëåíèíãðàä), â 1965 ã. — Ñåâàñòî-

ïîëüñêèé ïðèáîðîñòðîèòåëüíûé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — àäàïòèâíûå ìîäåëè

â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèìè îáúåêòàìè.
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