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Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ïðîåêòèðîâàíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïëàíèðîâùèêîâ
íåîäíîðîäíûõ GRID cèñòåì

Ðàññìîòðåíà îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ â ðàñïðåäåëåííîé
íåîäíîðîäíîé GRID ñèñòåìå. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à, îðèåíòèðîâàííàÿ íà âû÷èñëèòåëüíûé
ðåñóðñ, ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå.

Ðîçãëÿíóòî çàãàëüíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äèíàì³÷íîãî ïëàíóâàííÿ â ðîçïîä³ëåí³é íåîäíî-
ð³äí³é GRID ñèñòåì³. Ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à, îð³ºíòîâàíà íà îá÷èñëþâàëüíèé ðåñóðñ, çâîäèòüñÿ
äî ïðîáëåìè ïîøóêó ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñïîëó÷åííÿ ó äâîäîëüíîìó ãðàô³.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à : äèíàìè÷åñêîå ïëàíèðîâàíèå, GRID ñèñòåìû, âåíãåðñêèé àëãîðèòì.

Ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷ ïî ðåñóðñàì â íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå ðàñïðåäåëåí-

íîé îáðàáîòêè äàííûõ (GRID) [1] — îäíà èç íàèáîëåå ñëîæíûõ çàäà÷

îðãàíèçàöèè ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé. Ñëîæíîñòü çàäà÷è ðàñïðåäåëå-

íèÿ èëè äèíàìè÷åñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ îáóñëîâëåía íåîäíîðîäíîñòüþ êàê

îáúåêòà ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê è ðàñïðåäåëÿåìûõ çàäà÷. Íàèáîëåå èçâåñòíûå

ïëàíèðîâùèêè èëè äèñïåò÷åðû çàäà÷ (çàäàíèé) äëÿ GRID ñèñòåì Platform

LSF, Windows HPC Server 2008, PBS, Condor, SGE , LoadLever, MOSIX è

âíåøíèé ïëàíèðîâùèê MAUI [2—11] ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îïòèìèçàöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïîòîêà çàäà÷ (çàäàíèé) íà ðåñóðñû ñèñòåìû. Ñëåäóåò çàìåòèòü,

÷òî ïðè ó÷åòå ñâîéñòâà íåîäíîðîäíîñòè GRID ñèñòåìû òàêîå ðàñïðåäåëåíèå

íå âñåãäà ïðèâîäèò ê ðàâíîìåðíîé çàãðóçêå ðåñóðñîâ [12] è òðåáóåò ïðèìå-

íåíèÿ íîâîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâåííûõ ïëàíèðîâùèêîâ, ó÷èòûâàþùèõ è

ïðèîðèòåòíîñòü çàäà÷ è íåîäíîðîäíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ñèñòåìå GRID, ñîñòîÿùåé èç N ðåñóðñîâ, íà

ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèÿ � èìåþòñÿ N� ñâîáîäíûõ è M íåçàâèñèìûõ

ðåñóðñîâ, ãîòîâûõ ê âûïîëíåíèþ çàäàíèé [1].

Ñèñòåìà ðåñóðñîâ çàäàíà ãðàôîì ñèñòåìû G V E W WR R R VR ER� ( , , , ), ãäå
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V R R RR N�{ , ,..., }1 2 — ìíîæåñòâî âåðøèí, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç N ðåñóðñîâ ñèñòåìû, è R Ni � , i N�1,..., , —

ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

E E E ER d�{ , ,..., }1 2 — ìíîæåñòâî äóã, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî îï-

ðåäåëÿþò ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ðåñóðñàìè E R Ri i j�{ , }, ãäå R R Vi j R, � è

0 2� �d N ;

W WVR WVR WVRVR N�{ , ,..., }1 2 — ìíîæåñòâî âåñîâ âåðøèí, ãäå WVRi �
�{ , }RE RTi i ; äëÿ � �i N1,..., , REi ��� (ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñò-

âèòåëüíûõ ÷èñåë) åñòü õàðàêòåðèñòèêà ñîñòîÿíèÿ ðåñóðñîâ R RTi i, �
� ��{ }0 è ;

W WER WER WERER p�{ , ,..., }1 2 — ìíîæåñòâî âåñîâ äóã, êîòîðîå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå íåêîòîðîé ìàòðèöû RC RC i j� ���[ , ] , ãäå i N�1, ..., è

j N�1, ..., .

Ïîòîê M çàäàíèé çàäàí ìíîæåñòâîì V Job Job JobJ M�{ , , ..., }1 2 , êàæ-

äûé ýëåìåíò êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò îäíî èç M çàäàíèé è Job JNi i�{ ,

JE JL JM JPi i i i, , , },� �i N1,..., 	
JN Ni � — íîìåð çàäàíèÿ;

JEi ��� — îáúåì ðàáîòû çàäàíèÿ i;

JL R Ri
q

q�{( , ), ...,( , )}1
1
 
 , ãäå R VR

1 � — ðåñóðñ, ñ êîòîðûì äàííîå

çàäàíèå òðåáóåò îáìåíà äàííûìè, 
 1 ��� � îáúåì ïåðåäà÷è, l q�1,..., ,

q N� ;

JM Ri
i�{ }0 èëè — ìàñêà çàäàíèÿ, ãäå R Vi

R� � íîìåð ðåñóðñà, íà

êîòîðîì âîçìîæíî èëè æåëàòåëüíî âûïîëíÿòü äàííîå çàäàíèå;

JPi ���— ïðèîðèòåò äàííîãî çàäàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòîáðàæåíèå � åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà çàäàíèé

V Job Job JobJ M�{ , , ..., }1 2 íà ìíîæåñòâî ðåñóðñîâV R R RR N�{ , ,..., }1 2 ãðàôà

ñèñòåìû G V E W WR R R VR ER� ( , , , ), åñëè ðåçóëüòàò îòîáðàæåíèÿ �( , )V VJ R

åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A: A a a an�{ , ,..., }1 2 , ãäå a R Ji
i i� ( , ), R Vi

R� ,

J Vi
J� , i n�1,..., , n � N.

Îáîçíà÷èì AR R R R n�{ , , ..., }1 2 , AJ J J J n�{ , , ..., }1 2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

| | | | | |A AR AJ�  , AR � VR, AJ � VJ.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå � åñòü ðàñïðåäåëåíèå çàäàíèé VJ íà

ðåñóðñû VR, åñëè åãî ðåçóëüòàò � ( , )V V AJ R � , ãäå A R J R J�{( , ),( , ), ...1 1 2 2

..., ( , )}R Jn n , óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ � �i n1, ..., � R i �
�AR R i\ , J AJ Ji i� \ , ãäå AR R R R n�{ , , ..., }1 2 , AJ J J J n�{ , , ..., }1 2 . Ðàçìåðîì

äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ( , )V VJ R ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî n. Òîãäà � ( , )V V AJ R � ,

n = |A|.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðåçóëüòàò ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé íà ðåñóðñû A �
�� ( , )V VJ R íàçûâàåì ðàñïèñàíèåì äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ã. Ïàðà
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a R Ji
i i� ( , ), i n�1, ..., , íàçûâàåòñÿ íàçíà÷åíèåì çàäàíèÿ J Vi

J� íà ðåñóðñ

R Vi
R� .

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü X A A A z�{ , , ..., }1 2 , z � N — ìíîæåñòâî ðåçóëü-

òàòîâ âñåõ âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ìíîæåñòâà çàäàíèé VJ è äëÿ

ìíîæåñòâà ðåñóðñîâ VR. Òîãäà � ( , )V V XJ R � . Ðàñïðåäåëåíèå çàäàíèé íà

ðåñóðñû � ( , ) *V V AJ R � åñòü ìàêñèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ äàííûõ

ìíîæåñòâà çàäàíèé VJ è ìíîæåñòâà ðåñóðñîâ VR åñëè:

1) n A* *| |� ;

2) n A A A z* max{| |, | |, ..., | |}� 1 2 .

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü � åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò íàçíà÷åíèÿ

a R Js
s s� ( , ), ò.å. íàçíà÷åíèÿ çàäàíèÿ J s íà ðåñóðñ R s, R Vs

R� è J Vs
J� .

Òîãäà � �( )as � , èëè � �� ( , )R Js s è � �� �i i
i ia R J( ) ( , )� , ãäå i n�1,..., ,

íàçîâåì âåñîì íàçíà÷åíèÿ a R Ji
i i� ( , ) ïî �.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñóììó âåñîâ âñåõ íàçíà÷åíèé { , ,..., }a a an1 2 íàçîâåì

âåñîì D (A) ðàñïèñàíèÿ A:

D A ai

i

n

( ) ( )�
�
��

1

.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X A A Am m�{ , , ..., }1 2 , m � N, åñòü ìíîæåñòâî

âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ìíîæåñòâà çàäàíèé VJ è äëÿ ìíî-

æåñòâà ðåñóðñîâ VR. Òîãäà A V VJ R
* ( , )�� � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (çàäàíèé VJ íà ðåñóðñû VR) Ã ïî èçìåðåíèþ �, åñëè A* óäîâ-

ëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) A R J R J R Jn n* {( , ),( , ), ..., ( , )}� 1 1 2 2 ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ìàêñèìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äàííûõ ìíîæåñòâà çàäàíèé VJ è ìíîæåñòâà ðå-

ñóðñîâ VR , ò.å. | | max{| |, | |, ..., | |}*A A A A z� 1 2 (ñì. îïðåäåëåíèå 5);

2) âåñ ðàñïèñàíèÿ A a a an
* { , ,..., }� 1 2 ìàêñèìàëåí èç X A Am �{ , ,...1 2

..., }Am , ò.å.

D A a D A D A D Ai

i

n

m
j

( ) ( ) max{ ( ), ( ), ..., ( )} max* *� � �
�

�
��

1

1 2
1

1

m

D A{ ( )}.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå (ìàêñèìàëüíîå ïî âåñó çàäàííîé ôóíê-

öèè �� ðàñïèñàíèå A R J R J R Jn n�{( , ),( , ),...,( , )}1 1 2 2 , n � N, ìàêñèìàëüíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ � (ïî îïðåäåëåíèþ 7) äëÿ N� ñâîáîäíûõ ðåñóðñîâ VR è

M, ãîòîâûõ ê âûïîëíåíèþ çàäàíèé VJ.

Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ. Îïðåäåëèì ìîäåëü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìè-

çàöèè è ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà â

[2, 3], íà îñíîâå ìîäåëè îïòèìèçàöèè è ðàñïðåäåëåíèÿ, îïèñàííîé â [4, 5].

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ïðîåêòèðîâàíèÿ
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Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è äëÿ N� ðåñóðñîâ V R R RR N�{ , ,..., }1 2 è M çà-

äàíèéV J J JJ M�{ , ,..., }1 2 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè � âåñîâ íàçíà÷åíèÿ. Îïðåäåëÿþòñÿ âåñà � i j,

(i = 1, ..., N�, j = 1, ..., M) âñåõ âîçìîæíûõ íàçíà÷åíèé ïî ôóíêöèè �.

2. Ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ A a a an�{ , ,..., }1 2 , ãäå a R Ji i i� ( , ),

R Vi R� , J Vi
J� , i n�1,..., , n � N, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðå-

äåëåíèÿ 7 è âåñîâûì çíà÷åíèÿì, îïðåäåëåííûì íà ïåðâîì ýòàïå.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè èçìåðåíèÿ êà÷åñòâà ðåøåíèÿ. Ïðè îïòèìèçà-

öèè è ðàñïðåäåëåíèè ôóíêöèþ � äëÿ èçìåðåíèÿ âåñà íàçíà÷åíèÿ çàäàíèÿ Jj

íà ðåñóðñ Ri (Ri � VR è Jj �VJ) îïðåäåëÿåì òàê:

� �( , ) ,
, , ,R J P C L Oi j i j k

i j

k

K

x
i j

x

H

y y
i j

y

G

� �
� � �
� � �

1 1 1

.
(1)

Çäåñü P
k

i j

k

K
,

�
�

1

— âåëè÷èíà ïðèîðèòåòà íàçíà÷åíèÿ ( , )R Ji j , âû÷èñëÿåìàÿ

óìíîæåíèåì âåëè÷èí âñåõ K ïðèîðèòåòîâ P
k

i j, ��+ íå òîëüêî çàäàíèé, íî

è ðåñóðñîâ (â ïðèîðèòåòå ó÷èòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ôàêòîðû: âðåìÿ îæèäà-

íèÿ çàäàíèé, ðàáîòîñïîñîáíîñòü ðåñóðñîâ è äð.); C x
i j

x

H
,

�
�

1

— ðåçóëüòàò

àíàëèçà H îáÿçàòåëüíûõ òðåáîâàíèé, ãäå C x
i j, îïðåäåëÿåò ñòåïåíü âûïîë-

íåíèÿ îáÿçàòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ x äëÿ íàçíà÷åíèÿ çàäàíèÿ Jj íà ðåñóðñ Ri,

C x
i j, { , }� 0 1 , íàïðèìåð òðåáîâàíèÿ íàëè÷èÿ êàíàëîâ ïåðåäà÷è, îáúåìà òðå-

áóåìîé ïàìÿòè, íàëè÷èÿ ïðîãðàìì, äàííûõ è äð.; C x
i j, �1, åñëè ðåñóðñ Ri

ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì çàäàíèÿ Jj, è C x
i j, �0 â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå; L Oy y
i j

y

G
,

�
�

1

— ðåçóëüòàò àíàëèçà G îïòèìèçèðóþùèõ òðåáîâàíèé,

ãäå O y
i j, � �+ è 0 1� �O y

i j, — ñòåïåíü âûïîëíåíèÿ îïòèìèçèðóþùåãî

òðåáîâàíèÿ y íàçíà÷åíèÿ çàäàíèÿ Jj íà ðåñóðñ Ri; Ly � �+, L L Ld
y

u� � , —

âåñîâîé êîýôôèöèåíò îïòèìèçèðóþùåãî òðåáîâàíèÿ y.

Â ïðåäëîæåííîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëåíèé èñõîäíîé èíôîðìàöèè P
k

i j

k

K
,

�
�

1

âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèîðèòåòà JPj çàäàíèÿ Jj èç âûðàæåíèÿ

P
k

i j

k

K

i j
,

�
� �

1

� � ,
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ãäå � j j jJP Tw� �1/ (Tw j — âðåìÿ îæèäàíèÿ çàäàíèÿ Jj â ñèñòåìå); � i —

ìàñêà çàäàíèÿ,

� i

i j

i j

M R J M R

R J M R
�

� �

� �

�
�
�

��

0

1 0

, , ,

, , { , };

*

*

åñëè

åñëè

C x
i j

x

H
,

�
�

1

âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèÿ òðåáîâàíèé ê êîììóíèêàöèîí-

íûì çàòðàòàì äëÿ çàäàíèÿ JL R Rj
q

q�{( , ),...,( , )}1
1
 
 ñ ìíîæåñòâîì äóã

ãðàôà ñèñòåìû ðåñóðñîâ E E E ER d�{ , , ..., }1 2 : ïðè � �i q1,..., CC
l

i j, �1, åñëè

( , )R R Ei
l

R� ; CC
l

i j, �0, åñëè ( , )R R Ei
l

R� , ò.å.

C C CCx
i j

x

H
i j

l

i j

l

q
, , ,

� �
� �� �

1 1

;

L Oy y
i j

y

G
,

�
�

1

âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí âðåìåíè âûïîëíåíèÿ

Tei j,
è âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìîãî íà êîììóíèêàöèè Tci j,

.

Êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðåñóðñà RE ki i� îïðåäåëÿåòñÿ èç

WVRi, îáúåì ðàáîòû çàäàíèÿ JE j j�� � èç ìàòðèöû âåñîâ äóã ãðàôà

ñèñòåìû ðåñóðñîâ RC k l k l[ , ] ,� , ãäå k N�1,..., è l N�1,..., — îáúåìû

òðåáîâàíèé çàäàíèé ïî êîììóòàöèÿì èç JL R Ri
q

q�{( , ),...,( , )}1
1
 
 . Òîãäà

T ke j ii j,
�� ; Tc

l

q

l i li j,
( ),�

�
�

1


  . Ñëåäîâàòåëüíî,

L O T T ky y
i j

y

G

e c j i

l

q

l ii j i j

, / / / ( ) / (
, ,

� �
� �� � � �

1 1

1 1 1 1� 
  , )l .

Èç (1) íàõîäèì

� � � � � 
  ( , ) ( ) ( / ) / ( )),
,

,R J C ki j i j i j
i j

j i

l

q

l i l� � �
�
�1 1

1

.

Î÷åâèäíî, ÷òî� i j, ! 0äëÿ� �i N1,..., � , j M�1, ..., � . Ïîýòîìó inf( ( , ))� R Ji j �
�0. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñâÿçè ìåæäó ðåñóðñàìè i è l çíà÷åíèå  i l, , ïî-

ëó÷àåìîå äëÿ RC [i, l], îáóñëîâëèâàåò íåðàâåíñòâî

Tc

l p

q

l i li j,
( ),� "

�
� 
  # 0,
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ãäå# 0 — íåêîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïîðîãîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ðåñóðñàìè. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ Tei j,

èìååò íåêîòîðóþ íèæíþþ ãðàíèöó T 0. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèàïàçîíà èçìåíå-

íèÿ � i j, îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ sup( ( , ) ( )[ /� � �R J Ti j j j� �0 0
01

� �1 0/ ] max# � . Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ � i j, , i N�1,..., � , j M�1,..., � , õðàíÿòñÿ â

ìàòðèöå JR N M[ ,..., , , ..., ]1 1� � .

Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìíîæåñòâî N� ðåñóðñîâ

V R R RR N�{ , ,..., }1 2 �
è M çàäàíèé V J J JJ M�{ , ,..., }1 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ìíîæåñòâî âåðøèí íåêîòîðîãî ãðàôà G. Òîãäà ìíîæåñòâî íåîðèåíòè-

ðîâàííûõ äóã E E E Ed�{ , ,..., }1 2 ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà G ñîîòâåòñòâóåò

ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ íàçíà÷åíèé çàäàíèé J * íà ðåñóðñû R* . Èñõîäíàÿ

èíôîðìàöèÿ ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìàòðèöû ñâÿç-

íîñòè (ÌÑ) èëè äâóäîëüíîãî ãðàôà (ðèñ. 1). Äóãà E R Jk i j�{ , }, ãäå Ri �VR è

Jj � VJ, k d�1,..., , 0 � d � N � M, ìåæäó âåðøèíàìè Jj è Ri îòñóòñòâóåò òîëüêî

òîãäà, êîãäà íàçíà÷åíèå çàäàíèÿ Jj íà ðåñóðñå Ri íåâîçìîæíî, ò.å. êîãäà

� �i j, � 0, ãäå �0 — íåêîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî (â äàííîì ïðèìåðå �$ %� �&
Âòîðîé ýòàï ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íàçíà÷åíèÿ.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ äëÿ âçâåøåí-

íîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà G V V E WER J� ( , , , ). Çäåñü V R R RR N�{ , , ..., }1 2 �
;

V J J JJ M�{ , , ..., }1 2 ; E E E Ed�{ , ,..., }1 2 ; E R Jk �{ , }* * , ãäå R VR
* � è J VJ

* � ,

k d�1,..., , 0 � d � N � M; WE WE WE WEd�{ , ,..., }1 2 ,WE Ek k�� ( ), ãäå k d�1,..., ,

0 � d � N � M.

Ðåøåíèå çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ äëÿ ãðàôà ðàçìåðîì N � ' M, ãäå N � ( M,

ïðèâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ äëÿ ãðàôà ðàçìåðîì N � N, ãäå

N N M�max{ ; }� . Â ñëó÷àå ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé GRID ðåøåíèå

çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ äëÿ âçâåøåííîãî ãðàôà G ïðèâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà-
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Çàäàíèÿ

Çàäàíèÿ

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

Ðåñóðñû

Ð
å
ñó

ð
ñû

¹ 1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6

6

3,5

0

2,1

4,5

8,1

0,9

0,2

4,1

5,9

3,6

7,1

0

7,1

2,1

0,3

5,1

0

2,1

0,6

5,3

0

0,8

0

6,8

6,1

8,7

7,2

3,1

4,9

0

0,1

3,3

0,7

0

0,4

8,1

Ðèñ. 1. Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè äëÿ øåñòè ðåñóðñîâ è øåñòè çàäàíèé



÷è íàçíà÷åíèÿ äëÿ íåâçâåøåííîãî ãðàôà )G , ïîëó÷åííîãî èç ãðàôà G ñíÿ-

òèåì âåñîâ âñåõ äóã. Çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ â òàêîé ïîñòàíîâêå ðåøåíà âî

ìíîãèõ ðàáîòàõ [4, 5, 8, 10, 11]. Íà âûáîð ìåòîäà è àëãîðèòìà ðåøåíèÿ âëèÿåò

âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü, òàê êàê âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ, îñîáåííî

ïðè äèíàìè÷åñêîì ïëàíèðîâàíèè, ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì êðèòåðèåì.

Ðàññìîòðèì äâà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ äàí-

íîé çàäà÷è: ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè [6, 7] è ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî

ïàðîñî÷åòàíèÿ ìåòîäîì óâåëè÷èâàþùåãî ÷åðåäóþùåãîñÿ ïóòè [7, 9].

Ïðè äèíàìè÷åñêîì ïëàíèðîâàíèè â GRID ñèñòåìàõ çàäà÷à ïëàíèðîâà-

íèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ âî âçâåøåííîì äâó-

äîëüíîì ãðàôå. Ïðè ýòîì îñíîâíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî

ïàðîñî÷åòàíèÿ â íåâçâåøåííîì äâóäîëüíîì ãðàôå. Ïîýòîìó çàäà÷à ïîèñêà

ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â íåâçâåøåííîì äâóäîëüíîì ãðàôå — êëþ-

÷åâàÿ è òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ, òàê êàê íàèáîëåå èçâåñòíûå àëãî-

ðèòìû èìåþò áîëüøóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èõ ïðàê-

òè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçäåëåíèè

ïðîöåññà ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ íà ïðåäâàðèòåëüíûé

àíàëèç èñõîäíîé èíôîðìàöèè, ò.å. îïðåäåëåíèå ñòðàòåãèè ïîèñêà ðåøåíèÿ

è ïîèñêà âàðèàíòà ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà. Ýòàï

ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò

îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Â îáùåì âèäå òðåáîâàíèÿ çàÿâîê íà çàõâàò ðåñóðñîâ âû÷èñëèòåëüíîé

ñèñòåìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà îáÿçàòåëüíûå C x , x p�1,..., , è îïòèìèçèðóþ-

ùèå O y , y k�1,..., . Ñ ïîìîùüþ îáÿçàòåëüíûõ� �C x
i j, { , }0 1 òðåáîâàíèé àíà-

ëèçèðóåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïðåäîñòàâëåíèÿ i-é çàÿâêè j-ãî

ðåñóðñà. Îïòèìèçèðóþùèå òðåáîâàíèÿ � �O y
i j, [ , ]0 1 îïðåäåëÿþò ïðèîðè-

òåò j-ãî ðåñóðñà äëÿ íàçíà÷åíèÿ i-é çàÿâêè ïî O y
i j, òðåáîâàíèÿì. Îïðåäå-

ëåíèå ïðèîðèòåòà j-ãî ðåñóðñà äëÿ íàçíà÷åíèÿ i-é çàÿâêè ïî âñåì òðåáî-

âàíèÿì âûïîëíÿåì ïî ôîðìóëå

Q C R Oi j x
i j

x

p

y y
i j

y

k

,
, ,�

� �
� �

1 1

,
(2)

ãäå C x
i j, — ñòåïåíü âûïîëíåíèÿ x-ãî îáÿçàòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ äëÿ íàçíà-

÷åíèÿ i-é çàÿâêè íà j-é ðåñóðñ; O y
i j, — ñòåïåíü âûïîëíåíèÿ îïòèìèçèðóþ-

ùåãî òðåáîâàíèÿ y äëÿ íàçíà÷åíèÿ i-é çàÿâêè íà j-é ðåñóðñ; R y — âåñîâîé

êîýôôèöèåíò îïòèìèçèðóþùåãî òðåáîâàíèÿ y.

Åñëè ñèñòåìà ïëàíèðîâàíèÿ ó÷èòûâàåò îáÿçàòåëüíûå è îïòèìèçèðóþ-

ùèå òðåáîâàíèÿ, òî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðèîðèòåòà â ìàòðèöå ñâÿçíîñòè

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ïðîåêòèðîâàíèÿ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2011. Ò. 33. ¹ 5 63



âû÷èñëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (2) è íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå Qi j, �[0, 1], à ïðè

äèñïåò÷åðèçàöèè, âûïîëíÿåìîé ñ ó÷åòîì òîëüêî îáÿçàòåëüíûõ òðåáîâàíèé,

Q Ci j x
i j

x

p

,
,�

�
�

1

, Qi j, { , }� 0 1 .

Â ýòîì ñëó÷àå ÌÑ, îòîáðàæàþùàÿ ïðèîðèòåò çàÿâîê íà ðåñóðñû, ïðèìåò

áóëåâûé âèä. Åäèíèöà îçíà÷àåò, ÷òî ðåñóðñ ïðèíöèïèàëüíî ïîäõîäèò äëÿ

ðàçìåùåíèÿ çàÿâêè, ò.å. èìååòñÿ äîñòàòî÷íûé îáúåì ïàìÿòè, ïðîöåññîð

èìååò íåîáõîäèìûå õàðàêòåðèñòèêè, âû÷èñëèòåëüíûé óçåë èìååò íåîá-

õîäèìûå ïðîãðàììû è äàííûå.

Äëÿ ñèñòåìû èç N ðåñóðñîâ â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè èìååòñÿ M ðàáîò

(M = N). Òðåáîâàíèÿ ðàáîò íà çàõâàò ðåñóðñîâ ïðåäñòàâëåíû áóëåâîé ìàò-

ðèöåé ñâÿçíîñòè MC [i, j], i = 1,..., N, j = 1, ..., N. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü

îòíîøåíèå ðàáîòà—ðåñóðñ A = {(Vi, Wj)}, Vi� V = {1, 2, ..., N}, Wj� W = {1,

2, ..., N} òàê, ÷òîáû �Vi � V\Vi � Wj � W\Wj: {MC [Vi, Wj] = 1 Vi � Wj}.

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

• ðåñóðñ ìîæåò îáñëóæèòü òîëüêî îäíó çàÿâêó;

• ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè íå ìîæåò áûòü ïðåðâàí;

• êàæäàÿ ðàáîòà èìååò èíäèâèäóàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è ìîæåò ïðå-

òåíäîâàòü íà çàõâàò òîëüêî íåêîòîðûõ ñèñòåìíûõ ðåñóðñîâ;

• íåò î÷åðåäè ê ðåñóðñàì (îòñóòñòâèå î÷åðåäåé îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî

íà äàííîì óðîâíå ïëàíèðîâàíèÿ ïëàíèðîâùèê áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ èç

îáùåãî ïîòîêà çàÿâîê âûáðàë ÷èñëî çàÿâîê, ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëó ñâî-

áîäíûõ ðåñóðñîâ);

• îäíà ðàáîòà ìîæåò áûòü îáñëóæåíà òîëüêî îäíèì ðåñóðñîì. Åäè-

íèöà ñâÿçíîñòè ÌÑ ñîîòâåòñòâóåò ïàðå Ðàáîòà (i) è Ðåñóðñ (j) è ñîîòâåòñò-

âóåò âûïîëíåíèþ âñåõ K îáÿçàòåëüíûõ òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ñèñòåìå

îáðàáîòêè ñîîòâåòñòâóþùåé çàÿâêè íà ýòîì ðåñóðñå. Íóëü ñâèäåòåëüñòâóåò î

íåâîçìîæíîñòè îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ çàÿâîê ïî ðåñóð-

ñàì ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â íåâçâå-

øåíîì äâóäîëüíîì ãðàôå.

Ýëåìåíòû òåîðèè óñêîðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàáîò ïî ðåñóðñàì â

íåîäíîðîäíûõ GRID ñèñòåìàõ. Â îñíîâó íàèáîëåå èçâåñòíûõ àëãîðèò-

ìîâ ïîèñêà [2—4] ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå

ïîëîæåíû äâà ïîäõîäà: ñâåäåíèå çàäà÷è ê ïîèñêó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â

ñåòè [6] è ïîèñê óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè îò ñâîáîäíûõ âåðøèí [8]. Â îñíîâó

ïîèñêà óâåëè÷èâàþùåãî ÷åðåäóþùåãîñÿ ïóòè ïîëîæåíà ñõåìà Äèíèöà [7]

è ðàçðàáîòàííûé íà åe îñíîâå àëãîðèòì Õîïêðîôòà—Êàðïà [9].
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Íàèëó÷øèå èçâåñòíûå àëãîðèòìû, ðåàëèçóþùèå ýòîò ïîäõîä è àëãî-

ðèòì Õîïêðîôòà—Êàðïà, èëè åãî ìîäèôèêàöèè, èìåþò ïîëèíîìèàëüíóþ

òåîðåòè÷åñêóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü. Îäíàêî ýòè àëãîðèòìû è ïðîãðàì-

ìû, èõ ðåàëèçóþùèå, èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó èëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ [2, 3, 5, 10] è íå îáåñïå÷èâàþò ïðèåìëåìûõ âðåìåííûõ

ïîêàçàòåëåé, ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå èõ â ñèñòåìàõ

îïåðàòèâíîãî äèñïåò÷èðîâàíèÿ â GRID ñèñòåìàõ. Äëÿ óìåíüøåíèÿ âðå-

ìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðåäëàãàþòñÿ ðàñïàðàëëåëåííûå àëãîðèòìû.

Äëÿ àëãîðèòìîâ, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê óâåëè÷èâàþùåãî ÷åðå-

äóþùåãîñÿ ïóòè, ïðàâèëüíîñòü âûáîðà íà÷àëüíîãî âàðèàíòà ïàðîñî÷åòà-

íèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âëèÿåò íà ÷èñëî øàãîâ ïðè ïîèñêå óâåëè÷è-

âàþùåãî ïóòè. Â ðàáîòàõ [1—3] ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî óíèêàëüíûå ñâîéñòâà

äâóäîëüíîãî ãðàôà ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü âðåìåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèò-

ìîâ. Äëÿ âûÿâëåíèÿ îñîáåííîñòåé äâóäîëüíîãî ãðàôà, âëèÿþùèõ íà âðå-

ìåííóþ ñëîæíîñòü, âûïîëíåíî ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðîãðàì-

ìíîé ìîäåëè áàçîâîãî àëãîðèòìà Õîïêðîôòà—Êàðïà ñ âðåìåííîé ñëîæ-

íîñòüþ Î (N 2,5).

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ãðàôîâ ðàçìåðíîñòè 10 ïðèâåäåíû íà

ðèñ. 2, íà êîòîðîì âûäåëåíû òðè çîíû. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé óñòà-

íîâëåíà çàâèñèìîñòü ðàçìåðîâ ýòèõ çîí îò ðàçìåðíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ âðåìåííûõ çàòðàò â âûäåëåííûõ çîíàõ îáóñëî-

âèëè íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ â íèõ ñâîéñòâ äâóäîëüíîãî ãðàôà.

Â áîëüøèíñòâå àëãîðèòìîâ âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çàâèñèò îò ïðà-

âèëüíîñòè âûáîðà èñõîäíîãî (áàçîâîãî) âàðèàíòà ðåøåíèÿ. Íàèáîëüøèå

Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ïðîåêòèðîâàíèÿ
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ðàáîòû ïðîöåññîðà)



òðóäíîñòè ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ â âûäåëåííûõ çîíàõ, âëèÿþùèå íà ÷èñëî

øàãîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, è íà âðåìÿ ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ,

âîçíèêàþò â äâóäîëüíûõ íåâçâåøåííûõ ãðàôàõ, â êîòîðûõ ïåðìàíåíò ÌÑ

áëèçîê ê åäèíèöå èëè ðàâåí íóëþ. Ýòè òðóäíîñòè âûçâàíû òåì, ÷òî ïîèñê

ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ îñíîâàí íà öåíòðàëüíîé òåîðåìå Êåíèãà—

Õîëëà î ñóùåñòâîâàíèè ïàðîñî÷åòàíèÿ [6, 7] è òåîðåìå Áåðæà [8], ñîãëàñíî

êîòîðîé ïàðîñî÷åòàíèå Ì â ãðàôå G ìàêñèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â G íå ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè îòíîñèòåëüíî Ì. Ïîýòîìó

âñå èçâåñòíûå àëãîðèòìû ïðåäóñìàòðèâàþò âûïîëíåíèå ïîèñêà óâåëè÷è-

âàþùåãî ïóòè îò ñâîáîäíûõ âåðøèí ïîñëå ãåíåðèðîâàíèÿ áàçîâîãî âà-

ðèàíòà äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòîãî ïóòè íå ñóùåñòâóåò, ÷òî çíà÷èòåëüíî

óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ïîèñêà.

Ýëåìåíòû òåõíîëîãèè ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ñòðóêòóðû äâó-

äîëüíîãî ãðàôà. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî

ïàðîñî÷åòàíèÿ öåëåñîîáðàçíî ðàçäåëèòü åãî íà íåñêîëüêî ýòàïîâ, ò.å. ñîáñò-

âåííî ðåøåíèþ ïðåäøåñòâóåò áûñòðûé àíàëèç èñõîäíîé èíôîðìàöèè è

âûðàáîòêà ðåêîìåíäàöèé äëÿ åå äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ. Äîáàâëåíèå

äîïîëíèòåëüíûõ øàãîâ, èìåþùèõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ âðåìåííóþ ñëîæ-

íîñòü, ÷åì ñàì àëãîðèòì, íå âëèÿåò íà òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó âðåìåííîé

ñëîæíîñòè àëãîðèòìà â öåëîì, îäíàêî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñðåäñòâîì âûäåëåíèÿ íàçíà÷åíèé, êîòîðûå îáÿçàòåëüíî

íóæíî ñäåëàòü, è íàçíà÷åíèé, êîòîðûå äåëàòü íåëüçÿ. Ïðè ýòîì ìîæíî èçáå-

æàòü ëèøíåé ïðîâåðêè íà âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ èõ â ðåøåíèå.

Êðîìå òîãî, íà ýòàïå ïîäãîòîâêè èñõîäíîé èíôîðìàöèè âîçìîæíî

âû÷èñëåíèå ìîùíîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Çíàÿ ÷èñëåííîå

çíà÷åíèå ìîùíîñòè, ìîæíî èçáåæàòü ïîèñêà óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè îò

ñâîáîäíûõ âåðøèí ïðè äîñòèæåíèè ðàñ÷åòíîé ìîùíîñòè ïàðîñî÷åòàíèÿ

íà î÷åðåäíîì øàãå ïîèñêà ðåøåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü óñëîâèÿ åå

ðåøåíèÿ, ò.å. âîçìîæíîñòü ïîëíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ çàÿâîê ïî ðåñóð-

ñàì. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ èìåþò ñëå-

äóþùèé âèä:

MC i j
j

N

[ , ]
�
� (

1

0, i = 1, ..., M ,
(3)

MC i j
i

M

[ , ]
�
� (

1

0, j = 1, ..., N .
(4)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé (3), (4) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì,

íî íåäîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî âàðèàíòà ðàçìåùåíèÿ.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8. Çàäàí íåâçâåøåííûé äâóäîëüíûé ãðàô G = (V, E), ãäå

V={VR, VJ}, V R R RR N�{ , ,..., }1 2 , V J J JJ M�{ , ,..., }1 2 — âåðøèíû ãðàôà;

E E E Ed�{ , , ..., }1 2 — äóãè ãðàôà; E R Jk �{ , }* * , ãäå R VR
*� è J VJ

*� ,

k d�1,..., , 0 � d � N 2. Áóëåâà ìàòðèöà RJ [1, ..., N, 1,..., N] íàçûâàåòñÿ

ìàòðèöåé ñâÿçíîñòè ãðàôà G, åñëè äëÿ� �i N1,..., , j N�1,...,

RJ i j
R Job E

R Job E

i j

i j

[ , ]
, , ) ,

, , ) .
�

�

�

�
�
�

1

0

åñëè (

åñëè (

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîäìíîæåñòâî A a a an�{ , , ..., }1 2 , ãäå a R Jk
k k� ( , ),

R Vk
R� , J Vk

J� , k n�1,..., , n � N, íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì ãðàôà G èëè

åãî ìàòðèöû RJ, åñëè A R J�{( , )1 1 , ( , )R J2 2 , ..., ( , )R Jn n } óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: äëÿ� �k n1, ..., , R AR Rk k� \ , J AJ Jk k� \ , ãäå AR �
�{ , , ..., }R R R n1 2 , AJ J J J n�{ , , ..., }1 2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, AR � VR, AJ � VJ, èëè ïîäìíîæåñòâî A ðåáåð ãðàôà

G V E� ( , ) íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì, åñëè íèêàêèå äâà ðåáðà èç À íå

èìåþò îáùåé âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïàðà a R Jk
k k� ( , ), k n�1,..., , íàçûâàåòñÿ íàçíà÷å-

íèåì äëÿ ðåñóðñà R Vk
R� è äëÿ çàäàíèÿ J Vk

J� .

Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü X A A A z�{ , , ..., }1 2 , z � N, åñòü ìíîæåñòâî ðå-

çóëüòàòîâ âñåõ âîçìîæíûõ ïàðîñî÷åòàíèé äëÿ ãðàôà G V E� ( , ) èëè åãî ìàò-

ðèöû RJ. Ïàðîñî÷åòàíèå A* íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïàðîñî÷åòàíèåì èëè

ðåøåíèåì äëÿ äàííîãî ãðàôà G, åñëè | |* *A n� è n A A A z* max{| |, | |, ..., | |}� 1 2 .

Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âûäåëåíèÿ îáÿçàòåëüíûõ íàçíà÷åíèé.

Àíàëèç ñâîéñòâ íåâçâåøåííîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, à òàêæå àíàëèç èçâåñòíûõ àëãîðèò-

ìîâ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Åñëè â ìàòðèöå RJ i j[ , ], i N�1, ..., , j N�1, ..., , ãðàôàG VR� ( ,

V EJ , ), ãäå VR = {1, 2, ..., N}, VJ = {1, 2, ..., N}, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå À

ìîùíîñòüþ n = N è ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû (p, q), ÷òî RJ p q[ , ]�1,

RJ p j[ , ]�0 � �j N q{ ,..., }\1 è (èëè) RJ p q[ , ]�0 � �i N p{ ,..., }\1 , òî ïàðà (p,

q) âñåãäà ó÷àñòâóåò â ðåøåíèè A, (p, q) � A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è îïðåäåëåíèé 9, 11 íàõîäèì

ðåøåíèå äëÿ ãðàôà 2N âåðøèí A a a a N�{ , ,..., }1 2 , ãäå a R Jk
k k� ( , ), R Vk

R� ,

J Vk
J� , k N�1, ..., . Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), òî ïðîâåðÿåì íàçíà-

÷åíèå a R J� ( , ) äëÿ R = p â ýòîì ðåøåíèè. Ïóñòü J = x. Òîãäà RJ p x[ , ]�1è

î÷åâèäíî, ÷òî x�{1, ..., N}. Ñîãëàñíî (3) x = q, òîãäà( , )p q A� . Àíàëîãè÷íî,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), òî ïðîâåðÿåì íàçíà÷åíèå a R J* * *( , )� äëÿ
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J q*� â ýòîì ðåøåíèè. Ïîëó÷àåì RJ x q[ , ]�1, x p� , ( , )p q A� . Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (p, q) âñåãäà ïðèíàäëåæèò A.

Îïðåäåëåíèå 8. Íàçíà÷åíèÿ (p, q) ñîãëàñíî òåîðåìå 1 íàçûâàþòñÿ

îáÿçàòåëüíûìè.

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ èç âåðøèí íåâçâåøåííîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà, èìåþ-

ùàÿ ñòåïåíü, ðàâíóþ åäèíèöå, âñåãäà ó÷àñòâóåò â îäíîì èç âàðèàíòîâ

ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà êàê äëÿ âåðøèí-çàÿâîê, òàê è äëÿ âåðøèí-

ðåñóðñîâ. Â ñëó÷àå, åñëè âåðøèíû, èìåþùèå ñòåïåíü 1, îáðàçóþò âååð, òî

Òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé âåðøèíû, âõîäÿùåé â âååð, è êàæäàÿ èç

íèõ ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïàðîñî÷åòàíèå, à ïðîâåðêó îñòàëüíûõ âåðøèí

íà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ óâåëè÷èâàþùåãî ïóòè âûïîëíÿòü íå ñëåäóåò.

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ ìàòðèöû RJ [1, ..., N, 1,..., N] ôîðìèðóåì äâà

âåêòîðà: KR [1, ..., N] è KJ [1, ..., N]. Ïðè i = 1, ..., N

KR i RJ i k
k

N

[ ] [ , ]�
�
�

1

,

ïðè j = 1, ..., N

KJ j RJ k j
k

N

[ ] [ , ];�
�
�

1

KR i[ ] — ñòåïåíü âåðøèíû R V R R Ri R N� �{ , ,..., }1 2 ; KJ j[ ] — ñòåïåíü âåð-

øèíû J V J J Jj J N� �{ , ,..., }1 2 .

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå A*, òî çàäà÷ó íàçíà÷åíèÿ

ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: â ïåðâîé ÷àñòè ó÷àñòâóþò òîëüêî îáÿçà-

òåëüíûå íàçíà÷åíèÿ (p, q), âî âòîðîé — îñòàâøèåñÿ íàçíà÷åíèÿ èç íîâîé MC*,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïîñëå óäàëåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîîòâåòñò-

âóþùèõ îáÿçàòåëüíûì íàçíà÷åíèÿì, îïðåäåëåííûì ïî òåîðåìå 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå A R J�{( , )1 1 , ( , ),...R J2 2

..., ( , )R Jn n } îò n = N ïàð, òî A R J�{( , )1 1 , B}, ãäå B R J�{( , )2 2 , ..., ( , )R Jn n }

îò N – 1 ïàð âåðøèí äëÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà G V E� ( , ) îò 2N âåðøèí. Òîãäà

Â ìîæåò áûòü íàéäåíî â ïîäãðàôå ) � ) )G V E( , ) îò 2N – 2 âåðøèí ïîñëå

óäàëåíèÿ ( , )p q è âñåõ äóã, èíöèäåíòíûõ ýòèì ( , )p q âåðøèíàì. Óäàëåíèå

( , )p q âåðøèí â ãðàôå îòîáðàæàåòñÿ â RJ óäàëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Òåîðåìà 3. Åñëè â ìàòðèöå RJ i j[ , ], i N�1,..., , j N�1,..., , * FA ïðèñóòñò-

âóåò âååð:

FA R q R q R qf�{( , ), ( , ), ...,( , )}1 2 , R Nk� { , ..., }1 , 2� �f N, (5)
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ïðè RJ R qk[ , ]�1äëÿ � �k f1,..., è RJ R Jk k[ , ]�0 äëÿ � �J N qk { ,..., }\1 ,

èëè

FA p J p J p J f�{( , ),( , ),...,( , )}1 2 , J Nk �{ ,..., }1 , 2� �f N, (6)

ïðè RJ p J k[ , ]�1äëÿ� �k f1,..., è RJ R Jk k[ , ]�0äëÿ � �R N pk { ,..., }\1 , òî

ëþáàÿ èç âåðøèí FA âõîäèò â îäèí èç âàðèàíòîâ ìàêñèìàëüíîãî ïàðî-

ñî÷åòàíèÿ. Çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ íå èìååò ïîëíîãî ðåøåíèÿ è ìîùíîñòü

ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ M < N – f + 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ îäíî ïîëíîå

ðåøåíèå A R J�{( , )1 1 , ( , )R J2 2 , ..., ( , )R Jn n }. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5),

òî äëÿ âåðøèí {R1, R2, ..., Rf} èìåþòñÿ f ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð-íàçíà÷åíèé

{( , )R J1 1 , ( , )R J2 2 , ..., ( , )R Jf f } òàêèõ, ÷òî RJ R Jk k[ , ]�1, k f�1,..., . Íî èç

(5) ïîëó÷àåì RJ R Jk k[ , ]�0,� �J N qk { ,..., }\1 � à òàê êàê f ! 2, òî âîçíèêàåò

ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïîëíîãî ðåøå-

íèÿ A íåâåðíî.

Ïðè âûïîëíåíèè (6) ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ òàêæå ñïðàâåäëèâû.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ñëåäóåò çàìåòèòü,

÷òî âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ âååðîâ îäíîâðåìåííî, è ýòà

òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîãî èç íèõ.

Ñëåäñòâèå 2. Ðàçìåðíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî

ïàðîñî÷åòàíèÿ ìîæíî óìåíüøèòü, óìåíüøèâ ÷èñëî ïàð âåðøèí, îïðåäå-

ëåííûõ ïî òåîðåìàì 1 è 2. Òîãäà ïîèñê ïàðîñî÷åòàíèÿ ñëåäóåò âåñòè èç

íîâîãî ñóãðàôà.

Ñëåäñòâèå 3. Ðàçìåðíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî

ïàðîñî÷åòàíèÿ íåîáõîäèìî óìåíüøèòü íà ÷èñëî âåðøèí, âõîäÿùèõ â âååð,

à ïîèñê ïàðîñî÷åòàíèÿ âåñòè èç íîâîãî ñóãðàôà.

Ñëåäñòâèå 4. Ñìåæíûå ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíàì, îïðåäåëåí-

íûì ïî òåîðåìå 1, ñëåäóåò óäàëèòü èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ, à èñõîä-

íûé ãðàô ðåäóöèðîâàòü è ïðåîáðàçîâàòü â íîâûé ñóãðàô.

Ñëåäñòâèå 5. Ñìåæíûå ðåáðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíàì, îïðåäåëåí-

íûì ïî òåîðåìå 3, ñëåäóåò óäàëèòü èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ, à èñ-

õîäíûé ãðàô ðåäóöèðîâàòü è ïðåîáðàçîâàòü â íîâûé ñóãðàô.

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòà-

íèÿ íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ñî ñòå-

ïåíüþ çàïîëíåíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè, ðàâíîé íå áîëåå 30 %, äëÿ âçâå-

øåííîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ñîñòàâëÿåò Î (n1,5log n).
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Âûâîäû

Àíàëèç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ íàçíà÷åíèÿ ñâè-

äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû â êà÷åñòâå áàçîâûõ äëÿ

äèíàìè÷åñêîãî ïëàíèðîâùèêà. Íàïðèìåð, äëÿ ìåòîäà îòæèãà âðåìåííûå

ïàðàìåòðû ïðîöåññà ïîèñêà ðåøåíèÿ íå óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì ïî

âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ, à äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ îöåíî÷íûõ

ôóíêöèé ïðè ïðèåìëåìîì âðåìåíè ïëàíèðîâàíèÿ êà÷åñòâî ïëàíèðîâàíèÿ

íå ñîîòâåòñòâóåò æåëàåìîìó. Íàèáîëåå ïðèåìëåìûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íà-

ïðàâëåííîãî ïîèñêà, ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâèòü ïîèñê ðåøåíèÿ íàèëó÷-

øèì ñïîñîáîì â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíîé èíôîðìàöèè.

Âåíãåðñêèé àëãîðèòì ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ âî âçâå-

øåííîì äâóäîëüíîì ãðàôå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäúÿâëÿåìûì òðåáîâàíèÿì,

òàê êàê îáåñïå÷èâàåò íàïðàâëåííûé ïîèñê ðåøåíèÿ è îòíîøåíèå ðàáîòà—

ðåñóðñ â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâåííîãî ïëàíèðîâàíèÿ.

Êëàññè÷åñêèé Âåíãåðñêèé àëãîðèòì â êàæäîé èòåðàöèè âûïîëíÿåò ïîèñê

ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ äëÿ íåâçâåøåííîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà ñ

èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà Êàðïà—Õîïêðîôòà è èìååò âðåìåííóþ ñëîæ-

íîñòü O (n3), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ àëãîðèòìîì Êàðïà—Õîïêðîôòà ñ âðå-

ìåííîé ñëîæíîñòüþ O (n2,5). Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â íåîäíîðîäíîé GRID

ñèñòåìå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ

ìàòðèöû ñâÿçíîñòè íå ïðåâûøàåò 25 % è ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî-

÷åòàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ â çîíå I (ñì. ðèñ. 2).

Çàìåíà àëãîðèòìà Êàðïà—Õîïêðîôòà äðóãèì àëãîðèòìîì ñ ìåíüøåé

âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ ïîçâîëèò ñíèçèòü îáùóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü

Âåíãåðñêîãî àëãîðèòìà. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíîãî ïîèñêà

ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ýòîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê

ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ äëÿ íåâçâåøåííîãî äâóäîëüíîãî ãðà-

ôà âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñòåïåíè çàïîëíåíèÿ ÌÑ íå áîëåå ÷åì íà 30 % (äëÿ

íåîäíîðîäíîé ÂÑ ñ êîýôôèöèåíòîì íåîäíîðîäíîñòè íå ìåíåå 0,7), ÷òî

ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû âûïîëíåíèÿ îáÿçàòåëü-

íûõ íàçíà÷åíèé è ïðèíöèï èñêëþ÷àþùåãî ïëàíèðîâàíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà èñêëþ÷àþùåãî ïëàíèðîâàíèÿ ñïîñîáñòâóåò

çíà÷èòåëüíîìó ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû äèíàìè÷åñêîãî ïëà-

íèðîâàíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì êà÷åñòâà ðåøåíèÿ â çàäàííûõ ïðåäåëàõ.

Ïðåäëîæåííûå ïðîöåäóðû ïîäãîòîâêè èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ïëàíè-

ðîâàíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ìîäèôèöèðîâàííûé

Âåíãåðñêèé àëãîðèòì â êà÷åñòâå áàçîâîãî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïëàíè-

ðîâùèêà íèæíåãî óðîâíÿ ñèñòåì ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Â. Ï. Ñèìîíåíêî
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This paper presents a general mathematical model of dynamic scheduling in distributed heteroge-
neous GRID system. It is shown that searching of computational resource for a task can be solved
as a maximum matching problem for a bipartite graph.
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