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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé

Ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíîâàííûé
íà òåîðèè ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé è ýíåðãåòè÷åñêèõ àíàëîãèÿõ. Ïîêàçàíû øèðîêèå âîçìîæ-
íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé êàê èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèÿ
ñëîæíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâåííû ðàçíîîáðàçèå ñèñòåìîîáðàçóþ-
ùèõ îáúåêòîâ, íåîäíîðîäíîñòü íàáëþäàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñëîæ-
íîñòü èõ îïèñàíèÿ. Âîçìîæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýíåðãå-
òè÷åñêèõ öåïåé ðàññìîòðåíû íà ïðèìåðå ãàçîòðàíñïîðòíûõ ñèñòåì.

Ïðåäñòàâëåíî ï³äõ³ä äî ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ åíåðãåòè÷íèõ ñèñòåì, áàçîâàíèé íà
òåîð³¿ åíåðãåòè÷íèõ ê³ë ³ åíåðãåòè÷íèõ àíàëîã³ÿõ. Ïîêàçàíî øèðîê³ ìîæëèâîñò³ ìàòåìà-
òè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ åíåðãåòè÷íèõ ê³ë ÿê ³íñòðóìåíòà äîñë³äæåííÿ ñêëàäíèõ åíåðãå-
òè÷íèõ ñèñòåì, ÿêèì ïðèòàìàíí³ ð³çíîìàí³òí³ñòü ñèñòåìîóòâîðþþ÷èõ îá’ºêò³â, íåîäíî-
ð³äí³ñòü ñïîñòåðåæóâàíèõ ô³çè÷íèõ ÿâèù ³ ìàòåìàòè÷íà ñêëàäí³ñòü ¿õíüîãî îïèñó. Ìîæ-
ëèâîñò³ ìàòåìàòè÷íîãî òà êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ åíåðãåòè÷íèõ ê³ë ðîçãëÿíóòî íà
ïðèêëàä³ ãàçîòðàíñïîðòíèõ ñèñòåì.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ýíåðãåòè÷åñêèå àíàëîãèè, ïàðàëëåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ, ýíåðãåòè÷åñêàÿ öåïü, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ýíåðãåòè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îñíîâíûå òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ ñèñòåì

ýíåðãåòèêè, ñâÿçàíû ñ íåîäíîðîäíîñòüþ íàáëþäàåìûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëå-

íèé è ñëîæíîñòüþ èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, çíà÷èòåëüíûì ðàçíî-

îáðàçèåì ñèñòåìîîáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå æåñòêèìè îãðàíè÷åíèÿ-

ìè íà äëèòåëüíîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â òå÷åíèå êîòîðûõ

ïîëó÷àåìàÿ èíôîðìàöèÿ íå òåðÿåò àêòóàëüíîñòè.

Êîìïëåêñíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé

ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì âîçìîæíî â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà, êîòîðûé

îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàííîå ïîñòðîåíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

è âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Òåðìèí «ýíåðãåòè÷åñêàÿ öåïü» ââåäåí äëÿ îáîáùåííîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ñâîéñòâ êîìïîíåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêîé öåïè äîáû÷è (ãåíåðàöèè) è
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äîñòàâêè ýíåðãîðåñóðñà ïîòðåáèòåëþ. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ îáùèå çàêî-

íîìåðíîñòè, ñâîéñòâåííûå ýíåðãåòè÷åñêîé öåïè â öåëîì, íå çàâèñÿùèå îò

ñâîéñòâ êîíêðåòíîãî âèäà ýíåðãîðåñóðñà.
Ñóùåñòâóþùèå òåîðèè îäíîðîäíûõ ïî ôèçè÷åñêèì ÿâëåíèÿì öåïåé

(ýëåêòðè÷åñêèõ, ìåõàíè÷åñêèõ, ãèäðàâëè÷åñêèõ, ïíåâìîãèäðàâëè÷åñêèõ,
òåïëîâûõ è äð.) ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ìîäåëåé ýòèõ ÿâëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Õà-
ðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì — íåîäíîðîäíîñòü ôèçè÷åñ-
êèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü îïèñàíû â ìîäåëè, ò.å. îäíîâðåìåííî â
îäíîé ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå, ýëåêòðîìàãíèòíûå, òåï-
ëîãèäðàâëè÷åñêèå, ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèå è äðóãèå âçàèìîñâÿçàííûå
ïðîöåññû. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ñèñòåì ââåäåíî ïîíÿòèå ýíåðãåòè÷åñêîé öåïè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé ñ ñîñðåäîòî÷åí-
íûìè ïàðàìåòðàìè îïèñàíû â ðàáîòàõ [1, 2], â êîòîðûõ îáîáùåíû áàçîâûå
ïîíÿòèÿ òåîðèé ýëåêòðè÷åñêèõ, ìåõàíè÷åñêèõ, ãèäðàâëè÷åñêèõ è äðóãèõ
îäíîðîäíûõ öåïåé. Òàêîå îáîáùåíèå âûïîëíåíî íà îñíîâå àíàëîãèé â
ñïîñîáàõ èçìåðåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê îñíîâíûõ ïîíÿòèé
(ïåðåìåííûõ). Ïåðåìåííûå êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöè-
ïó: îíè ñ÷èòàþòñÿ îäíîòèïíûìè, åñëè îäíîòèïíûì îêàçûâàåòñÿ ñïîñîá
âêëþ÷åíèÿ â öåïü ïðèáîðîâ äëÿ èõ èçìåðåíèÿ, êîòîðûå õîòÿ áû â ïðèí-
öèïå ìîæíî ïîäêëþ÷èòü îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ — ïàðàëëåëüíî èëè
ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïåðåìåííûå, èçìåðÿåìûå ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäêëþ÷åí-
íûìè ïðèáîðàìè, íàçâàíû ïîñëåäîâàòåëüíûìè îáîáùåííûìè ïåðåìåííû-
ìè, à èçìåðÿåìûå ïàðàëëåëüíî ïîäêëþ÷åííûìè ïðèáîðàìè — ïàðàëëåëü-
íûìè îáîáùåííûìè ïåðåìåííûìè.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ êëàññèôèöè-
ðîâàòü íå îòäåëüíûå ñèñòåìû ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèå ðàçëè÷íûå ôè-
çè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, à ãðóïïû ñèñòåì ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ãðóïïû
âçàèìîñâÿçàííûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé (òàáë. 1, 2).

Òàêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âûïîëíåíà íà îñíîâå îáîáùåííîãî ïîäõîäà áî-
ëåå âûñîêîãî óðîâíÿ — ïðèíöèïà ýíåðãåòè÷åñêèõ àíàëîãèé [3], â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êîòîðûì:

• ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ è ïåðåìåííûõ
ñîñòîÿíèÿ, ïðè ýòîì ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ îïðåäåëÿþò ìîùíîñòü ðàññåè-
âàíèÿ ýíåðãèè â ýëåìåíòå, à ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ èçìåíÿþùèìè-
ñÿ âî âðåìåíè èíòåãðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ;

• ìîùíîñòü ðàññåèâàíèÿ ýíåðãèè â ýëåìåíòå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì ïàðàëåëüíûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ;

• êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíûì ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèÿ;
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Ôèçè÷åñêîå
ÿâëåíèå

Ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ Ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ

Ïàðàëëåëüíûå Ïîñëåäîâàòåëüíûå Ïàðàëëåëüíûå Ïîñëåäîâàòåëüíûå

Ýëåêòðè-
÷åñòâî

Çàðÿä q, Ê Ìàãíèòíûé ïîòîê
Ô, Âá

Íàïðÿæåíèå
u d dt� � / , Â

Ñèëà òîêà
i dq dt� / , À

Ìåõàíèêà Ïåðåìåùåíèå x, ì Èìïóëüñ K, êã�ì/ñ Ñèëà F dK dt� / , H Ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü
� � dx dt/ , ì/ñ

Óãîë ïîâîðîòà �,
ðàä

Ìîìåíò èìïóëüñà

M, êã�ì2
/ñ

Ìîìåíò ñèëû
N dM dt� / , Hì

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü
� �� d dt/ , ðàä/ñ

Òåïëîòà Ýíòðîïèÿ

S, Äæ/Ê

Íå îïðåäåëåíî Òåìïåðàòóðà T, Ê Ïîòîê ýíòðîïèè

� � dS dt/ , Âò/Ê

Ãèäðàâëèêà Ïåðåìåùåíèå
xÃ , ì

Èìïóëüñ äâèæó-
ùåéñÿ æèäêîñòè

K
dx

dt
dVÃ

V

� 	 
 � ,

(êã�ì)/ñ, ãäå 
 —
ïëîòíîñòü, êã/ì

3
;

V — îáúåì, ì
3

Ñèëà íàïîðà

F pdÃ � 	 �
�

�
dK

dt

Ã ,

H, ãäå � —
ïîâåðõíîñòü
îáúåìà V, ì

2
; p —

äàâëåíèå, Ïà

Ñðåäíÿÿ â ïîïåðå÷-
íîì ñå÷åíèè ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ
æèäêîñòè

�Ã Ãdx dt� / , ì/ñ

Òàáëèöà 1

Ôèçè÷åñêîå
ÿâëåíèå

Ìîùíîñòü
Êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ
Ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ

Ýëåêòðè-
÷åñòâî

P ui P i G uE E E� � �2 2

W id L
i

E
K

E� �	 �
� 2

0
2

W udq C
u

E
Ï

E

q

� �	
2

0
2

Ìåõàíèêà P F P

G F

MÏ MÏ

MÏ

� � �

�

� �2

2

W dK LÌÏ
K

ÌÏ

K

� �	�
�2

0
2

W Fdx C
F

ÌÏ
Ï

ÌÏ

x

� �	
2

0
2

P N P

G N

MÂ MB

MB

� � �

�

� �2

2

W dM LÌB
K

ÌB

M

� �	 �
�2

0
2

W Nd C
N

ÌB
Ï

ÌB� �	 �
� 2

0
2

Òåïëîòà P T P G TT T T� � �� �2 2
Íå îïðåäåëåíî W TdS C

T
T
Ï

T

S

� �	
2

0
2

Ãèäðàâëèêà P F P G FÃ Ã Ã Ã Ã Ã Ã� � �� �2 2 W dK LÃ
K

Ã Ã Ã
Ã

K Ã

� �	 �
�2

0
2

W F dx C
F

Ã
Ï

Ã Ã Ã
Ã

xÃ

� �	
2

0
2

Ïðèìå÷àíèÿ: ÌÏ — ìåõàíèêà, ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå; ÌÂ — ìåõàíèêà, âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå.
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• ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïàðàëëåëü-

íûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïî ïàðàëëåëüíûì ïåðåìåííûì ñîñòîÿíèÿ.
Âçàèìîñâÿçàííûå ÿâëåíèÿ â ýëåìåíòàõ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïà-

ðàìåòðàìè. Ãëóáèííûé ñìûñë ýíåðãåòè÷åñêèõ àíàëîãèé ïðîÿâëÿåòñÿ â
âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñîçäàíèÿ
ìîäåëåé ýëåìåíòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé, â êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ íåîä-
íîðîäíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, à ââåäåíèå âåêòîðíûõ ãðóïï îáîáùåííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåìåííûõ äàåò âîçìîæíîñòü îïèñàòü
âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ àíàëîãîâ ñîïðî-
òèâëåíèé, ïðîâîäèìîñòåé, åìêîñòåé è èíäóêòèâíîñòåé. Â ðåçóëüòàòå îêà-
çûâàåòñÿ âîçìîæíûì ïðèìåíÿòü áàçîâûå ïðèíöèïû è ìåòîäû àíàëèçà
ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé äëÿ àíàëèçà ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé [3, 4].

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ïàññèâíûõ ýëåìåíòàõ ýíåðãåòè÷åñêîé öå-

ïè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òîæäåñòâà

dW dW dWÄ K Ï  � 0, â êîòîðîì ñëàãàåìûìè ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèÿ äèñ-

ñèïàöèè

dW dtÄ � ( , )u i ,

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

dW d dK � � � �( , ) / ( , )L i i L i i2 ,

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

dW d dÏ � � � �( , ) / ( , )C u u C u u2 .

Çäåñü (f1, f2 ) — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ f1 è f2; , u, i — âåêòîðû

ïàðàëëåëüíûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ,

u � | |u F N T FÃ
T ,

i � | |i Ã
T� �� � ;

L, C —ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè (òàáë. 3),

diag L L L L LE ÌÏ ÌÂ T ÃL � | |,

diag C C C C CE ÌÏ ÌÂ T ÃC � | |.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðè÷íûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäå-

ëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè âçàèìîñâÿçåé ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Îäíîðîäíûå ÿâëåíèÿ â ýëåìåíòàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè ðåçèñòèâíîãî òèïà. Â òàêèõ ýëåìåíòàõ ïðîöåññû îïðåäåëÿþòñÿ

îáîáùåííîé çàâèñèìîñòüþ

J E� � , (1)

ãäå � — óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïîòîêà J, âûçâàííîãî íàïðÿæåííîñòüþ E.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåìåíòîâ îäíîðîäíûõ ñèñòåì çàâèñèìîñòü (1) ôîð-
ìóëèðóåòñÿ íà îñíîâàíèè

• çàêîíà Îìà, ò.å. ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñòüþ J E ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è
ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëà � èìååò âèä

J EE E E E� � �� � �grad ( ) , � E �0, EE � �grad ( )� ;

• çàêîíà Ôóðüå, ò.å. ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñòüþ JT òåïëîâîãî ïîòîêà è

ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû T èìååò âèä

J T ET T T T� � �� �grad ( ) , �T �0, E TT � �grad ( );

• çàêîíà Äàðñè, ò.å. ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñòüþ J Ã ïîòîêà êîìïîíåíòà

ñìåñè è ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ p èìååò âèä

J p EÃ Ã Ã Ã� � �� �grad ( ) , � Ã �0, E pÃ � �grad ( ).

Íåîäíîðîäíûå ÿâëåíèÿ â ýëåìåíòàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè ðåçèñòèâíîãî òèïà. Äëÿ òàêèõ ýëåìåíòîâ îáîáùàþòñÿ çàêîíû Îìà,

Ôóðüå, Äàðñè è èì ïîäîáíûå â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

J E� � , (2)

ãäå � — ìàòðèöà ïðîâîäèìîñòè;

E � | |E E E E EE ÌÏ ÌÂ T Ã , J � | |J J J J JE ÌÏ ÌÂ T Ã .
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Òàáëèöà 3



Ïðè ýòîì

J i�	 d� �
�

, E H u�	 d

H

� ,

ãäå d� — íîðìàëü ê ýëåìåíòó d� ïîâåðõíîñòè � äëèíîé, ðàâíîé åãî

ïëîùàäè; dH — âåêòîð äëèíîé dH, îðèåíòèðîâàííûé â íàïðàâëåíèè îáõî-

äà êðèâîé H. Ïîòîêè âåêòîðà ïëîòíîñòåé ïîòîêîâ J ÷åðåç ïîâåðõíîñòü �
îïðåäåëÿþò âåêòîð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ i, à öèðêó-

ëÿöèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòåé E âäîëü êðèâîé H îïðåäåëÿeò âåêòîð

ïàðàëëåëüíûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ u.

Ñîîòíîøåíèåì (2) âîñïîëüçîâàëñÿ Ë. Îíçàãåð [5], ôîðìóëèðóÿ ïîñòó-

ëàò î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîòîêàìè è íàïðÿæåííîñòÿìè äëÿ

òåðìîýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé:

J E EE E E ET T� � � ; J E ET TE E T T� � � ,

ãäå � �ET TE� — êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû òåðìîýëåêòðè÷åñòâà, ðà-

âåíñòâî êîòîðûõ âûòåêàåò èç ïðèíöèïà ñèììåòðè÷íîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ

òåïëîâûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Çàêîíû Êèðõãîôà â ýíåðãåòè÷åñêîé öåïè. Ïðèäåðæèâàÿñü ïðèíÿ-

òûõ îáîçíà÷åíèé, ëåãêî çàïèñàòü ïåðâûé è âòîðîé çàêîíû Êèðõãîôà äëÿ

ýíåðãåòè÷åñêîé öåïè â îáîáùåííîì âèäå.

Ïåðâûé çàêîí Êèðõãîôà:

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà — J �	 d n

n

� �
�

0 ;

èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà — i
n

� �0.

Âòîðîé çàêîí Êèðõãîôà:

äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà — E H�	 d k

H k

�0 ;

èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà — u
k

� �0 ,

ãäå n — óçåë öåïè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé çàìêíóòóþ îáëàñòü ïðî-

ñòðàíñòâà �n , îõâàòûâàþùóþ ãðàíèöû ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ýëå-

ìåíòîâ ýíåðãåòè÷åñêîé öåïè, â ñõåìå ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîé

ìîæíî âûäåëèòü k-é íåçàâèñèìûé êîíòóð, îáðàçóþùèé çàìêíóòóþ êðè-

âóþ H k .

Èçâåñòíûå ïðèíöèï ìèíèìóìà òåïëîâîãî äåéñòâèÿ â ýëåêòðè÷åñêîé

öåïè, ïðèíöèï ìèíèìóìà ïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè è êëàññè÷åñêèé ýêñòðå-
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ìàëüíûé ïðèíöèï ìåõàíèêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü îáîáùåííûì ýêñòðåìàëü-

íûì ïðèíöèïîì äåéñòâèÿ â ýíåðãåòè÷åñêîé öåïè â âèäå

min min ( , )P z z

z

� � � u i .

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ öåïü êàê ìîäåëü ãàçîòðàíñïîðòíîé ñåòè. Èçëî-

æåííûå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé îáîáùåííîé ýíåðãåòè÷íîé öåïè

áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà ãàçîòðàíñïîðòíûå ñåòè ïðîèçâîëüíîé òîïîëîãèè

[4, 6], ÷òî ïîçâîëèëî ñîçäàòü ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ ñòà-

öèîíàðíûõ è ïåðåõîäíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû ìàãèñòðàëüíûõ ãàçîïðîâîäîâ.

Äëÿ ýòîãî â ïðåäåëàõ ïðåäëîæåííîé êëàññèôèêàöèè ïðîàíàëèçèðîâàíû

ïåðåìåííûå, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

îòäåëüíûõ îáúåêòîâ ñåòè (ó÷àñòêè òðóá, îáîðóäîâàíèå êîìïðåññîðíûõ

ñòàíöèé), â ÷àñòíîñòè òàêèå:

ñèñòåìû óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîãî íåèçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà

â òðóáå ïîñòîÿííîãî äèàìåòðà ïðè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ;

ñèñòåìû óðàâíåíèé ñæàòèÿ è îõëàæäåíèÿ ãàçà â îáîðóäîâàíèè êîì-

ïðåññîðíûõ ñòàíöèé;

áàëàíñîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ ìàññ M t( ) è ïîòîêîâ ýíåðãèé M t( )

T t( )â óçëàõ ñåòè n n n� in out� , ãäå nin è nout — ìíîæåñòâà âñåõ âíóòðåííèõ è

ãðàíè÷íûõ óçëîâ.

Ó÷èòûâàÿ âçàèìîñâÿçü òåïëîâûõ è ãèäðàâëè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå

íàáëþäàþòñÿ ïðè òðàíñïîðòèðîâêå ãàçà, äëÿ óêàçàííûõ ìîäåëåé â êà-

÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ ïðåäëî-

æåíû âåêòîðíûå ôóíêöèè i � | |M MT T , u � | |p T T , â êîòîðûå âõîäÿò ôóíê-

öèè ìàññîâîãî ðàñõîäà M, äàâëåíèÿ p, òåìïåðàòóðû ãàçà T.

Äëÿ àëãåáðàèçàöèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîãî

íåèçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà â òðóáàõ èñïîëüçîâàíû îðèãèíàëüíûå

÷èñëîâûå îïåðàòîðíûå ìåòîäû, ïîñòðîåííûå íà ïîëèíîìàõ Íüþòîíà [7].

Òàêèå ìåòîäû îáåñïå÷èâàþò îäèíàêîâî âûñîêóþ òî÷íîñòü àïïðîêñèìà-

öèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êàê â ñåðåäèíå îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñè-

ìûõ ïåðåìåííûõ, òàê è íà èõ ãðàíèöàõ.

Àëãåáðàèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè îáúåêòîâ ãàçîòðàíñïîðòíîé

ñåòè ïîñëå ëèíåàðèçàöèè èìåþò âèä

i

i
G

u

u

i

i

in

out

in

out

in

out

( )

( )

( )

( )

( )

( )

�

�

�

�
�

�
� 

0

0
,

(3)

ãäå � — ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âðåìå-

íè t, íà êîòîðîì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé íåñòàöèî-
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íàðíîãî íåèçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà â òðóáàõ; u in ( )� è uout ( )� —

âåêòîðû íåèçâåñòíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ â óçëàõ ñåòè, ê

êîòîðûì ïîäêëþ÷åí äàííûé îáúåêò ãàçîòðàíñïîðòíîé ñèñòåìû; i in ( )� è

i out ( )� — âåêòîðû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ íà âõîäå è âû-

õîäå îáúåêòà; G — ìàòðèöà ïðîâîäèìîñòåé îáúåêòîâ ñåòè; i in
0 ( )� è i out

0 ( )� —

âåêòîðû êîíñòàíò ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

C èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ýëåìåíòîâ ñåòè âèäà (3), íà

îñíîâå áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîòîêîâ ìàññ M t( ) è ïîòîêîâ ýíåðãèé

M t( )T t( ) â óçëàõ ñåòè ïðåäëîæåíû ôîðìàëèçîâàííûå àëãîðèòìû ïîñòðîå-

íèÿ ìîäåëè ãàçîòðàíñïîðòíîé ñåòè ïðîèçâîëüíîé òîïîëîãèè. Òàêîå ïîñò-

ðîåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü íà îñíîâå îáîáùåííîãî ìåòîäà óçëîâûõ òåð-

ìîãèäðàâëè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, àíàëîãè÷íîãî ìåòîäó óçëîâûõ ïîòåíöèàëîâ

â òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé.

Ýíåðãåòè÷åñêèå öåïè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ïðîìûøëåííûõ ñåòåâûõ ýíåðãîñèñòåì ñèñòåìû áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé

ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé, ïîðîæäàåìûå îáîáùåííûì ìåòîäîì óçëîâûõ ïî-

òåíöèàëîâ, ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè ñèñòåìàìè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êî-

òîðûå èìåþò áëî÷íî-ñèììåòðè÷íóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ óñêîðåííîãî ðåøåíèÿ

òàêèõ ñèñòåì â óñëîâèÿõ æåñòêèõ îãðàíè÷åíèé îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ïðåä-

ëîæåíû ìåòîäû ïîëíîé ñòîëáöîâî-ñòðî÷íîé (CR) è íåïîëíîé ñòîëáöîâî-

ñòðî÷íîé (ICR) ôàêòîðèçàöèè íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö [8, 9].

Ìåòîä CR-ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò èç-

âåñòíîãî ìåòîäà LU-ôàêòîðèçàöèè ñâîéñòâîì àäàïòèâíîñòè ê äèíàìè-

÷åñêè âûáèðàåìûì âåäóùèì ýëåìåíòàì, ÷òî ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ïðî-

öåäóðû ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðíûõ

ìàòðèö.

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà ïîäòâåðæäåíû ðåçóëüòàòàìè åãî òåñòèðîâàíèÿ

íà ìíîæåñòâå ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ïðî÷èõ

ðàâíûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé è çàäåéñò-

âîâàííûõ îáúåìîâ ïàìÿòè ìåòîä CR-ôàêòîðèçàöèè ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìå-

òîäà LU-ôàêòîðèçàöèè, òàê êàê ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî (â ñðåäíåì áîëåå

÷åì íà òðåòü) ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà ICR-ôàêòîðèçàöèè íàä ìåòîäîì ILU-ôàêòîðè-

çàöèè è åãî ìîäèôèêàöèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â äîñòèæåíèè âûñîêîé àïïðîêñè-

ìàöèîííîé òî÷íîñòè ôîðìèðóåìûõ ôàêòîðíûõ ìàòðèö ïðè ýêîíîìè÷íîì

èñïîëüçîâàíèè ðåñóðñîâ ïàìÿòè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íà

ìíîæåñòâå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìèðóåìûõ ôàêòîðíûõ
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ìàòðèö â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåé â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ Êðûëîâà

(òèïà GMRES(m) è BiCGStab).

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ CR- è ICR-ôàêòîðèçàöèè îòêðûâàåò íîâûå âîç-

ìîæíîñòè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ

òîïîëîãè÷åñêèå ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð äëÿ ìîäåëåé ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ

÷èñëîì ñèñòåìîîáðàçóþùèõ îáúåêòîâ ïðèáëèçèòåëüíî îò 103 äî 105 ðåøåíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ áàëàíñîâûõ ñèñòåì ëèíåàðèçîâàííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè äî 109—1011 îñóùåñòâëÿåòñÿ çà âðå-

ìÿ îò 10–1 äî 102c íà êîìïüþòåðå Pentium IV/3.0GHz/1.0Gb.

Âûâîäû

Ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà

ïîíÿòèè ýíåðãåòè÷åñêèõ öåïåé è ýíåðãåòè÷åñêèõ àíàëîãèÿõ, ïîçâîëÿåò ñîç-

äàâàòü êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ýôôåêòèâíî âîñïðîèçâîäÿùèå ïðîöåññû íåîä-

íîðîäíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû â òàêèõ ñèñòåìàõ. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû

÷èñëåííîãî àíàëèçà ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè

îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå æåñòêèõ òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè è äëèòåëüíîñòè

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, çà âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ êîòîðûõ ïîðîæäàåìàÿ

èíôîðìàöèÿ íå òåðÿåò àêòóàëüíîñòè äëÿ ïîëüçîâàòåëåé.

The paper deals with an approach to mathematical modeling of power systems based on the the-
ory of power chains and power analogies. Great potentialities of mathematical modeling of the
power chains as an instrument for studying the complex power systems are shown, the diversity
of objects which form a system, heterogeneity of observed physical phenomena and mathemati-
cal complicacy of their description being characteristic of them. Potentialities of mathematical
and computer modeling of the power chains have been considered on the example of gas trans-
portation systems.
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ÑÀÓÕ Ñåðãåé Åâãåíüåâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ãë. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ïðîáëåì ìîäåëèðîâàíèÿ â

ýíåðãåòèêå èì. Ã. Å. Ïóõîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1978 ã. îêîí÷èë Êèåâñêèé èí-ò èíæåíåðîâ

ãðàæäàíñêîé àâèàöèè. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ÷èñëåííûå îïåðàòîðíûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äåêîìïîçèöèîííûå è èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

ëèíåéíûõ ñèñòåì áîëüøîé ìåðíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ â ýíåðãåòèêå è ãàçîòðàíñïîðòíûõ ñèñòåìàõ, ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû

ìîäåëèðîâàíèÿ ôèíàíñîâûõ è ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
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