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Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è
î íåëèíåéíîì ôëàòòåðå âÿçêîóïðóãîé ïëàñòèíû
èç êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà
ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè

(Ñòàòüþ ïðåäñòàâèë ä-ð òåõí. íàóê Â. Ô. Âåðëàíü)

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ôëàòòåðå âÿçêîóïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè
ìàññàìè â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåì íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððû, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíåí ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíî-
âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ ðåàëüíûõ êîìïî-
çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Delphi.

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ôëàòåð â’ÿçêîïðóæíî¿ ïðÿìîêóòíî¿ ïëàñòèíè ç çîñåðåäæåííèìè ìàñà-
ìè ó ãåîìåòðè÷í³é íåë³í³éí³é ïîñòàíîâö³. Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäà
Áóáíîâà—Ãàëüîðê³íà çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì íåë³í³éíèõ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü Âîëüòåðè, äëÿ ðîçâ’ÿçêó ÿêèõ çàñòîñîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä, áàçîâàíèé íà âèêî-
ðèñòàíí³ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë. Ðîçðàõóíêè ïðîâåäåíî äëÿ ðåàëüíèõ êîìïîçèö³éíèõ ìàòå-
ð³àë³â ó ñåðåäîâèù³ ïðîãðàìóâàííÿ Delphi.

K ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ÷èñëåííûé ìåòîä, èíòåãðî-äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íåëèíåéíûé ôëàòòåð..

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ðàññìîòðèì âÿçêîóïðóãóþ ïðÿìîóãîëüíóþ

ïëàñòèíó òîëùèíîé h ñî ñòîðîíàìè a è b, èçãîòîâëåííóþ èç îäíîðîäíîãî

èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè Mi, íàõîäÿùèìèñÿ â

òî÷êàõ ( , )x yi i , i I�1 2, , ..., , è îáòåêàåìóþ ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà ñî

ñêîðîñòüþ V (ðèñ. 1).
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Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè â ñðåäèííîé ïîâåðõ-

íîñòè � x , � y , � xy è äåôîðìàöèÿìè � x , � y , � xy , ñîãëàñíî ìîäåëè Áîëüö-

ìàíà—Âîëüòåððû, ïðèìåì â âèäå [1]
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ãäå E — ìîäóëü óïðóãîñòè; � — êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà;
* — èíòåãðàëüíûé
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óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êðóãîâîé ïåðå-

ñòàíîâêîé èíäåêñîâ.

Ñâÿçü ìåæäó äåôîðìàöèÿìè â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè � x , � y , � xy è

ïåðåìåùåíèÿìè u, v, w èìååò âèä [2]
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Èçãèáàþùèå è êðóòÿùèå ìîìåíòû M x , M y , è H âÿçêîóïðóãîé ïðÿìî-

óãîëüíîé ïëàñòèíû èìåþò âèä [3]
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ãäå D — öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû ïðè èçãèáå.
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Ðèñ.1. Âÿçêîóïðóãàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè, îáòåêàåìàÿ
ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà



Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòà âÿçêîóïðóãîé ïðÿìîóãîëü-
íîé ïëàñòèíû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè, îáòåêàåìîé ñâåðõçâóêîâûì
ïîòîêîì ãàçà, áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèé [2, 4]
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ãäå �p — èçáûòî÷íîå äàâëåíèå.

Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå òîíêîñòåííîé êîíñòðóêöèè ñî

ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ V. Ïîëå ñêîðîñòåé â êàæäîé òî÷êå îêàçûâàåòñÿ

çàâèñÿùèì îò íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè � âî âñåõ òî÷êàõ ïî-

âåðõíîñòè òåëà. Ïðè âåñüìà áîëüøèõ ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ êàæäàÿ

÷àñòèöà ãàçà äâèæåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèøü â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîì ê ñêîðîñòè V [4, 5].

Â ñëó÷àå ëèíåàðèçèðîâàííîãî òå÷åíèÿ ãàçà âäîëü ïëàñòèíû, ïî êîòî-

ðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ óïðóãèå âîëíû, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñ-

òè � èìååò âèä [4, 5]
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Çäåñü — ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû; p — äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè òåëà; p� è

V� — äàâëåíèå è ñêîðîñòü â íåâîçìóùåííîì ãàçå.

Âëèÿíèå ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ íà âÿçêîóïðóãóþ ïëàñòèíó èìååò èíåð-

öèîííûé õàðàêòåð è ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (4) c ïîìîùüþ
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ãäå � — ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû. Ñ ó÷åòîì (5) è (6), ïîäñòàâëÿÿ (1),

(2) è (3) â (4) è ââîäÿ ôóíêöèþ íàïðÿæåíèé â âèäå [2]
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Ýòà çàäà÷à â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [7—9].
Ðàñ÷åò íåëèíåéíîãî ôëàòòåðà âÿçêîóïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñ-

òèíû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè. Ïóñòü âÿçêîóïðóãàÿ ïëàñòèíà øàð-
íèðíî îïåðòà ïî âñåì êðàÿì. Ðåøåíèå ñèñòåìû (7), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è, áóäåì èñêàòü â âèäå
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ãäå w w tnm nm� ( ) — íåèçâåñòíûå ôóíêöèè âðåìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ (8) â óðàâ-
íåíèå (7) è âûïîëíÿÿ ïðîöåäóðó Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà, îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ w w tkl kl� ( ) ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ââåäÿ â ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû x a/ ,
y b/ , M Mi / 0, w hkl / , ( ) /V t a� , a t V
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1

sin sin sin sin# # # # ; M ab h0 � � — ìàññà âñåé ïëàñ-

òèíû; � � b h/ ; � (k k k� / ; ( k �1, åñëè k íå÷åòíîå, åñëè k ÷åòíîå èëè ðàâíî
íóëþ, òî ( k � 0 è � k �0; êîýôôèöèåíòû ak mirjsln îïðåäåëåíû â [10];

M p Vp � � �/� 2, M E VE � �/� 2, M V V* /� � .

Ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9) ïðî-
èíòåãðèðóåì ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâà-
íèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë [10], ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ÿäðà ðåëàêñàöèè
èñïîëüçóåì ñëàáî-ñèíãóëÿðíûå ÿäðà Êîëòóíîâà—Ðæàíèöûíà [1]:


 ( )t Ae tt� � �) ( 1, (0 1* *( ). (10)

Â ðàáîòå [11] èññëåäîâàíû ðåëàêñàöèîííûå ñâîéñòâà ðåàëüíûõ âÿçêî-

óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñòåêëîïëàñòèêîâ ÊÀÑÒ-Â, ÝÄÔ, ÑÂÀÌ è òåêñòîëèòà

ñ ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèåì âîëîêîí äëÿ ÿäðà ðåëàêñàöèè Êîëòóíîâà—

Ðæàíèöûíà (10). Ïàðàìåòðû A, ) è (, à òàêæå ìîäóëü óïðóãîñòè E íàéäåíû

ìåòîäîì ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñäâèãîâ [1]. Çíà÷åíèÿ A, ), ( è E äëÿ óêàçàí-

íûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [11].
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé íåëèíåéíîãî ôëàòòåðà âÿçêîóïðóãîé ïðÿìî-

óãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè, îáòåêàåìîé ñâåðõçâó-
êîâûì ïîòîêîì ãàçà, ïðèâåäåíû â òàáëèöå è íà ðèñ. 2, 3. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ïîâåäåíèÿ âÿçêîóïðóãîé ïëàñòèíû ïðè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ è ãåîìåò-
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Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé V êð

ïîòîêà ãàçà ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ôëàòòåðîâ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû
ïðè ðàçëè÷íûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ. Äëÿ
êàæäîãî ñëó÷àÿ èçó÷åíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà. Ïðèâåäåí-
íûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé V êð â
ðÿäå ðàçëîæåíèÿ Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà íåîáõîäèìî óäåðæèâàòü, ïî êðàéíåé
ìåðå, 11 (N = 11, M = 1) ïåðâûõ ãàðìîíèê. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, âåëè÷èíû,
ïîëó÷åííûå ïðè äâó÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè, äëÿ ðàñ÷åòà ôëàòòåðà íå äàþò
îæèäàåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Çíà÷åíèÿ Vêð, ïîëó÷åííûå ïðè äâóõ÷ëåííîé (N = 2) è
ìíîãî÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè (N = 11), ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ êàê äëÿ
óïðóãîé, òàê è äëÿ âÿçêîóïðóãîé ïëàñòèíû (áîëåå ÷åì íà 25—80 %).

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî èçìåíåíèå áåçðàçìåðíûõ ïà-
ðàìåòðîâ æåñòêîñòè M E , äàâëåíèÿ M p è ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû M i òàê-
æå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå âÿçêîóïðóãîé ïëàñòèíû.
Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ, óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðîâ M E è M i

ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, à óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà Mp

ïðèâîäèò ê åå èíòåíñèâíîìó óìåíüøåíèþ.
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ïðîãèáà ñðåäèííîé òî÷êè óïðóãîé

è âÿçêîóïðóãèõ ïëàñòèí èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ îò âðåìåíè. Êàê âèäíî
èç ðèñ. 2, ó÷åò âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïëàñòèíû ïðèâîäèò ê çàòó-
õàíèþ êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ óïðóãîé è âÿçêîóïðó-
ãîé çàäà÷ ñíà÷àëà íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îäíî îò äðóãîãî, íî ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå.

Íà ðèñ. 3 ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî âëèÿíèå ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû â
öåíòðå ïëàñòèíû íà êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. Âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ñîñðå-
äîòî÷åííîé ìàññû ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Âûâîäû. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ôëàòòåðà âÿçêîóïðó-
ãîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû èç êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ñ ñîñðåäîòî-
÷åííûìè ìàññàìè ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

ó÷åò âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó
èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ V êð ;

ó÷åò ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ êàê äëÿ óïðóãîé, òàê äëÿ âÿçêîóïðóãîé
ïëàñòèíû ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ V êð ;

ó÷åò íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ V êð ;
ïðè ðàñ÷åòàõ ìåòîäîì Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà íåîáõîäèìî âûáèðàòü

ìíîãî÷ëåííóþ àïïðîêñèìàöèþ ïðîãèáà;
ïðè ðàñ÷åòàõ â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè-

÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû íåîáõîäèìî âûáèðàòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ òåîðèþ (ëèíåéíóþ èëè íåëèíåéíóþ).

The paper deals with a problem on a flatter of a viscoelastic, rectangular plate with concentrated
masses in geometrically nonlinear setting. Mathematical model of the problem is reduced, using
the Bubnov-Galerkin method, to solution of the system of nonlinear integro-differential Volterra
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equations, a numerical method based on the use of quadrature formulae being used for their solu-
tion. Calculations were carried out for real composite materials in the Delphi programming
environment.
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