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Метод ветвей и границ для решения целочисленной
задачи дробно-линейной оптимизации
У статті в рамках загальної схеми методу гілок та меж обґрунтовано алгоритм розв’язання задач 
цілочислової оптимізації у випадку дробово-лінійної цільової функції та лінійних додаткових обмежень.
Ключові слова: дробово-лінійна функція, метод гілок та меж, цілочислове розв’язання.

Within general pattern for the branch and bound method, the solution algorithm of integer optimization in 
case of the linear-fractional objective function and additional linear constraints is considered in the article.
Key Words: linear-fractional function, branch and bound method, integer solution.

В статье в рамках общей схемы метода ветвей и границ обоснован алгоритм решения задач целочисленной
оптимизации в случае дробно-линейной целевой функции и линейных дополнительных ограничений.
Ключевые слова: дробно-линейная функция, метод ветвей и границ, 
целочисленное решение.

Вступ
Вимога дискретності змінних в явній чи неявній формах зустрічається в багатьох 

практичних задачах оптимізації [1-9]. Так, в економіко-математичних моделях, наприк-
лад, коли необхідно знайти валовий випуск продукції чи кількість поголів’я тварин, 
змінні мають набувати цілих значень. Крім того, побудова саме адекватної реаліям мо-
делі вимагає поряд з лінійними функціями використовувати дробово-лінійні.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Для знаходження оптимальних планів
задач цілочислового програмування застосовують точні та наближені методи [1-16], серед
яких досить поширеними є комбінаторні методи. Відомі методи розв’язання задач дро-
бово-лінійної оптимізації [15], [16], розроблено методи дробово-лінійних задач на 
комбінаторних множинах [4-6]. 
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Виділення невирішених раніше частин загальної проблеми. Однак авторам 
не відомі дослідження задач цілочислової оптимізації з дробово-лінійною цільовою 
функцією. В літературі вони не розглядалися, а тому є доцільним запропонувати по-
становку таких задач та методи їх розв’язання.

Мета даної статті – поширити метод послідовного аналізу варіантів в рамках схеми
методу гілок та меж з використанням на кожному кроці симплекс-методу для оцінки 
розв’язань цілочислових задач оптимізації з дробово-лінійною цільовою функцією, а 
також обґрунтувати алгоритм цього методу, використовуючи ідеї Ленда та Дойга [10].

Обґрунтування отриманих наукових результатів
Розглянемо задачу вигляду: знайти впорядковану пару  * , *f x x , таку, що 
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jx − цілі числа    nj J  , (4)

де  1 2, ,..., nx x x x , , , ,j j ij ic d a b − дійсні сталі mi J  , nj J  , kJ позначає 

множину перших k натуральних чисел  1,2,...,k .

Для розв’язання (1) − (4) виконаємо наступні перетворення. Спочатку, як і в 
відомих [15] алгоритмах Гоморі чи Дальтона-Ллевеліна, послабимо (1) − (4), відкинувши
умову (4). Застосуємо до задачі (1) − (3) відображення  , яке задамо співвідношен-
нями 
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nj J x R   , (5)

де знаменник не обертається в нуль (вважаємо 0 0y x  , що задовольняють 
(2), (3)) та перейдемо до задачі з лінійною функцією цілі: знайти
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Зауважимо, що * *( )= ( )f x F y , де *( )f x визначається з (1) − (4), а *( )F y – роз-
в’язання задачі (6) – (9).

Задача (6) − (9) є лінійною і може бути розв’язана одним із методів лінійного про-
грамування, наприклад, модифікованим симплекс-методом. На наступних етапах розв’я-
зання необхідно використовувати перетворення, обернене до (5), повертаючись до вихід-
ної задачі та перевіряючи умову (4) для останнього знайденого розв’язання. 

Запишемо алгоритм розв’язання задачі (1) – (4), в основі якого лежить загальна 
схема алгоритму Ленд та Дойг [10]. Позначимо  – номер ітерації. Під ітерацією будемо
розуміти один повний цикл алгоритму.

1. Відкинути умову (4) і застосувати перетворення (5) до (1) – (3), отримаємо
(6) – (9).

2. Розв’язати лінійну задачу (6) – (9). 
3. Якщо (6) – (9) не має розв’язання, то не має розв’язання (1) – (4), інакше 

нехай   1
0x y y

 – е к с т р е м а л ь  з а д а ч і  (1 ) – (3 ) .

4 . Я к щ о   1 2, , . . . , nx x x x   з а д о в о л ь н я є  (4 ) ,  т о  ( ) ,f x x – р о з в ’я з а н н я з а д а ч і

(1 ) – (4 ) ,  ін а к ш е  п е р е й т и  н а  к р о к  5 .

5 . В и з н а ч и т и  н а й м е н ш и й  ін д е к с  j к о м п о н е н т и  jx  т о ч к и  x ,  т а к о ї , щ о  jx  – н е  

ц іл а . 
6 . З а п и с а т и  д в а  о б м е ж е н н я , щ о  в  о б л а с т і  (2 ) ,  (3 )  в ід т и н а ю т ь  x :

j jx x 
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– ц іл а  ч а с т и н а  jx  .

7 . З а с т о с у в а т и  д о  (1 0 ) ,  (1 1 )  п е р е т в о р е н н я  (5 ) :

0j jy x y 
 

,  (1 2 )

  01j jy x y  
 

.  (1 3 )

8 . П р и є д н а т и  д о  о с т а н н ь о ї  з а д а ч і  в и г л я д у  (6 ) – ( 9 )  о б м е ж е н н я  (1 2 )  т а  з а с т о с у -
в а т и  к р о к и  2 – 4  д о  р о з в ’я з а н н я  (6 ) – (9 ) ,  (1 2 ) .  Я к щ о  з а д а ч а  (6 ) – ( 9 ) ,  (1 2 )  н е  м а є  

р о з в ’я з а н н я , п е р е й т и  н а  к р о к  9 , ін а к ш е  1 1( ) ,F y y – р о з в ’я з а н н я з а д а ч і  (6 ) – (9 ) ,  ( 1 2 ) .

9 . П р и єд н ат и  д о  о ст ан н ь о ї зад ач і в и гл я д у  (6 ) – (9 )  о б м еж ен н я  (1 3 )  т а  за ст о с у в а т и  
к р о к и  2 – 4  д о  р о з в ’я з а н н я  (6 ) – (9 ) ,  (1 3 ) .  Я к щ о  з а д а ч а  (6 ) – (9 ) ,  (1 3 )  н е  м а є  р о з -

в ’я з а н н я , п е р е й т и  н а  к р о к  1 0 , ін а к ш е  2 2( ) ,F y y – р о з в ’я з а н н я з а д а ч і  (6 ) – (9 ) ,  (1 3 ) .

1 0 . Я к щ о  ж о д н а  із  з а д а ч  в и г л я д у  (6 ) – (9 ) ,  (1 2 )  т а  (6 ) – (9 ) ,  (1 3 )  р о з в ’я з а н н я н е  
м ає , то  зад ач а  (1 ) – (4 ) т еж  р о зв ’язан н я н е  м ає  у  ви п ад к у 1  . Д л я  1  ви б р ати  д л я

п о д а л ь ш о г о  г а л у ж е н н я  ін ш у  о б л а с т ь  з  в е р ш и н о ю , з н а й д е н о ю  н а  к р о ц і  1 2   1  - ї  

іт е р а ц і ї ,  і  п е р е й т и  н а  к р о к  4 .
1 1 . Я к щ о  о д н а  із  з а д а ч  в и г л я д у  (6 ) – (9 ) ,  (1 2 )  ч и  (6 ) – (9 ) ,  (1 3 )  р о з в ’я з а н н я н е  

м а є , т о  п е р е й т и  н а  к р о к  4 , в в а ж а ю ч и    1

0ix y y


 ,  д е  i – н о м е р  т о ч к и , щ о  н а д а є  

ц іл ь о в ій  ф у н к ц ії  н а й б іл ь ш о г о  в  о б л а с т і  iD з н а ч е н н я .
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12. Якщо обидві задачі вигляду (6) – (9), (12) та (6) – (9), (13) мають розв’язан-
ня, то для подальшого галуження обрати ту, яка надає цільовій функції більшого зна-

чення, і перейти на крок 4, вважаючи   1

0ix y y


 , де i – номер точки iy , що надає 

цільовій функції більше з двох значень   , 1, 2jF y j  . У випадку, коли значення ці-

льових функцій збігаються, перейти на крок 4 і проаналізувати розв’язання кожної із 
задач.

Обґрунтуємо вищеописаний алгоритм. Опишемо спосіб галуження, відсікання 
та оцінювання методу гілок та меж (МГМ), виходячи із специфіки розв’язуваної цим 
методом задачі.

Позначимо D – допустиму область вихідної задачі, тобто множину точок, що 
задовольняють умовам (1) – (4). Розіб’ємо множину D на частини, що не мають 

спільних точок, тобто *
1 2D D D D   , *

1 2D D D   , де 1D – множина 

допустимих розв’язань задачі (1) – (4) при додаванні обмеження (10); *D – множина 

допустимих розв’язань задачі (1) – (4) при додаванні обмеження 1j j jx x x      
   

; 

2D – множина допустимих розв’язань задачі (1) – (4) при додаванні обмеження (11). 

Очевидно, що множина розв’язань *D є порожньою для задачі (1) – (4) і з подаль-
шого галуження може бути виключена.

Процес розв’язання можна представити у вигляді дерева, в якому вихідна вер-
шина відповідає плану 0x – оптимальному плану задачі (1) – (3). А кожна зв’язана 
вершина з  вихідною вершиною відповідає оптимальному плану такої задачі: знайти 
(1) за обмежень (2), (3) та за додаткового обмеження (10) або (11).

Кожній з таких вершин (множин iD допустимих розв’язань відповідної задачі) 

надають оцінку (верхню межу):    max
i

i
x D

D f x


  . Якщо оптимальні плани отрима-

них задач задовольняють умови цілочисельності, то план з максимальною оцінкою і 
буде оптимальним планом вихідної задачі, інакше необхідно продовжити процес 
розбиття. При цьому кожного разу для подальшого розбиття обирають вершину 
(відповідно множину iD ) з найбільшою оцінкою, тобто з найбільшим значенням ці-

льової функції. Для ітерацій 1  у випадку, якщо обрана область iD не містить точок з 
цілочисловими координатами, використовуємо для подальшого галуження область з 
меншою оцінкою, знайденою на попередній ітерації (крок 10 алгоритму).

Розбиваючи в процесі розв’язання множину D на підмножини ,i i
i

D D D

  , 

маємо, що оцінка для будь-якої з них не більша за оцінку для вихідної множини D , 
тобто для всіх iD має місце нерівність:    iD D   .

Правила відсікання (крок 6 алгоритму) враховують той факт, що відсікаються 
тільки ті області iD , які не містять точок, що задовольняють (4). 

Враховуючи спосіб галуження та правила відсікання, має місце наступне твер-
дження.

Теорема 1. Алгоритм МГМ, застосований до задачі (1) – (4), знаходить її оп-
тимальне розв’язання. 

Застосуємо до системи нерівностей, що описують множини *
1 2, ,D D D , пере-

творення (5), отримаємо *
1 2, ,Q Q Q . Умова (4) при застосуванні відображення (5) 

набуде вигляду:
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0j jy x y , (14)

де jx – цілі nj J  , 0

0
1

1
n

j j
j

y
d x d






.

Теорема 2. Обмеження (12), (13) не відсікають допустимих розв’язань задачі 
(6) – (9), (14).

Доведення. Нехай існує *y Q , така, що y – розв’язання задачі (6) – (9), (14). 

Застосовуючи до y перетворення, обернене до (5), отримаємо точку x ,   1
0x y y

 .  

О с к іл ь к и  з а д а ч і  (6 ) – (9 ) ,  (1 4 )  т а  (1 ) – (4 )  е к в ів а л е н т н і ,  т о  x – р о з в ’я з а н н я з а д а ч і  (1 ) –
(4 ) .  В р а х о в у ю ч и , щ о  в ід о б р а ж е н н я   з а д а є  в з а є м н о о д н о з н а ч н у  в ід п о в ід н іс т ь  м іж  
D – м н о ж и н о ю  т о ч о к , щ о  з а д о в о л ь н я ю т ь  (1 ) – (4 )  т а  Q – м н о ж и н о ю  т о ч о к , щ о  

з а д о в о л ь н я ю т ь  (6 ) – (9 ) ,  (1 4 ) [ 5 ] ,  м а є м о  * *Q D  ,   * 1 *D Q  ,  а  о т ж е , м а є м о  

*x D . О д н ак  за  п о б уд о в о ю  м н о ж и н а *D є  п о р о ж н ь о ю  д л я  зад ач і (1 ) – (4 ). С уп ер еч н іст ь .

Т а к и м  ч и н о м , м н о ж и н а  *Q н е  м іс т и т ь  р о з в ’я з а н ь з а д а ч і  (6 ) – (9 ) ,  (1 4 ) .  Т в е р д ж е н н я  
д о в е д е н о .

П р и к л а д . О п т и м із у в а т и  ф у н к ц ію  1 2

1 2

3 2
m a x

x x

x x





з а  л ін ій н и х  о б м е ж е н ь  

1 23 12,x x  1 22 9x x  ,  1 24 8x x   т а  з а  у м о в  ц іл о ч и с е л ь н о с т і  з м ін н и х  1x ,  2x .

Р о зв ’я за н н я . 1 . В ід к и н ем о  ум о в у ц іл о ч и сел ьн о ст і та  засто с уєм о  п ер етв о р ен н я (5 )
д о  «п о с л а б л е н о ї »  з а д а ч і ,  о д е р ж и м о :  1 23 2 maxy y  з а  о б м е ж е н ь  1 2 03 12 0,y y y   

1 2 02 9 0 ,y y y   1 2 04 8 0 ,y y y    1 2 1y y  .

2 – 3 . Р о зв ’язавш и  л ін ій н у  зад ач у, о д ер ж и м о  
7 1 3 5

, ,
5 4 1 8 1 8

y    
 

, зв ід к и
3 9 1 5

,
7 7

x    
 

.

4 . В р а х о в у ю ч и , щ о  1x т а  2x – н е  ц іл і ,  п е р е х о д и м о  н а  к р о к  5 .

5 . 1j  .

6 . З а п и с у є м о  д в а  о б м е ж е н н я , щ о  в ід т и н а ю т ь  x :  1 5x  ,  1 6x  .  З а с т о с о в у є м о  д о  

о б м е ж е н ь  1 5x  ,  1 6x  п е р е т в о р е н н я  (5 ) ,  о т р и м а є м о  1 05 0y y  , 1 06 0y y   .

7 . Д о  л ін ій н о ї  з а д а ч і  к р о к у  1  д о д а є м о  о б м е ж е н н я  1 05 0y y  і  р о з в ’я з у є м о  ї ї .  

1 1
8 5

( ) , 5 ,
3 2

F y x     
 

.

8 . Д о  л ін ій н о ї  з а д а ч і  к р о к у  1  д о д а є м о  о б м е ж е н н я  1 06 0y y   і  р о з в ’я з у є м о  ї ї .  

 2 2
8

( ) , 6,3
3

F y x  .

9. Враховуючи, що 1 2
8

( ) ( )
3

F y F y  , переходимо на крок 4 алгоритму.

Оскільки  2 6,3x  задовольняє умовам цілочисельності, то  2 6,3x  і буде 

оптимальним розв’язанням вихідної задачі. Таким чином,  8
, 6,3

3
– розв’язання.
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Висновки
Таким чином, у статті побудовано алгоритм методу гілок та меж (ідейно близький 

до підходу Ленд та Дойг) для розв’язання задач оптимізації дробово-лінійної цільової 
функції з урахуванням умови цілочисельності змінних та лінійних обмежень.

Перспективи подальших розвідок у даному напрямі. Доцільним видається 
надалі програмно реалізувати даний алгоритм та провести оцінку його складності, а також 
числові експерименти для визначення меж практичного застосування алгоритму.
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O.A. Emets, O.A. Chernenko 
Branch and Bound Method for Solving the Integer Problem
of Linear-Fractional Optimization

The article considers the problem of optimization of linear-fractional objective function 
on a polyhedron that is described by the system of linear constraints and with condition of the 
integer variables. Actuality of this type of problem is motivated by practical needs, in parti-
cular, the construction and study of appropriate models to real processes.

The authors propose the method for solving the integer problem of linear-fractional 
optimization with additional linear constraints. Namely, the method of sequential analysis of 
variants in the context of the branch and bound method is extended. This article describes the 
ways of branching, cutting-off and evaluation in the branch and bound method taking into 
account the specifics of the problem being solved. To evaluate the integer solutions of the 
optimization problem with a linear-fractional objective function a transition to a linear 
objective function are performed and the simplex method is used on every step.

The solution algorithm for integer optimization with the linear-fractional objective fun-
ction is built. The correctness of the algorithm is grounded by the theorem that the proposed 
algorithm of the branch and bound method applied to the optimization problem with the linear-
fractional function with linear constraints and integer variables finds the optimal solution of 
problem.

The example of solving the problem of this type by the proposed algorithm is given 
in the article.

Стаття надійшла до редакції 25.01.2012.


