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Рассматриваются модели и алгоритмы для решения задачи распреде-
ления дискретных многопродуктовых потоков в зональных сетях, явля-
ющихся отдельными фрагментами сложной иерархической структуры.
Показано, что такая задача при проектировании многоуровневой систе-
мы управления распределением потоков может быть сведена к задаче
линейного программирования без учета ограничений на пропускные спо-
собности дуг. Для практического решения задачи предложены простые
алгоритмы с трудоемкостью O(п3), где n — число узлов в сетевой
структуре, основанные на методах построения кратчайших путей.

Розглядаються моделі й алгоритми для рішення задачі розподілу дис-
кретних багатопродуктових потоків у зональних мережах, що є окреми-
ми фрагментами складної ієрархічної структури. Показано, що така за-
дача при проектуванні багаторівневої системи керування розподілом
потоків може бути зведена до задачі лінійного програмування без обліку
обмежень на пропускні здібності дуг. Для практичного рішення задачі
запропоновані прості алгоритми з трудомісткістю O(п3), де n — число
вузлів у мережній структурі, засновані на методах побудови найкорот-
ших шляхів.

Models and algorithms for the decision of a problem of distribution of discrete
multicommodity flows in the zone networks being separate fragments of complex

 В.А. Васянин, 2011
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hierarchical structure are considered. It is shown, that such problem at designing
a multilevel control system by distribution of flows can be reduce to a problem of
linear programming without restrictions on bandwidths of arches. For the practical
decision of a problem an 0(n3) simple algorithms, based on methods of the shortest
path, are offered (where n — number of nodes in the network structure).

Ñóùåñòâóþùèå è ïðîåêòèðóåìûå êîììóíèêàöèîííûå ñåòè
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìåþò èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ãäå
÷èñëî óðîâíåé èåðàðõèè ìîæåò îïðåäåëÿåòñÿ àäìèíèñòðàòèâ-
íûì äåëåíèåì òåððèòîðèè, ñòðóêòóðîé îðãàíîâ òåððèòîðèàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèíÿòîé òåõíîëîãèåé îáðàáîòêè è ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïîòîêîâ ãðóçîâ è èíôîðìàöèè è äð. Îáû÷íî òàêèå
ñåòè ñîñòîÿò èç äåöåíòðàëèçîâàííîé ðàñïðåäåëåííîé ñåòè âåðõíå-
ãî óðîâíÿ (ìàãèñòðàëüíîé ñåòè) è íèçîâûõ ñåòåé (çîíàëüíûõ
è âíóòðåííèõ ñåòåé). Ñòðóêòóðà ñåòè êàæäîãî óðîâíÿ ìîæåò
îáëàäàòü ñâîåé âíóòðåííåé èåðàðõèåé. Ìåòîäèêà ïðîåêòèðî-
âàíèÿ òàêèõ ñåòåé äîëæíà îòðàæàòü õàðàêòåðíóþ äëÿ ñëîæíûõ
ñèñòåì íåâîçìîæíîñòü ïîëíîé öåíòðàëèçàöèè â îäíîì çâåíå
îáðàáîòêè èíôîðìàöèè è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïî óïðàâëåíèþ
ïðîöåññàìè èõ ðàçâèòèÿ è ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò
ê íåîáõîäèìîñòè ôîðìèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû
ñèñòåìû àâòîìàòèçèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì
ïîòîêîâ. Ïðîåêòèðîâàíèå èåðàðõè÷åñêèõ ñåòåâûõ ñòðóêòóð
èìååò, êàê ïðàâèëî, íèñõîäÿùèé õàðàêòåð. Íà âåðõíåì óðîâíå
ðåøàþòñÿ çàäà÷è ñòðóêòóðíîãî ñèíòåçà è ïåðñïåêòèâíîãî ðàç-
âèòèÿ ñåòè, äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êðóïíîàãðåãèðîâàííûå
ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ. Íà íèçøèõ óðîâíÿõ ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ äåòàëèçàöèÿ îáúåêòîâ äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ ñ öåëüþ
íàèáîëåå àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ïðè-
íÿòèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé. Ýòî îáóñëàâëèâàåò èòåðàöèîí-
íî-öèêëè÷åñêèé õàðàêòåð ïðîöåññîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ è óïðàâ-
ëåíèÿ, âêëþ÷àþùèõ ïðîöåäóðû ñèíòåçà è àíàëèçà âîçìîæíûõ
ðåøåíèé íà âñåõ óðîâíÿõ ñåòè. Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ ïðèíèìà-
þòñÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, ñâÿçàííûõ ñ íåïîëíîòîé
èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè, à òàêæå ñ îãðóáëåíèåì ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ìîäåëåé, íåîáõîäèìî ðàçäåëÿòü ðåøåíèÿ íà ïåðñïåêòèâ-
íûå, òåêóùèå è îïåðàòèâíûå. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àê-
òóàëüíîé ðàçðàáîòêà êîìïëåêñà âçàèìîñâÿçàííûõ ìíîãîóðîâíåâûõ
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ìîäåëåé ïåðñïåêòèâíîãî ðàçâèòèÿ, òåêóùåãî ïëàíèðîâàíèÿ è
îïåðàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ, îòîáðàæàþùèõ èåðàðõèþ ñåòè è
ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ñòåïåíü àãðåãèðîâàíèÿ ïîêàçàòåëåé.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè è àëãîðèòìû çàäà-
÷è ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ìíîãîïðîäóêòîâûõ ïîòîêîâ â
çîíàëüíûõ ñåòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ îòäåëüíûìè ôðàãìåíòàìè ñëîæ-
íîé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèðîâà-
íèÿ ìíîãîóðîâíåâîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïî-
òîêîâ, åå ìîæíî îòíåñòè ê çàäà÷àì òåêóùåãî ïëàíèðîâàíèÿ, â
êîòîðûõ â êà÷åñòâå äèñêðåòà âðåìåíè îòïðàâëåíèÿ ïîòîêîâ
ïðèíèìàþòñÿ îäíè ñóòêè äëÿ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé è îäíà ñåêóí-
äà äëÿ ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ. Ïðè ýòîì, â êà÷åñòâå ìãíîâåí-
íûõ ïîòîêîâ, ðàñïðåäåëÿåìûõ ïî ñåòè, èñïîëüçóþòñÿ ñðåäíèå
ïëàíèðóåìûå ïîòîêè, ðàññ÷èòàííûå äëÿ êîíêðåòíûõ ïåðèîäîâ.

Ïóñòü G (Í, Ñ) — èåðàðõè÷åñêàÿ ìíîãîïðîäóêòîâàÿ ñåòü ñ
ìíîæåñòâîì íåîðèåíòèðîâàííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ äóã Ð, k = |P |  è
ìíîæåñòâîì óçëîâ N, n = |Í| è n = |N| è N = N1 ∪ N2 ∪ N3, ãäå
N1, N2, N3 — ìíîæåñòâà óçëîâ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî
òèïîâ ñîîòâåòñòâåííî, à «∪« — çíàê îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ. Ïîä
òîïîëîãè÷åñêîé äóãîé áóäåì ïîíèìàòü ôèçè÷åñêèé îòðåçîê ëèíèè
ñâÿçè: æåëåçíîé èëè àâòîìîáèëüíîé äîðîãè, êàáåëÿ ñåòè ïåðåäà÷è
äàííûõ, òåëåôîííîãî êàáåëÿ è ò. ä., — ñîåäèíÿþùèé äâà ëþáûõ
óçëà èç ìíîæåñòâà N òàê, ÷òî ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè óçëàìè
íà äàííîì îòðåçêå íåò áîëüøå íè îäíîãî óçëà èç N. Óçëû ñåòè
ñîîòâåòñòâóþò ïóíêòàì îòïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åíèÿ, ïåðåãðóçêè
(ïåðåêîììóòàöèè) ãðóçîâ èëè èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ.

Íà ñåòè çàäàíî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S íà ïåðåâîçêó èëè
ïåðåäà÷ó ïîòîêîâ. Ïîä òðåáîâàíèåì Sij ∈ S (ãäå «∈» — çíàê
ïðèíàäëåæíîñòè ê ìíîæåñòâó) ïîíèìàåòñÿ ïàðà óçëîâ (i, j),
ìåæäó êîòîðûìè èìååòñÿ íàïðàâëåííûé äèñêðåòíûé ïîòîê åäè-
íè÷íûõ ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð, íåäåëèìûõ ãðóçîâ óíèôèöèðî-
âàííîãî ðàçìåðà, áèò èëè ñèìâîëîâ) îáúåìîì àij. Ïîòîêè
òðåáîâàíèé çàäàíû öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé À = ||aij||nxn, à³i=0,
i=1, n, êîòîðûå ïîäëåæàò åäèíîâðåìåííîé ïåðåäà÷å èç
èñòî÷íèêîâ ³ â ñòîêè j, i, j = 1, n.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ââåäåì ñëåäóþùèå
îïðåäåëåíèÿ [1]. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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óçëîâ è äóã ñåòè G íàçûâàåòñÿ ìàðøðóòîì. Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ
öåïüþ, åñëè âñå åãî äóãè ðàçëè÷íû. Öåïü íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé,
åñëè åå êîíöåâûå óçëû ðàçëè÷íû. Îòêðûòàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ïóòåì,
åñëè âñå åå óçëû ðàçëè÷íû. Íàçîâåì ôðàãìåíòîì ñåòè G ëþáóþ
ñâÿçíóþ ïîäñåòü, ñîñòîÿùóþ èç óçëîâ ëþáûõ òèïîâ è ñâÿçûâàþùèõ
èõ äóã. Òîãäà ïîä çîíîé îáñëóæèâàíèÿ óçëà (ÇÎÓ) ëþáîãî òèïà
áóäåì ïîíèìàòü ôðàãìåíò ñåòè G, ïîñòðîåííûé ïî ñëåäóþùèì
ïðàâèëàì: 1) îò óçëà ïðîâîäÿòñÿ âñå ïóòè ÷åðåç óçëû 2-ãî è 3-ãî
òèïîâ äî ïåðâûõ âñòðåòèâøèõñÿ óçëîâ ïåðâîãî òèïà è òóïèêîâûõ
óçëîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ; 2) îïðåäåëåííûå ïî ïðàâèëó
1) óçëû ïåðâîãî òèïà è òóïèêîâûå óçëû ñîåäèíÿþòñÿ óñëîâíîé
ãðàíèöåé çîíû îáñëóæèâàíèÿ óçëà.

Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì îáëàñòè ÇÎÓ ïðåäñòàâëÿþò
çîíàëüíûå óðîâíè èåðàðõè÷åñêîé ñåòè èëè çîíàëüíûå ñåòè. Íà
ðèñóíêå ïîêàçàíû ôðàãìåíòû ñåòåé, à òàêæå ïðèìåðû ÇÎÓ äëÿ
óçëîâ 1-ãî, 2-ãî è 3-ãî òèïîâ. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû òàêæå
âíóòðåííèå óðîâíè ñåòè, ïðåäñòàâëåííûå öåíòðàëèçîâàííûìè
ïîäñåòÿìè ñ ðàçëè÷íûìè ñòðóêòóðàìè (ðàäèàëüíûìè,
äðåâîâèäíûìè, ðàäèàëüíî-óçëîâûìè) è ñîäåðæàùèìè òîëüêî
óçëû 4-ãî òèïà. Óçëû 4-ãî òèïà ÿâíî íå âõîäÿò â ðàññìàòðèâàåìóþ
ìîäåëü, îäíàêî âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñîçäàâàåìûå èìè
èñõîäÿùèå ïîòîêè è âõîäÿùèå â íèõ ïîòîêè îáðàáàòûâàþòñÿ â
ãëàâíîì óçëå (1-ãî, 2-ãî èëè 3-ãî òèïà) âíóòðåííåé ñåòè. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñîñòàâà óçëîâ ðàçëè÷íîãî òèïà,
ôîðìèðîâàíèå ÇÎÓ è ïðåîáðàçîâàíèå ïîòîêîâ îò óçëîâ 4-ãî
òèïà äëÿ ñåòè G âûïîëíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòðóêòóðíî-
òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà
àâòîðàìè â îòäåëüíîé ðàáîòå. Òàêèì îáðàçîì ïðèíèìàåì, ÷òî
ïîòîêè óçëîâ 4-ãî òèïà ó÷òåíû â ìàòðèöå À.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî íà óçëû 2-ãî è 3-ãî òèïîâ íàëîæåíû
äîïîëíèòåëüíûå òåõíîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ, à èìåííî —
îíè ìîãóò îòïðàâëÿòü ïîòîêè òðåáîâàíèé òîëüêî ÷åðåç óçëû 1-ãî
òèïà, ëåæàùèå íà ãðàíèöå çîí èõ îáñëóæèâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî
â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ 1-ãî òèïà îáðàáàòûâàþòñÿ è âõîäÿùèå
ïîòîêè â óçëû 2-ãî è 3-ãî òèïîâ. Â ðåàëüíûõ òðàíñïîðòíûõ
ñåòÿõ è ñåòÿõ ïåðåäà÷è äàííûõ óçëû 1-ãî òèïà ÿâëÿþòñÿ, êàê
ïðàâèëî, êðóïíûìè ïðåäïðèÿòèÿìè ñâÿçè, îáëàäàþùèìè
ìîùíîé ìàòåðèàëüíî-òåõíè÷åñêîé áàçîé. Â óçëàõ ýòîãî òèïà
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äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü êîíöåíòðàöèè ïîòîêîâ.
Óçëû 2-ãî è 3-ãî òèïîâ ìîãóò îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé
ôóíêöèîíàëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè, óðîâíåì òåõíè÷åñêîé
îñíàùåííîñòè, ÷èñëîì îáñëóæèâàþùåãî ïåðñîíàëà è ïð. Òàê,
íàïðèìåð, â óçëàõ 3-ãî òèïà, â îòëè÷èå îò óçëîâ 2-ãî òèïà,
ìîæåò áûòü çàïðåùåíà îáðàáîòêà òðàíçèòíûõ ïîòîêîâ.

Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèå ïîòîêîâîé ìàòðèöû À äîëæíî
ó÷èòûâàòü ïðèíöèïû íàïðàâëåíèÿ ïîòîêîâ äëÿ óçëîâ âòîðîãî
è òðåòüåãî òèïîâ, ñîãëàñíî êîòîðûì èñõîäÿùèé ïîòîê èç ýòèõ
óçëîâ íàïðàâëÿåòñÿ (ðàññîðòèðîâûâàåòñÿ) â óçëû ïåðâîãî òèïà,
ëåæàùèå íà ãðàíèöå çîí èõ îáñëóæèâàíèÿ. Ïóñòü Y = || ξ || ,
ξ = 1, n — âåêòîð, â êîòîðîì ñóììèðóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
îáúåìû îáðàáîòêè îò ïðåîáðàçîâàííûõ ïîòîêîâ óçëîâ âòîðîãî
è òðåòüåãî òèïîâ (ïåðâîíà÷àëüíî Y îáíóëåí); Zi — çîíà
îáñëóæèâàíèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà ñåòè G äëÿ i-ãî óçëà; l, k —
óçëû ïåðâîãî òèïà â ÇÎ j-ãî è i-ãî óçëîâ, îáñëóæèâàþùèå
ñîîòâåòñòâåííî j ∈ N2 ∪ N3, ³ ∈ N2 ∪ N3 ; «←» çíàê îïåðàöèè
ïðèñâàèâàíèÿ; ↔, ∃ — êâàíòîðû âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ;
&, ! — çíàêè ëîãè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ. Òîãäà
ñîäåðæàòåëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ äëÿ
óçëîâ 2-ãî è 3-ãî òèïîâ â çîíàëüíûõ ñåòÿõ çàêëþ÷àåòñÿ â
ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèöû À, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ãäå i, j, k, ò — ñîîòâåòñòâåííî óçëû 1-ãî, 2-ãî, 3-ãî è 4-ãî
òèïîâ.

Ðèñ.
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1) ∀ Sij ∈ S, ³, j ∈ N1 ñîîòâåòñòâóþùèå ïîòîêè aij íå èçìåíÿþòñÿ;

2) ∀ Sij ∈ S, ³ ∈ N1, j ∈ N2 ∪ N3, I /= ² âûïîëíèòü:
àil ← ail + aij

alj ← àlj + aij,
yl ←yl + àij,
àij = 0;

3) ∀ Sij ∈ S, i ∈ N2 ∪ N3, j ∈ N1, k /= j âûïîëíèòü:
aik ← aik + aij,
akj ← akj + aij,     (1)
yk ← yk + àij,
aij = 0;

4) ∀ Sij ∈ S, i, j ∈ N2 ∪ N3, k /= I âûïîëíèòü:
aik ← aik + aij,
akl ← akl + aij,
alj ← alj + àij,     (2)
yk  ← yk + aij,
yl  ← yl + aij,
aij = 0;

5) ∀ Sij ∈ S, i, j ∈ N2 ∪ N3, k = I, j ≠ Zi, âûïîëíèòü 3);
6) ∀ Sij ∈ S, ³, j ∈ N2 ∪ N3, k = I, j ∈ Z³ ïðåîáðàçîâàíèå aij

íå âûïîëíÿåòñÿ.
Êàê âèäíî èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé, ïîòîêè

êîòîðûõ ïîäâåðãàþòñÿ îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ, íåîáõîäèìî
óêàçàòü óçëû k è l. Ýòè óçëû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
ñòðóêòóðíî-òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ
ê çàäà÷àì ïåðñïåêòèâíîãî ðàçâèòèÿ.

Óðîâåíü àãðåãèðîâàíèÿ çàäà÷ ïåðñïåêòèâíîãî ðàçâèòèÿ íå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ ñõåìó àäðåñàöèè ïîòîêîâ èç
óçëîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ äëÿ ïåðèîäîâ òåêóùåãî
ïëàíèðîâàíèÿ âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíîãî êîëåáàíèÿ ïîòîêîâ.
Ïîýòîìó äëÿ çîíàëüíûõ ñåòåé öåëåñîîáðàçíî èìåòü îòäåëüíóþ
ìîäåëü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ íà óðîâíå
òåêóùåãî ïëàíèðîâàíèÿ.
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Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà
ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã. Òðàíñïîðòèðîâêà èëè ïåðåäà÷à
ïîòîêîâ èç óçëîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ äî îáñëóæèâàþùèõ
èõ óçëîâ ïåðâîãî òèïà è íàîáîðîò äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ
òðàíñïîðòíûìè ñðåäñòâàìè ìàãèñòðàëüíîãî óðîâíÿ èëè ïî
ìàãèñòðàëüíûì êàíàëàì ñâÿçè, ïîýòîìó äëÿ òàêèõ ïîòîêîâ
îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã áóäóò ó÷òåíû â
ìàãèñòðàëüíûõ ìîäåëÿõ ïðè ðàñïðåäåëåíèè ïîòîêîâ ìåæäó âñåìè
òèïàìè óçëîâ â ñåòè. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìè ôàêòîðàìè,
îïðåäåëÿþùèìè êà÷åñòâî ñõåìû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ óçëîâ
âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ, ÿâëÿþòñÿ çàòðàòû íà èõ òðàíñïîðòèðîâêó
èëè ïåðåäà÷ó îò óçëà-èñòî÷íèêà äî óçëà-ïîòðåáèòåëÿ è
âîçìîæíîñòè îáðàáîòêè ïîòîêîâ ýòèõ óçëîâ â óçëàõ ïåðâîãî
òèïà. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî
àäðåñàöèÿ ïîòîêîâ èç óçëîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ â íåêîòîðûå
óçëû ïåðâîãî òèïà, ëåæàùèå íà ãðàíèöå çîí îáñëóæèâàíèÿ ïåðâûõ,
à ôàêòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ñ ó÷åòîì èõ îáúåìîâ è
äðóãèõ îãðàíè÷åíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ íà ìàãèñòðàëüíîì óðîâíå, òî òðàíñïîðòíûå
çàòðàòû ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèìè îò îáúåìîâ ïîòîêîâ è
ïðèíÿòü ëèíåéíûìè îò ðàññòîÿíèÿ. Ïðèìåì òàêæå, ÷òî çàòðàòû
íà äîïîëíèòåëüíóþ îáðàáîòêó (ïåðåñîðòèðîâêó) åäèíèöû ïîòîêà
èç óçëîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ â îáñëóæèâàþùèõ èõ óçëàõ
ïåðâîãî òèïà îäèíàêîâû âî âñåõ óçëàõ. Ïóñòü R = ||rij||nxn —
òîïîëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ãäå

äëèíå äóãè, åñëè pij ∈ P,
rij = 

∞, åñëè äóãè pij íå ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ñåòü GD(N, PD), ïîëó÷åííóþ èç G ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Îïðåäåëèì íà ñåòè GD, èñïîëüçóÿ R, êðàò÷àéøèå ïóòè îò
âñåõ óçëîâ ³ ∈ N2 ∪ N3 äî óçëîâ ïåðâîãî òèïà, íàõîäÿùèõñÿ â ÇÎ
³-ãî óçëà è êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè óçëàìè ïåðâîãî òèïà.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó D = || dij ||nxn, â êîòîðîé ýëåìåíòû
íå ðàâíûå áåñêîíå÷íîñòè ïðåäñòàâëÿþò ìíîæåñòâî äóã ÐD ñåòè GD.
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Ëåììà. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

i,j ∈ N1 & dij /=  ! (³ ∈ N1, j ∈ N2 ∪ N3) & dij /= ∞ ! (3)
! (³ ∈ N2 ∪ N3, j ∈ N1) & dij /= ∞,    (4)
(³ ∈ N3 ∪ N3, j ∈ N1) & dij = ∞,    (5)
(³, j ∈ N2 ∪ N3) dij=∞ & j ∉ Zi,    (6)

òîãäà:
1) êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó ëþáûìè óçëàìè, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), ñîñòîèò èç îäíîé äóãè è ñîâïàäàåò ñ
êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó ýòèìè óçëàìè, ïîñòðîåííûìè íà ñåòè G;

2) êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó óçëàìè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (4)
èëè (5) ñîñòîèò èç äâóõ äóã;

3) êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó óçëàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ
(6) ñîñòîèò èç äâóõ èëè òðåõ äóã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 1) ïîêàæåì, ÷òî äëèíà
ëþáîãî ïóòè, ïîñòðîåííîãî íà ñåòè GD ìåæäó óçëàìè ², j ∈ N1

è ñîäåðæàùåãî áîëåå îäíîé äóãè íå ìåíüøå, ÷åì äëèíà ïóòè,
ñîñòîÿùåãî èç îäíîé äóãè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåí
êðàò÷àéøèé ïóòü πij îò i äî j, ñîäåðæàùèé áîëåå îäíîé äóãè.
Ïóñòü πij çàäàí ïåðå÷èñëåíèåì óçëîâ πij= (i, k1, k2,..., kξ, j).
Òîãäà äëèíà ëþáîé äóãè (i, k1), (k1, k2),..., (kξ, j) â ñåòè GD

îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé äëèí íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè-
÷åñêèõ äóã ñåòè G. Åñëè âñå òîïîëîãè÷åñêèå äóãè, ñîñòàâëÿþùèå
îòðåçêè (i, k1),..., (kξ, j) ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
òîïîëîãè÷åñêèõ äóã, âõîäÿùèõ â ïóòü π′ij, ïîñòðîåííûé íà
ñåòè G è ïðåäñòàâëåííûé â ñåòè GD îäíîé äóãîé, òî äëèíû
ïóòåé πij è π′ij ñîâïàäàþò. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî
óñëîâèÿ, äëèíà ïóòè ðé; íå ìîæåò áûòü ìåíüøå äëèíû π′ij, òàê
êàê òîãäà ïóòü π′ij; íå áûë áû êðàò÷àéøèì. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå è òîò ôàêò, ÷òî â àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ
êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ñðåäè íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé
ìåæäó çàäàííûìè óçëàìè, ïåðâûì âñåãäà áóäåò îïðåäåëåí ïóòü,
ñîñòîÿùèé èç ìåíüøåãî ÷èñëà äóã, äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 1).
Äîêàçàòåëüñòâî 2) è 3) ñëåäóåò èç ïðàâèë ôîðìèðîâàíèÿ ÇÎ äëÿ
óçëîâ, ïîñòðîåíèÿ ñåòè GD, à òàêæå èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ



184

Åêîëîã³÷íà áåçïåêà òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ

ïðèâåäåííûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1). Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ (4)–(6) äëèíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé
ìåæäó óçëàìè ³ è j, ïîñòðîåííûõ â ñåòè G è GD ìîãóò íå
ñîâïàäàòü. Â ñëó÷àå (6), êîãäà j ∈ Zi èìåþò ìåñòî âíóòðèçîííûå
òðåáîâàíèÿ, ïîòîêè êîòîðûõ íå ïîäâåðãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíîé
ïåðåðàáîòêå â óçëàõ ïåðâîãî òèïà, ïîýòîìó îíè íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàòðèöû À.

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ íåîðèåíòèðîâàííàÿ äóãà
p ∈ ÐD çàìåíåíà íà äâå äóãè ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé
è ðD îçíà÷àåò ÷èñëî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ äóã â GD.

Ïóñòü Xi = || xi
j ||, j = 1, pD, ³ = 1, n — âåêòîð-ñòîëáåö, îïðåäåëÿþùèé

ïîòîêè ïðîäóêòà ³ ïî âñåì äóãàì ñåòè GD; A=|| aij ||nxn — ìàòðèöà
ïîòîêîâ, â êîòîðîé ñîõðàíåíû òîëüêî òå ýëåìåíòû aij, äëÿ
èíäåêñîâ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî îäíî èç óñëîâèé (4)–(6).
Îñòàëüíûå ýëåìåíòû â À çàìåíåíû íà íóëè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ñi= || ñi

j ||, j = 1, ðD, ³ = 1, n âåêòîð-ñòðîêó çàòðàò íà ïåðåâîçêó
åäèíèöû ïîòîêà ïðîäóêòà i ïî äóãàì ñåòè GD. Ïîñòðîèì äëÿ
GD ìàòðèöó

 
èíöèäåíöèé Å = || åij ||nxpD óçëû-äóãè è îïðåäåëèì

ìàòðèöû W ξ
ξ

 = || wξ
ij ||nxpD,  = 1, n;

âåêòîðû-ñòîëáöû Vi = || vi
j ||T, j = 1, n, ³ = 1, n; âåêòîð-

ñòîëáåö ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé óçëîâ Hw = || hi ||T, ³ = 1, n.
Çíàê «Ò» — îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Ãäå ñîîòâåòñòâåííî:

    1, åñëè äóãà j íàïðàâëåíà ê óçëó ²,

eij = 
 -1, åñëè äóãà j íàïðàâëåíà îò óçëà i,

    0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
        1, åñëè eij = 1,

W 
ξ
ij = 

  1, åñëè eij = -1 è I = ξ,      
   0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

         ∑
=ξ

n

ija
1

 , åñëè j = I,
V

i

j =  
aij, åñëè j = ξ.



185

ÏðåðîìàíòèçìÐîçä³ë 3. Íàóêîâî-òåõíîëîã³÷íà áåçïåêà òà ³íòåëåêòóàëüí³ ðåñóðñè

Ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ â çîíàëüíûõ ñåòÿõ
áóäåì èñêàòü â êëàññå çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà:

Min Z = Ñ1[ðD]X
1[pD] + ... + Ñn[ðD]X

n[ðD],     (7)

W1[n, pD] X 1[pD]+ ... + Wn[n,ðD]Õ
n[pD]<= HW[n],     (8)

Å[n, pD] X 1[pD] = V
1
[n],

    .             .
    .             .
    .             .
E [n, pD] Xn [pD] = Vn[n]    

 (9)

X
i 
[p

D
] >= 0 è öåëûå, ³ = 1, n.    (10)

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. Èç
óòâåðæäåíèÿ ëåììû ÿñíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ áëî÷íûõ çàäà÷
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ
êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïî îäíîìó êðèòåðèþ — ìèíèìóìó äëèíû
ïóòè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîé ïóòü äëÿ òðåáîâàíèé èç
êëàññà (4) èëè (5) áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ äóã, à äëÿ òðåáîâàíèé
êëàññà (6) — èç äâóõ èëè òðåõ äóã. Ïîýòîìó âûáîð îïòèìàëüíîãî
ïóòè áóäåò âñåãäà ïðîèçâîäèòüñÿ ñðåäè ïóòåé, ñîäåðæàùèõ
îäèíàêîâîå ÷èñëî äóã, òî åñòü âñå ïóòè ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷êè
çðåíèÿ ÷èñëà òðàíçèòíûõ óçëîâ. Äðóãàÿ îñîáåííîñòü çàäà÷è
(7)—(10) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîïóñêíûå
ñïîñîáíîñòè óçëîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîëüêî äëÿ óçëîâ
ïåðâîãî òèïà, ñâÿçàííûõ ñ óçëàìè âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ â
ñåòè Go õîòÿ áû îäíîé äóãîé. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÷èñëà
ó÷èòûâàåìûõ îãðàíè÷åíèé (8) ðàâíà âåëè÷èíå n1 — ÷èñëó óçëîâ
â ìíîæåñòâå N1. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îáåñïå÷èâàåò
îòíîñèòåëüíî íåâûñîêóþ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è (7)—(10) è
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ åå ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè
ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè Äàíöèãà-Âóëôà [2] è ðåëàêñàöèè
îãðàíè÷åíèé Ðîçåíà [3, 4]. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ìåòîäîâ áóäóò âñåãäà öåëî÷èñëåííûìè,
ïîñêîëüêó ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé â ïðèâåäåííîé ìîäåëè
ÿâëÿþòñÿ âïîëíå óíèìîäóëÿðíûìè, à ïðàâûå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé
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öåëî÷èñëåííûìè âåêòîðàìè è âûáîð îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ìíîãîãðàííèêå ñ öåëî÷èñëåííûìè âåðøèíàìè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåàëüíûå ñåòåâûå ñòðóêòóðû âñåãäà
ôóíêöèîíèðóþò â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, âîçäåéñòâèÿ
ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ, äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþùèõñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè ðåñóðñîâ, à òàêæå ïðè íåäîñòàòî÷íî òî÷íîé èñõîäíîé
èíôîðìàöèè, äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òî÷íûõ ìåòîäîâ è èñïîëüçîâàòü
àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ
ïóòåé. Ïðèâåäåì àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøèòü çàäà÷ó â
ñëó÷àÿõ çàäàííûõ è íåèçâåñòíûõ çîí îáñëóæèâàíèÿ óçëîâ.

Ïóñòü Ñ = || ñij ||nxn — ñïðàâî÷íàÿ ìàòðèöà êðàò÷àéøèõ
ïóòåé, ïîñòðîåííàÿ äëÿ ñåòè Go, ãäå

        0, åñëè ³ =j ! ³, j ∈ N2∪N3 & j ∈ Zi,

 c³j =  ³, åñëè ³ è j ñâÿçàíû îäíîé äóãîé, (11)
k, åñëè ïóòü îò i äî j ñîäåðæèò áîëåå îäíîé äóãè,
ãäå k — ïðåäïîñëåäíèé óçåë íà êðàò÷àéøåì ïóòè îò
i äî j; Γi

1 — ìíîæåñòâî óçëîâ ïåðâîãî òèïà â Zi;
{α |β} — ìíîæåñòâî α, äëÿ êîòîðûõ âåðíî
óòâåðæäåíèå β.

Äî îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ óìåñòíî áóäåò ïðèâåñòè òåîðåìó,
èìåþùóþ âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé.

Òåîðåìà [5]. ∀  ³ ∈ N ∃ {πij | j ∈ (N\³ )} òàêîå, ÷òî â ∀ 
j

âõîäèò íå áîëåå îäíîé äóãè, ïðèíàäëåæàùåé ëþáîìó êðàò÷àé-
øåìó ïóòè πij.

Òàêèì îáðàçîì, êðàò÷àéøèå ïóòè πij, ïîñòðîåííûå îò óçëà
i ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåðåâî ñ êîðíåì â ³, êîòîðîå ìîæåò áûòü
îäíîçíà÷íî îïèñàíî ñòðîêîé ñïðàâî÷íîé ìàòðèöû Ñ.

Àëãîðèòì 1. Ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ïðè çàäàííûõ ÇÎÓ.
1. Èñïîëüçóÿ R ïîñòðîèòü â ñåòè G êðàò÷àéøèå ïóòè îò

∀ ³ ∈ N2 ∪N3 äî ∀ j ∈ Γi
1 è ìåæäó âñåìè óçëàìè èç ìíîæåñòâà N1.

2. Èñïîëüçóÿ D, ïîñòðîåííóþ â øàãå 1, íàéòè êðàò÷àéøèå
ïóòè â ñåòè GD. Ïðè ïîñòðîåíèè ïóòåé ñôîðìèðîâàòü
ñïðàâî÷íóþ ìàòðèöó Ñ â ñîîòâåòñòâèè ñ (11).
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3. Ñ′ ← 0; Y ← 0.
4. Äëÿ {i , j I (cij = i ! cij = 0) & i /= j , ³, j = 1, n} âûïîëíèòü

c′ij, ← i.
5. Äëÿ {I, j ² cij /= i ! cij /= 0 , ³, j = 1, n} âûïîëíèòü 6–12.
6. ξ ← j; I ← 0; k ← 0.
7. Ïîêà ciξ /= ² âûïîëíèòü 8—10.
8. Åñëè ² = 0, òî ² ← ñiξ.
9. k ← ciξ.
10. ξ ← ci. Ïåðåéòè ê 7.
11. Åñëè k = ², òî âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå (1), èíà÷å

âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå (2).
12. Ñ ′ij ← k. Ïåðåéòè ê 5.
13. Ñòîï.
Çàïèñü â ñòðîêàõ 4 è 5 âûðàæåíèÿ i, j = 1, n îçíà÷àåò

öèêëè÷åñêîå èçìåíåíèå èíäåêñîâ, ïðè÷åì âòîðîé èíäåêñ
èçìåíÿåòñÿ áûñòðåå ïåðâîãî. Òàêàÿ çàïèñü àíàëîãè÷íà îðãàíèçàöèè
âíóòðåííåãî öèêëà ïî j è âíåøíåãî ïî i, êîãäà îáà èíäåêñà
èçìåíÿþòñÿ îò 1 äî n ñ øàãîì 1.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà 1 áóäóò ñôîðìèðîâàíû
ìàòðèöû À, Ñ′ è âåêòîð Y. Ýëåìåíòû ñïðàâî÷íîé ìàòðèöû
ñîðòèðîâêè Ñ′ = || c′ij || nxn îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0, åñëè ³ = j,
Ñ ′ij =  i, åñëè ïîòîê àij àäðåñóåòñÿ (ñîðòèðóåòñÿ) â óçåë j,

k, åñëè ïîòîê à³j àäðåñóåòñÿ (ñîðòèðóåòñÿ) â óçåë k.

Ìàòðèöà Ñ′ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàïîìèíàíèÿ ñõåìû àäðåñàöèè
(ñîðòèðîâêè) ïîòîêîâ â óçëàõ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ.

Äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 1 íåîáõîäèìî çíàòü ìíîæåñòâà Γi
1,

i ∈ N2∪N3. Ðàíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî ìíîæåñòâà Ãi
1 îïðåäåëÿþòñÿ

ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòðóêòóðíî-òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.
Êàê ïðàâèëî, íà ïðàêòèêå, ïîëó÷åííàÿ ñòðóêòóðà ñåòè âñåãäà
óòî÷íÿåòñÿ ìåòîäîì ýêñïåðòíîãî àíàëèçà ñ ïðèâëå÷åíèåì
îïûòíûõ ñïåöèàëèñòîâ. Â ñëó÷àå, åñëè ïðîöåäóðà óòî÷íåíèÿ
ñòðóêòóðû ñåòè ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì âûïîëíåíà íå áûëà,
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî çîíû îáñëóæèâàíèÿ äëÿ óçëîâ âòîðîãî è
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òðåòüåãî òèïîâ òî÷íî íå èçâåñòíû. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èìåòü
àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ â çîíàëüíûõ ñåòÿõ, åñëè çàäàí
òîëüêî âåêòîð  θ = || θ1 ||, i = 1, n, îïðåäåëÿþùèé òèïû óçëîâ, ãäå

θi = 
 1, eñëè i ∈ N1,
0, åñëè ³ ∈ N2∪N3.

Àëãîðèòì 2. Ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ïðè íåèçâåñòíûõ ÇÎÓ.
1. Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó R ïîñòðîèòü íà ñåòè G êðàò÷àéøèå

ïóòè ìåæäó âñåìè óçëàìè ñ îäíîâðåìåííûì ôîðìèðîâàíèåì
ñïðàâî÷íîé ìàòðèöû Ñ ñîãëàñíî (11).

2. Ñ ′ ← 0; Y ← 0.
3. Äëÿ {i | i = 1, n, i <= n} âûïîëíèòü 4—23.
4. Äëÿ {j I j = 1, n , j <= n} âûïîëíèòü 5—22.
5. Åñëè i /= j, ïåðåéòè ê 6, èíà÷å ïåðåéòè ê 22.
6. Åñëè θi, = 1 & θi = 1 âûïîëíèòü ñ′j ; ← ³; ïåðåéòè ê 22.
7. ξ ← j; l ← 0; k ← 0.
8. Ïîêà ci /= i âûïîëíèòü 9—12.
9. Åñëè θci = 1 âûïîëíèòü 10—11, èíà÷å ïåðåéòè ê 12.
10. Åñëè ² = 0, òî ² ←ciξ.
11. k ← ci.
12. ξ ← ci. Ïåðåéòè ê 8.
13. Åñëè θi = 0, òî ïåðåéòè ê 14, èíà÷å ê 21.
14. Åñëè θj = 0, òî ïåðåéòè ê 15, èíà÷å ê 19.
15. Åñëè I /= 0, òî ïåðåéòè ê 16, èíà÷å C ′ij ← i, ïåðåéòè

ê 22.
16. Åñëè ² /= k, òî âûïîëíèòü 17, èíà÷å ïåðåéòè ê 18.
17. akl ← àkl + àij,
aijàlj + aij,
yl ← yl + aij,
L1: àik ←aik + aij

yk ← yk + àij,
ñij←k,
L2: aij ← 0, ïåðåéòè ê 22.
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18. Âûïîëíèòü
L3: ail ← àil + àij,
alj ← alj + aij,
yl ← yl + aij,
c′ij ← l, ïåðåéòè ê L2.
19. Åñëè k = 0, òî c′ij ← ², ïåðåéòè ê 22.
20. akj←akj + aij. Ïåðåéòè ê L1.
21. Åñëè I = 0, òî c′ij ← ³ , èíà÷å ïåðåéòè ê L3.
22. Ïåðåéòè ê 4.
23. Ïåðåéòè ê 3.
24. Ñòîï.
Â àëãîðèòìå 2 óêàçàòåëè k è I îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé

è ïîñëåäíèé óçëû ïåðâîãî òèïà, íàõîäÿùèåñÿ íà êðàò÷àéøåì ïóòè
ìåæäó i è j. Åñëè ìåæäó óçëàìè i è j íåò óçëîâ ïåðâîãî òèïà, ëèáî
íåò âîîáùå íèêàêèõ óçëîâ, çíà÷åíèÿ k = l = 0.

Ñðàâíèâàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìîâ 1 è 2 ñ òðóäîåìêîñòüþ
ðåøåíèÿ (7)–(10) îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðîñòûõ ïðîöåäóð,
îñíîâàííûõ íà ïîñòðîåíèè êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïîçâîëÿåò óêàçàòü
âåðõíþþ ãðàíèöó àñèìïòîòè÷åñêîé òðóäîåìêîñòè — O(n3), â òî
âðåìÿ êàê ðåøåíèå öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è (7)–(10) èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó [á].

Ðåçþìèðóÿ îáñóæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ
â çîíàëüíûõ ñåòÿõ, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ èç óçëîâ 2-ãî è 3-ãî òèïîâ, îñóùåñòâëÿå-
ìîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñòðóêòóðíî-òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
èåðàðõè÷åñêîé ìíîãîïðîäóêòîâîé ñåòè íåöåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü
íà óðîâíÿõ òåêóùåãî ïëàíèðîâàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè.

2. Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è èçâåñòíûõ äåêîì-
ïîçèöèîííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7)–(10) îïðàâäàíî
òîëüêî ïðè íåîáõîäèìîñòè «æåñòêîãî» ó÷åòà îãðàíè÷åíèé (8).

3. Ïðåèìóùåñòâî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ
â çîíàëüíûõ ñåòÿõ ñëåäóåò îòäàòü àëãîðèòìàì 1 è 2 â ñèëó èõ
ïðîñòîòû, íåáîëüøîé òðóäîåìêîñòè è, êàê ïîêàçàëè ïðàêòè÷åñêèå
èññëåäîâàíèÿ, ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ â ñìûñëå
äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà (7).
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