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Анализ профилей мод интегрального анизотропного  
оптического волновода методом конечных элементов 

 
Современные технологии делают возможным формирование заданно-
го профиля показателя преломления интегрального оптического вол-
новода, что на этапе проектирования дает большую степень свободы 
при реализации таких его свойств как ширина полосы, профили мод, 
согласование фаз мод с различной длиной волны и т.д. Важным явля-
ется численное исследование этого класса структур. В работе пред-
ставлена схема метода конечных элементов Галеркина для расчета 
направленных мод анизотропного канального волновода. Выполнено 
моделирование термодиффузионного интегрального Ti:LiNbO3 опти-
ческого волновода. Получены профили поля мод, а также дисперсион-
ные характеристики. 

Ключевые слова: интегральная оптика, метод конечных элементов, 
профили поля мод. 

 
Введение 

При построении устройств планарной оптики волноводные структуры явля-
ются неотъемлемыми элементами, используемыми для реализации функций ком-
мутации, модуляции, разветвления, суммирования, мультиплексирования и де-
мультиплексирования оптических сигналов [1–5].  

Оптические волноводы, электрооптические компоненты, передатчики, при-
емники и управляющая электроника могут быть интегрированы в одном чипе с 
использованием планарной технологии аналогично микроэлектронике. На сего-
дняшний день теория волноводных устройств развита достаточно хорошо [6]. Од-
нако, поскольку их технические характеристики зависят от многочисленных па-
раметров, включающих геометрию, длину волны, начальное распределение поля, 
свойства материала и т.п., моделирование работы таких устройств с целью опти-
мизации тех или иных характеристик играет важную роль в процессе проектиро-
вания.  
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Целью настоящей работы является математическое моделирование дисперси-
онных характеристик и профилей мод интегрального оптического волновода  
(ИОВ) с использованием метода конечных элементов. Выбор метода обусловлен 
возможностью его применения для структур как волоконной, так и интегральной 
оптики, а также его преимуществами при расчете сложных профиля показателя 
преломления и геометрической формы поперечного сечения оптического волно-
вода. 

Современные технологии делают возможным формирование заданного про-
филя показателя преломления с достаточной точностью. Это дает большую сте-
пень свободы при реализации определенных свойств волноводов, таких как ши-
рина полосы [7], профили мод [8], согласование фаз мод с различной длиной вол-
ны [9, 10] и т.д. Таким образом, численное исследование такого класса структур 
является важным. 

   
Моделирование методом конечных элементов 

Основная идея метода конечных элементов заключается в том, что непрерыв-
ные физические величины, такие как напряженности электрического x

pqE  и маг-

нитного x
pqH  полей могут быть аппроксимированы дискретной моделью, постро-

енной на множестве кусочно-непрерывных функций, определенных на конечном 
числе подобластей. Кусочно-непрерывные функции определяются с помощью 
значений непрерывной величины в конечном числе точек рассматриваемой об-
ласти [11].  

Моделирование анизотропного ИОВ методом конечных элементов включало 
следующие этапы: 

— разбиение области анализа на конечные элементы первого порядка тре-
угольной формы методом триангуляции Делоне; 

— определение функций формы конечного элемента; 
— запись задачи на собственные значения с использованием метода взве-

шенных невязок (Галеркина); 
— задание граничного условия Дирихле; 
— определение постоянных распространения волноводных мод, а также нор-

мированных значений поля в узловых точках из решения задачи на собственные 
значения. 

 
Разбиение области анализа интегрального  
оптического волновода на конечные элементы 

Термодиффузионный Ti:LiNbO3 оптический волновод (рис.  1)  можно рас-
сматривать как градиентную структуру с монотонно-изменяющимся профилем 
показателя преломления [12], результат расчета которого для обыкновенной вол-
ны в поперечном сечении ИОВ ( мкм 633,00 =l , мкм 3=W , мкм 61=t , время 
диффузии 14400 с, температура диффузии 1250 К), представлен на рис. 2. 
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Рис. 1. Интегральный оптический  
волновод, сформированный  

термодиффузией Ті4+ в LiNbO3 

Рис. 2. Зависимость показателя преломления для 
обыкновенной волны в поперечном сечении ИОВ 

 
В качестве области анализа выбрано поперечное сечение ИОВ. Разбиение об-

ласти на конечные элементы первого порядка треугольной формы (рис. 3) прове-
дено методом триангуляции Делоне [13].  
 

 
Рис. 3. Разбиение области анализа ИОВ на конечные элементы 

первого порядка треугольной формы 
 

Функции формы конечного элемента 
Для однородного в направлении z  оптического волновода скалярное волно-

вое уравнение записывается следующим образом [14]: 
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где для x

pqE  моды: 
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и для y
pqE  моды: 

 

xH=f ,       2
2 11

rr n
==

e
h ,       12 =x . 

 
На рис. 4 изображен треугольный элемент первого порядка, в котором волно-

вая функция ),( yxef  для произвольной координаты ),( yx  внутри элемента выра-
жается через функции формы 1N , 2N  и 3N  (с полями 1f , 2f , 3f  в вершинах тре-
угольника): 
 

[ ] { }e
T

ee NNNNyx fffff  ),( 332211 =++= ,         (2) 
 
где T

e NNNN ],,[][ 321=  и { } { }T
e 321 ,, ffff = .  

 

 
Рис. 4. Треугольный элемент первого порядка 

 
Для определения функций формы 1N , 2N  и 3N  удобно использовать коорди-

наты площади iL , определяемые отношением площади треугольника, образован-
ного точкой p  и стороной, противоположной узлу i , к общей площади треуголь-
ника: 
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321 yyQ -= ,   132 yyQ -= ,   213 yyQ -= ; 

231 xxR -= ,   312 xxR -= ,   123 xxR -= ; 

[ ]))(())((
2
1

12131213 yyxxxxyySe -----= ; 

 
eS  — площадь треугольного элемента; ),( 11 yx , ),( 22 yx  и ),( 33 yx  — координаты 

его углов.  
В случае линейного треугольного элемента, содержащего три узла, функции 

формы совпадают с соответствующими координатами площади: 
 

11 LN = ,   22 LN = ,   33 LN = . 
 

Задача на собственные значения 
Для записи задачи на собственные значения в матричной форме использован 

метод Галеркина [14]. Подставляя (2) в волновое уравнение (1), получим: 
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Умножение левой части этого уравнения на функцию формы ][ eN , и интег-

рирование по элементу e  дает: 
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Интегрируя первое слагаемое (3) по x  и y , получим: 
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Используя выражение 
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запишем: 
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где n¶¶  — производная по внешней нормали и òG G

e
d

 
  — криволинейный инте-

грал по границе eG . Суммирование по всем элементам дает: 
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Предположим, что левая часть (4) умножена на волновую функцию T

e}{f : 
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Таким образом, первое слагаемое (4) может быть записано в виде: 
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Это выражение записано в предположении, что волновая функция ef  и ее нор-

мальная производная nee ¶¶fh 2 , умноженная на константу 2
eh , непрерывны на 

границах соседних элементов. При этом криволинейные интегралы по границам 
элементов внутри области анализа сокращаются, поскольку направления обхода 
границы при вычислении криволинейных интегралов противоположны для каж-
дой пары соседних элементов. В результате остается только криволинейный инте-
грал по границе всей области анализа. Хотя такое предположение является одним 
из ограничений скалярного метода конечных элементов, оно является относи-
тельно хорошей аппроксимацией [14]. Таким образом, первое слагаемое (4) может 
быть записано как: 
 

ò G G
¶
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Подставляя (5) в (4), приведем второе к виду: 
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При наложении граничного условия Дирихле, обсуждаемого подробнее ниже, 

можно пренебречь вторым слагаемым левой части (6). В этом случае оно может 
быть упрощено до задачи на собственные значения в матричной форме: 
 

( ){ } { }0 ][][ 2 =- fb MK ,            (9) 
 
в которой квадрат постоянной распространения b  является собственным значе-
нием, а }{f  — собственным вектором.  

Используя замену переменных 
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для уменьшения ошибок округления в вычислениях, запишем (9) как: 
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Поскольку диэлектрическая проницаемость ree  предполагается постоянной в 

пределах элемента, 2
eh  и 2

ex  для него также будут постоянны, и для вычисления 
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компонент матриц ][K  и ][M  необходимо вычислить следующие слагаемые в (7), 
(8): 
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Производные координат площади по координатам x  и y  равны: 
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Для координат площади используем следующую формулу интегрирования 

[14]: 
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Покомпонентное представление матрицы ][ eA следующее: 
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подынтегральное выражение при этом можно представить как: 
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Используя формулу интегрирования (10), получим следующие выражения для 
элементов матрицы: 
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Покомпонентное представление матрицы ][ eB  следующее: 
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подынтегральное выражение при этом можно представить как: 
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Сравнивая уравнение (11) с уравнением (18), можно заметить, что разница 

между ними состоит только в переменной, по которой проводится дифференци-
рование. Таким образом, компоненты матрицы в уравнении (18) определяются 
заменой iQ  на iR  в уравнениях (12)–(17): 
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Покомпонентное представление матрицы ][ eC  следующее: 
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подынтегральное выражение при этом можно представить как: 
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Используя формулу интегрирования (10), получим следующие выражения 

для элементов матрицы: 
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Таким образом, получены матрицы ][ eA , ][ eB  и ][ eC  для треугольного эле-

мента e  первого порядка. Глобальные матрицы ][K  и ][M  могут быть определе-
ны подстановкой матриц ][ eA , ][ eB  и ][ eC  в уравнения (7) и (8) и их суммирова-
нием: 
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Граничное условие Дирихле 

Условие Дирихле требует, чтобы волновая функция на границе области ана-
лиза ИОВ была равна нулю: 
 

0=if .          (19) 
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Таким образом, упрощая уравнение (6), получаем задачу на собственные значения 
в матричной форме (9). Поскольку уравнение (19) должно выполняться для і-й 
компоненты if  собственного вектора }{f , некоторые компоненты матриц ][K  и 

][M , отличные от диагональных, должны быть равны нулю: 
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Поскольку компоненты і-х строк матриц в уравнении (20) удовлетворяют уравне-
нию  
 

( ) 02 =- iiiii MK fb , 
 
уравнение (19) выполняется. 
 
Результаты расчета 

Полученные в результате решения уравнения (1) дисперсионные характери-
стики и профили поля мод приведены на рис. 5–8.  

 

 
Рис. 5. Дисперсия мод x

pqE  для обыкновенной волны 
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Рис. 6. Профиль поля моды xE11  в поперечном сечении ИОВ 

 
 

 
Рис. 7. Профиль поля моды xE21  в поперечном сечении ИОВ 
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Рис. 8. Профиль поля моды xE31  в поперечном сечении ИОВ 

 
Выводы 

Представлена схема метода конечных элементов Галеркина для расчета на-
правленных мод анизотропного канального волновода. Для модели поля на гра-
ницах области расчета использовалось граничное условие Дирихле. 

Выполнено моделирование термодиффузионного интегрального Ti:LiNbO3 
оптического волновода. Получены профили поля мод, а также дисперсионные ха-
рактеристики ИОВ.  

К недостаткам метода можно отнести существенную зависимость успешного 
расчета от выбора способа разбиения области на конечные элементы, причем в 
случае задания равномерной сетки с тем же количеством узлов наблюдалось от-
сутствие сходимости. 

Перспективно использование «прозрачных» граничных условий (transparent 
boundary conditions), что позволит расширить область применения метода на слу-
чай расчета затухающих мод ИОВ. 
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