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Алгоритмічно-програмний інструментарій аналітичних 
обчислень над гіперкомплексними числами в системі  
комп’ютерної математики MAPLE 
 

Розглянуто розширення пакета процедур Maple для виконання симво-
льних та чисельних операцій у гіперкомплексних числових системах. 
Визначено місце цього пакета в структурі системи комп’ютерної 
математики Maple. Представлено перелік процедур для виконання 
службових, алгебраїчних та нелінійних операцій над гіперкомплексни-
ми числами. 
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лення, комп’ютерна математика, математичний пакет Maple, базис 
гіперкомплексної числової системи. 

 
Основою алгоритмічно-програмного інструментарію аналітичних обчислень 

при представлені даних у вигляді гіперкомплексних чисел у системі комп’ютерної 
математики MAPLE є теорія гіперкомплексних числових систем (ГЧС). Вона ба-
зується на роботах видатних вчених: раннього періоду — Гамільтона, Люша, піз-
нішого періоду — Кантора, Солодовнікова, Акушського, Юдицького та ін. [1–7].  

При математичному моделюванні різних об’єктів та процесів у багатьох ви-
падках досить ефективним є представлення даних у гіперкомплексній формі. Тео-
рія та практика навігації й орієнтації [8, 9], криптографія [10–12], цифрова фільт-
рація [13–16], електротехніка [17, 18] — далеко не повний перелік використання 
гіперкомплексного представлення даних у прикладних науках. Також досить плі-
дно це представлення використовується й у фундаментальних науках.  

Дослідження складних математичних моделей пов’язано з великою кількістю 
громіздких аналітичних перетворень математичних виразів і потребує викорис-
тання засобів комп’ютерної алгебри у вигляді інтегрованої системи символьної 
математики. Програмне забезпечення для застосування в аналітичних обчислен-
нях повинно являти собою повну систему,  що включає в себе метод представле-
ння нечислових даних спеціальної структури, мову, яка дозволяє маніпулювати з 
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ними, бібліотеку ефективних функцій для виконання необхідних базисних опера-
цій. 

Широкі можливості в цьому плані надає використання системи комп’ютерної 
математики Maple [19, 20]. Основою для роботи із символьними перетвореннями 
в Maple є ядро системи. Воно містить сотні базових функцій і алгоритмів симво-
льних перетворень. Існує також основна бібліотека операторів, команд і функцій. 
Крім того, в Maple включені математичні пакети підпрограм для розв’язку задач 
лінійної та тензорної алгебри, Евклідової та аналітичної геометрії, теорії чисел, 
теорії вірогідності і математичної статистики, комбінаторики, теорії груп, інтег-
ральних перетворень, чисельної апроксимації й лінійної оптимізації (симплекс 
метод) та багато інших задач.  

Для побудови моделей з використанням гіперкомплексного представлення 
даних авторами статті розроблений пакет процедур для виконання символьних та 
чисельних операцій у гіперкомплексних числових системах. Місце цього пакета в 
структурі системи комп’ютерної математики Maple зображено на рисунку. 
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Пакет процедур для виконання символьних та чисельних операцій у гіперко-
мплексних числових системах включає в себе: 

— службові процедури для виконання символьних та чисельних операцій у 
гіперкомплексних числових системах; 

— процедури для виконання алгебраїчних операцій у гіперкомплексних чис-
лових системах; 

— процедури для виконання нелінійних операцій у гіперкомплексних число-
вих системах; 

— процедури моделювання динамічних процесів із застосуванням гіперкомп-
лексних числових систем; 

— процедури модульних обчислень у гіперкомплексних числових системах. 
Треба також відмітити, що гіперкомплексне представлення даних при побу-

дові чи дослідженні математичних моделей систем також може викликати деякі 
труднощі у зв’язку з багатомірністю гіперкомплексних чисел. Використання 
Maple дозволяє ефективно оперувати з багатомірними структурами даних, якими 
є гіперкомплексні числа. Система дозволяє робити зі списками такі операції як 
витяг елемента зі списку, підрахунок кількості елементів у списку, приналежність 
до списку, перетворення в інші структури, об’єднання списків, проведення деяких 
групових операцій. 

Надалі будемо вважати, що гіперкомплексні числа задаються у вигляді : 
 

nn EaEaEaA +++= ...2211 ,         (1) 
 
де iE  — елементи базису заданої гіперкомплексної числової системи; n  — вимі-
рність гіперкомплексної числової системи. Форму гіперкомплексного числа (1) 
будемо називати загальною. Для проведення операцій в аналітичному вигляді гі-
перкомплексні числа доцільно представляти у вигляді позиційних списків — спи-
ску коефіцієнтів і списку елементів базису заданої гіперкомплексної числової си-
стеми: 
 

],...,,[ 21 naaa ,           (2) 
 

],...,,[ 21 nEEE .         (3) 
 
Довжина цих списків n дорівнює розмірності гіперкомплексної системи, що 

використовується у дослідженні. Оскільки список елементів базису постійний, то 
в подальшому він не використовується. 

У ряді випадків необхідно виконувати операцію відновлення загальної форми 
гіперкомплексного числа. Це можливо зробити простим підсумовуванням добут-
ків відповідних елементів обох списків (2) та (3). 

Для виконаннях цих та інших службових операцій у рамках даного пакета ро-
зроблений широкий вибір службових процедур: 

— процедура представлення гіперкомплексного числа у вигляді позиційних 
списків елементів базису (3) заданої гіперкомплексної числової системи та її кое-
фіцієнтів (2); 
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— процедура представлення гіперкомплексного числа у вигляді позиційного 
списку коефіцієнтів (2); 

— процедура відтворення загальної форми (1) гіперкомплексного числа; 
— процедура визначення розмірності гіперкомплексної числової системи (n) 

по таблиці множення гіперкомплексної числової системи, що була обрана дослід-
ником; 

— процедура вибору гіперкомплексної числової системи 2-, 3-, 4-го порядків; 
крім того досліднику надається можливість переглянути таблиці множення для 
гіперкомплексних числових систем 2-, 3-, 4-го порядків із переліку тих, що про-
понує даний пакет процедур; 

— процедура пошуку структурних констант ГЧС згідно з таблицею множен-
ня; добуток базисних елементів у загальному вигляді виражається через структу-
рні константи гіперкомплексної числової системи: 
 

å
=

g=
n

k
kj

k
iji EEE

1
,           (4) 

 
де jig  — структурні константи даної гіперкомплексної числової системи;  

— інформаційна процедура про ГЧС, яка дозволяє користувачеві отримати 
докладну інформацію про гіперкомплексні системи, що пропонує даний пакет: 
вид таблиці множення, одиничний елемент, дільники нуля; 

— процедура обчислення гіперкомплексного одночлена, що складається з до-
бутків базисних одиниць гіперкомплексної системи, яка дозволяє вираз виду 

nEEEd ...21 ×× , де d — дійсне число, перетворювати у гіперкомплексне число 

iEd × , де iE  — i-а базисна одиниця гіперкомплексної системи; порядок множення 
базисних одиниць відповідає закону множення обраної гіперкомплексної системи; 

— процедури перевірки виконання властивостей комутативності, асоціатив-
ності та альтернативності заданої гіперкомплексної числової системи. 

Алгебраїчні та нелінійні операції над гіперкомплексними числами відрізня-
ються від операцій над дійсними числами. Тому в рамках розробленого пакета для 
виконання алгебраїчних та нелінійних операцій у гіперкомплексних числових си-
стемах були розроблені процедури, що надають можливість ефективно й зручно 
досліджувати складні математичні моделі, дані яких представлені у гіперкомплек-
сній формі; 

— процедури додавання та віднімання; якщо A, B — гіперкомплексні числа 
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де n — вимірність гіперкомплексної системи; 
— процедура множення, що здійснюється за правилом перемноження двох 

багаточленів з урахуванням закону композиції: 
 

åå åååå å
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n
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— процедура ділення гіперкомплексних чисел виконується множенням діле-

ного на число, зворотне дільнику: 
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Ділення на дільники нуля та на число нуль неможливо; 
— процедура знаходження норми гіперкомплексного числа; норма гіперком-

плексного числа n-го порядку å
=

=
n

i
ii EaA

1
 є дійсним числом і знаходиться за фор-

мулою: 
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де k

ijg  — структурні константи таблиці множення заданої ГЧС; 
— процедура пошуку одиничного елемента гіперкомплексної числової сис-

теми; одиничний елемент гіперкомплексної числової системи — це таке гіперко-
мплексне число Х, при множенні на яке будь-якого гіперкомплексного числа А 
виконується рівняння: 
 

     AAX =× ;         (10) 
 
—  процедури аналізу наявності та виду дільників нуля в гіперкомплексних 

числових системах. Дільник нуля — це таке гіперкомплексне число, норма якого 
дорівнює нулю: 
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Процедури дозволяють виконувати такі дії: визначити загальний вид дільни-

ків нуля гіперкомплексної числової системи; отримати відповідь на питання, чи є 
дане число в рамках заданої ГЧС дільником нуля; проводити візуальний аналіз 
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вигляду дільників нуля для гіперкомплексних систем другого та третього поряд-
ків; 

— процедура знаходження гіперкомплексного числа спряженого даному. Чи-

сло å
=

=
n

i
ii EaA

1
 є спряженим даному гіперкомплексному числу å

=

=
n

i
ii EaA

1
, якщо 

EAA =× , де E  — одиничний елемент обраної ГЧС; 
— процедура визначення ізоморфності двох ГЧС. Процедура застосовує ме-

тод, що базується на використанні загального вигляду лінійних перетворень над 
базисом гіперкомплексної системи і побудові на цій основі системи дійсних нелі-
нійних алгебраїчних рівнянь, які дозволяють визначити коефіцієнти при основних 
мнимих одиницях базисів гіперкомплексних систем, що досліджуються. Підста-
новка конкретних значень коефіцієнтів для двох ГЧС, що аналізуються на ізомо-
рфізм, у систему загального виду дозволяє одержати систему більш простого ви-
гляду. Якщо остання система може бути розв’язана в дійсних числах, то дані ГЧС 
ізоморфні; 

— процедура обчислення визначника матриці, елементами якої є гіперкомп-
лексні числа: 
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де rdskmlji aaaaaaaa ,,,,,,,  — дійсні числа; rdskmlji EEEEEEEE ,,,,,,,  — базисні 
одиниці гіперкомплексної системи; 

— процедура обчислення степеневої функції nA , де основа ступеня A  — гі-
перкомплексне число, а показник степеня n  — довільне дійсне число (від’ємне,  
додатне чи нульове). 

Розроблений алгоритмічно-програмний інструментарій аналітичних обчис-
лень над гіперкомплексними числами в системі комп’ютерної математики 
MAPLE дозволяє підвищити ефективність побудови математичних моделей різ-
них об’єктів та процесів за допомогою гіперкомплексних числових систем. Цей 
інструментарій буде корисним спеціалістам, які використовують у своїй роботі 
апарат гіперкомплексних чисел. 
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