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ПРОБЛЕМИ  ПРИЙНЯТТЯ  РІШЕНЬ  І 
УПРАВЛІННЯ  В  ЕКОНОМІЧНИХ, ТЕХНІЧНИХ, 
ЕКОЛОГІЧНИХ  І  СОЦІАЛЬНИХ  СИСТЕМАХ 

УДК 519.6 

ОПТИМАЛЬНОЕ  УПРАВЛЕНИЕ  СИСТЕМОЙ,  
ОПИСЫВАЕМОЙ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИМ 
УРАВНЕНИЕМ С УСЛОВИЯМИ СОПРЯЖЕНИЯ 

И.В. СЕРГИЕНКО,  В.С. ДЕЙНЕКА 

Рассмотрены новые задачи оптимального управления распределенными 
системами, описываемыми начально-краевыми задачами для псевдопараболи-
ческого уравнения с условиями сопряжения и квадратичной функцией 
стоимости. Для всех рассмотренных случаев доказаны теоремы существования 
единственных оптимальных управлений. 

Пусть Ω — область, состоящая из двух открытых непересекающихся строго 
липшицевых областей 21   , ΩΩ  из n-мерного вещественного линейного 

пространства nR ; ≠Ω∂∩Ω∂=Ω∂∪Ω∂=Γ 2121  ( \)( γγ ∅) — граница 
области iΩ∂Ω;  — граница области ,2,1, =Ω ii  ),0( TT ×Ω=Ω  — 
составной цилиндр, ),0( TT ×Γ=Γ  — боковая поверхность цилиндра 

TT γ∪Ω , ),0( TT ×= γγ . 

Предположим, что V — некоторое гильбертово пространство, а V′ — 
пространство, двойственное к нему. Введем, аналогично [1], пространство 

);,0(2 VTL  функций )(tft → , отображающих интервал (0,Т) в пространство 
V измеримых функций и таких, что 
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Аналогично определим пространство );,0(2 VTL ′ . Введем пространство  
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Это пространство, снабженное нормой 
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становится гильбертовым. 



И.В. Сергиенко, В.С. Дейнека 

ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2002, 3 8

1. РАСПРЕДЕЛЕННОЕ УПРАВЛЕНИЕ 

Пусть в области ΩТ определено псевдопараболическое уравнение [2] 
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где 
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.0,, 100 >= constααa  
На границе TΓ  задано краевое условие 
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где 0)( 0 >≥= ααα x ; const=Γ∈ 0
2 );(, αβα L ; n — внешняя нормаль. 

На Тγ  условия сопряжения имеют вид 
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где ;)(0 1 ∞<≤=≤ rxrr  const 1 =r , ;][ −+ −= ϕϕϕ  ),(}{ txϕϕϕ == ++  при 

);,0()(),( 2 Ttx T ×∩Ω∂=∈ + γγ  ),(}{ txϕϕϕ == −−  при =∈ −
Ttx γ),(  

),0()( 1 T×∩Ω∂= γ ; n − нормаль к γ (орт нормали к γ ), направленная в 
область 2Ω . 

При 0=t  задано начальное условие 
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Пусть заданы гильбертово пространство U  управлений и оператор 
∈B L (U; ));,0(2 VTL ′ . Для каждого управления и∈U состояние == )(uyy  

);,( utxy=  системы определим как обобщенное решение задачи, заданной 
уравнением 
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и условиями (2)−(5). В дальнейшем, не нарушая общности, будем считать 
uBu ≡  и для удобства также пользоваться обозначением ),( txyy = . 
Hаблюдение зададим выражением 

 ∈= С   ),()( uyCuZ L );(0,( TW H). (8) 

Определим оператор 

 .0const,),();;( 2 >=≥∈ νν UUNUULN uuu  (9) 

Примем ,uau =N  где ,0;2,1),( 10| ∞<≤≤<=Ω∈Ω aaalCa ll
 =10 , aa  

.const=  Функция стоимости имеет вид 
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где gz — известный элемент пространства H. 

Задача оптимального управления состоит в нахождении такого элемента 
∂∈Uu , что 
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где ∂U  — некоторое выпуклое замкнутое подмножество в U . 
Определение 1. Элемент ∂∈Uu , удовлетворяющий условию (11), 

называется оптимальным управлением. 
Обобщенная задача, соответствующая начально-краевой задаче (6), 

(2)−(5), состоит в поиске функции ),0();,( TWutxy ∈ , которая =∈∀ 0)( Vxw  
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2 iW Ω  — пространство функций Соболева, 
определенных на области 2,1, =Ω ii  удовлетворяет уравнениям 
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где при определении пространства W(0,T) пространство :),({ txvV =  
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Изучим вопрос существования единственного решения задачи (12), (13). 
Поскольку Bи,  f∈L2(0,T; V′ ), )},0(,),(:),({ TtvvtxvV ∈∀∞<=′ , то без 
нарушения общности примем  Bи ≡ 0. 

Пространство V0 − полное сепарабельное, рефлексивное [3−5]. Следуя 
[3, 6], выберем произвольную фундаментальную в V0 систему линейно 
независимых функций ,...,2,1),( =kxwk  и будем считать ее 

ортонормированной в )(2 ΩL , так что 0,1(),( === l
k

k
k

l
klk ww δδδ  при 

,...2,1,; =≠ klkl ). Согласно [4], при )(20 Ω∈Ly  имеем 
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где ...,2,1),,( 0 == iwy iiξ . 
Замечание 1. Функции )(xw j  могут быть выбраны как собственные 

функции, соответствующие собственным значениям jλ , ,...,2,1=j  спект-
ральной задачи: 
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Определим приближенное решение 
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задачи (12), (13), где функции )(tgim  выбираются так, чтобы выполнялись 
соотношения 
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Равенства (16), (17) определяют задачу Коши для системы m линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка относи-
тельно )(tgim : 
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Поскольку билинейная форма ),(0 ⋅⋅a  — V-эллиптична на V0, то 
симметричная матрица mM  положительно определена. Здесь 
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существует и единственно. Докажем, что при ∞→m  yym → , где 
),( txyy =  — решение задачи (12), (13). 

Умножим равенство (16) на )(tg jm  и просуммируем полученный 
результат по j. Тогда 
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С учетом условий (1′) и обобщенного неравенства Фридрихса [7] имеем 
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обобщенного неравенства Фридрихса, 2/122/1 )),((),( ∫
Ω

== dxtxϕϕϕϕ . 

Используя неравенства (21), Коши-Буняковского, теорем вложения [5], 
ε-неравенство, из (20) получаем 
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неравенства теоремы вложения, примененной к области lΩ . 
С учетом первого условия (1′), ограниченности функций aaij ,  на lΩ , 
2,1=l , неравенства Коши-Буняковского на основании (17) заключаем  
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Учитывая (23), из (22) имеем 
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Следовательно, элементы my  находятся в некотором ограниченном 

подмножестве );,0(2 VTL . Поэтому существует подпоследовательность {yχ}, 

которая слабо сходится к элементу );,0(2 VTLz∈ . Не нарушая общности 
считаем, что вся последовательность { }my  слабо сходится к z. 

Равенство (16) можно записать так: 
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Умножим обе части этого равенства на функцию  
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Переходя в (25) к пределу при ∞→m  (что возможно в силу 
упомянутой слабой сходимости), получаем 
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Равенство (26) верно для произвольной функции ϕ , удовлетворяющей 

условиям (24). Поэтому можно взять ),0( TD∈ϕ  [1]. Тогда из (26) имеем 
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С учетом пространства V0, предположений о функциях jw  и равенства (26′) 

устанавливаем, что  ∀ w∈V0  справедливо равенство 
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Из (17) вытекает 
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Следовательно, функция );,0(2 VTLz∈  является решением задачи (12), (13) 

);,0(2 VTLf ′∈∀ , 0=Bu  (задачи (27), (28)). 
Покажем единственность решения задачи (27), (28) от противного. 

Пусть существуют два  решения );,0(),(),,( 2
21 VTLtxztxz ∈ . Тогда на 

основании (27) получаем 
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Учитывая (28), из (29) получаем противоречие 

 .0const,0))(,(0 0
0

2
00 >=≤+< ∫ αα

T

V dtzTzza  

Тем самым доказано следующее утверждение. 
Теорема 1. Начально-краевая задача (1)−(5) имеет единственное обоб-

щенное решение );,0(),( 2 VTLtxy ∈ . 
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Неравенство (30′) обеспечивает непрерывность линейного функционала 
L(⋅) и билинейной формы π(⋅,⋅) на U. 

На основании [1, гл.1, теорема 1.1] доказано следующее утверждение. 
Теорема 2.  Пусть состояние системы определяется как решение задачи 

(12), (13). Тогда существует единственный элемент и выпуклого замкнутого 
в U множества U∂ , для которого  

 ).(inf)( vJuJ
v ∂∈

=
U

 (33) 

Управление ∂∈Uu  оптимально тогда и только тогда, когда 

 ,,0))(( ∂∈∀≥−′ UvuvuJ  (33′) 

т.е. если 
 .0),())()(   ,)(( ≥−+−− UH N uvuuyvyzuy g  (34) 

Сопряженное состояние p(v) для управления v ∈ U определим 
соотношениями: 
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Заменяя время t на tT − , на основании теоремы 1 заключаем, что 
начально-краевая задача (35) имеет единственное обобщенное решение 

);,0()( 2 VTLp ∈ν  как решение следующей системы равенств: 

 ,),,)((),()),(( 00 Vwwzvywpawvp
dt
da g ∈∀−=+−  (36) 

 .,0),(0 Ttwpa ==  (37) 

Выберем вместо w разность )()( uyvy − . С учетом (12) и равенства 

 dtuyvy
dt
dupadtuyvy

dt
udpa

TT

)))()((),(())()(,)((
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0
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0 −−=− ∫∫  (37′) 
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из (36) получаем 

 .) ),(())()(,)((
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T

g

T

−=−− ∫∫  (38) 

Следовательно, неравенство (34) имеет вид 
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T

 (39) 

Таким образом, оптимальное управление u∈U∂ определяется соотношениями 
(12), (13), (36), (37), (39). 

При U∂ = U (случай отсутствия ограничений) из (39) вытекает 

 .),(,/ Ttxаpu Ω∈−=  (40) 

В случае, когда решение (y, p)T задачи (12), (13), (36), (37), (40) 
достаточно гладкое на lTΩ , а именно ∩Ω∩Ω∈Ω  )()(, 0,20,1

lTlT CCpy
lT

 

,2,1),(1,0 =Ω∩ lC lT  то ей соответствует дифференциальная задача 
нахождения вектор-функции (y,p)T, удовлетворяющей равенствам 
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2. УПРАВЛЕНИЕ В УСЛОВИИ СОПРЯЖЕНИЯ 

Предположим, что в области TΩ  определено уравнение (1). На границе TΓ  
краевое условие имеет вид (2). 

Для каждого управления ),0()( 22 TLLu ×=∈ γU  состояние )(uyy =  
определим как обобщенное решение начально-краевой задачи, заданной 
уравнением (1), краевым условием (2), начальным условием (5) и условиями 
сопряжения 

 ,),(,0][ Ttxy γ∈=   

 ∑
=

∈+=
∂
∂

+
∂∂

∂n

ji
Ti

j
ij

j
ij txuxn

x
yk

tx
ya

1,

2
,),(,),(cos)( ][ γω  

(41)
 

где ),0()(),( 22 TLLtx ×∈= γωω . 
Так как существует обобщенное решение ),0()( TWuy ∈  начально-

краевой задачи (1), (2), (5), (41), то оно на )2,1( =Ω llT  имеет смысл. 
Соответствующая начально-краевой задаче (1), (2), (5), (41) 

обобщенная задача состоит в поиске функции ),0();,( TWutxy ∈ , 

удовлетворяющей }0][ ;2,1 ),(|:{)( 1
20 ==Ω∈=∈∀ Ω viWvvVxw ii

 уравне-
ниям 

 ),,0(,),(),(),(0 TtdГwduwwdwfwyaw
dt
dya

Г

∈∀+−−=+ ∫∫∫ βγγω
γγ

(42) 

 ,0)),(),(())(),;0,(( 000 =⋅⋅=⋅⋅ twyawuya  (43) 

где }),0( ,0][  ;2,1 ),(|:),({ 1
2 TtviWvtxvV ii

∈∀==Ω∈= Ω , билинейная форма 

),(0 ⋅⋅a  определена формулой (13′), а 

 .),(
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∫∫ ∑ Γ+
∂
∂

∂
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=
Ω = Гij

n

ji
ij ddx

xx
ka ψϕαψϕψϕ  (43′) 

Имеет место теорема. 
Теорема 3. Начально-краевая задача (1), (2), (5), (41) имеет единственное 

обобщенное решение у(x,t;u)∈W(0,Т) ∀и∈U. 
Cправедливость теоремы устанавливается аналогично доказательству 

теоремы 1. 
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На основании (42), (43) легко видеть, что при )()( 2121 uyuyuu ≠≠ . 
Если )(~~),(~~ uyyuyy ′′=′′′=′  — решения из W(0,Т) задачи (42), (43) при f , β, 

0=ω  и функции u, равной соответственно uu ′′′, , то  

 ≤−−≤−+−− )()(
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00 22
''~'~'''''~'~)''~'~,''~'~(
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γγα LLV yyuuyyyyyya
dt
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Откуда имеем 
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Следовательно, 
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, (44) 

где .    , 22
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2
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2
)( 2222

γϕϕϕϕ
γ

γγγ ddt L

T

LLL ∫∫ ==×  Полученное неравенство 

обеспечивает непрерывность на U линейного функционала L(⋅) и 
билинейной формы ),( ⋅⋅π , заданных выражениями (32), где =H),( ψϕ  

∫ ∫∫ ==
TT

dtddt
00

.),(   ,),(
γ

γϕψψϕψϕ U   

Наблюдение зададим в виде (8), где )()( uyuCy ≡ . Каждому 
управлению u∈U  поставим в соответствие значение функции стоимости 
(10), принимающей вид 

 ,)(()(
0

2

0

2) ∫ ∫∫ ∫ += −
Ω

ТТ

g dtduadtdxzuyuJ γ
γ

 (45) 

где gz  — известный элемент из   ,)(0  ),;,0( 10
2 ∞<≤≤< axaaVTL  

).(  const,, 210 γLaaa ∈=  
На основании [1, гл.1, теорема 1.1] доказана справедливость следующей 

теоремы. 
Теорема 4. Если состояние системы определяется как решение задачи 

(42), (43), то существует единственный элемент  и  выпуклого замкнутого в 
U множества ∂U , для которого справедливо выражение (11), где функция 
стоимости имеет вид (45). 

Для управления U∈v  определим сопряженное состояние )(vp  
соотношениями 
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 .,0),( 21 Ω∪Ω∈= xTxp  

Задача (46) имеет единственное обобщенное решение );,0()( 2 VTLp ∈ν  
как решение системы равенств вида (36), (37), где билинейная форма ),(0 ⋅⋅a  
записывается в виде (13′), а ),( ⋅⋅a  определена выражением (43′). Полагая 

)()( uyvyw −= , из (36) с учетом (42), (43) имеем 

 .)( )())()(,)((
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dtduvupdtuyvyzuy
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g
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γ
γ
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Следовательно, управление u∈U∂  оптимально тогда и только тогда, когда 

 .,0)( ))((
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∂∈∀≥−+−∫ ∫ Uvdtduvuaup
T

γ
γ

 (47) 

Таким образом, оптимальное управление ∂∈Uu  определяется 
соотношениями (36), (37), (42), (43), (47), где билинейные формы ),(0 ⋅⋅a , 

),( ⋅⋅a  имеют соответственно вид (13′), (43′). При U∂ = U (случай отсутствия 
ограничений) из (47) получаем 

 .),(,0)( Ttxuаup γ∈=+−  

Из этого равенства находим управление 

 .),(,/ Ttxаpu γ∈=  (48) 

Если решение (y, p)T достаточно гладкое на lTΩ , а именно ∈ΩlT
py,  

),( )()( 1,00,20,1
lTlTlT CCC Ω∩Ω∩Ω∈  2,1=l , то задаче (36), (37), (42), (43), 

(48) соответствует дифференциальная задача поиска вектор-функции 
Tpy ),( , удовлетворяющей равенствам 
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3. УПРАВЛЕНИЕ В УСЛОВИИ СОПРЯЖЕНИЯ C ГРАНИЧНЫМ 
НАБЛЮДЕНИЕМ 

Пусть в области ΩТ определено уравнение (1). На границе ГТ краевое 
условие имеет вид (2). Для каждого управления u∈U =L2(γ) × L2(0,Т) 
состояние )(uyy =  системы определим как обобщенное решение начально-
краевой задачи, заданной уравнением (1), краевым условием (2), начальным 
условием (5) и условиями сопряжения 

 ,),(,0][ Ttxy γ∈=  (49) 
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где ),0()(),( 22 TLLtx ×∈= γωω . 
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Функцию стоимости определим выражением 
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ТТ

g
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γ

 (51) 

Обобщенная задача, соответствующая начально-краевой (1), (2), (5), 
(49), (50), состоит в нахождении функции у(x,t;u)∈W(0,Т), которая ∀w(x)∈V0  

удовлетворяет уравнениям (42), (43), где билинейные формы ),(),,(0 ⋅⋅⋅⋅ aa , 
пространство V, используемое при определении W(0,Т), и V0  определены 
в п.2. 

В соответствии с теоремой 3 начально-краевая задача (1), (2), (5), (49), 
(50) имеет единственное обобщенное решение у(x,t;u)∈W(0,Т) ∀и∈U. 

На основании (42), (43) легко видеть, что при )()( 2121 uyuyuu ≠≠ . 
Пусть )(~~ uyy ′=′ , )(~~ uyy ′′=′′  — решения из W(0,Т) задачи (42), (43) при f , β, 

0=ω  и функции  u, равной соответственно u′, u′′. Тогда , учитывая теоремы 
вложения, из (44) вытекает справедливость неравенства  

 .'''''~'~
2222 )(2)( LLLГL uuсyy ×× −≤− γ  

Полученное неравенство обеспечивает непрерывность на U линейного 
функционала L(⋅) и билинейной формы ),( ⋅⋅π  (32) представления, 
аналогичного (31), функции стоимости (51). 

На основании [1, гл.1, теорема 1.1] доказана такая теорема. 
Теорема 5. Пусть состояние системы определяется как решение задачи 

(42), (43). Тогда существует единственный элемент  и  выпуклого замкнутого 
в U множества U ∂, для которого справедливо выражение (11), где функция 
стоимости имеет вид (51). 

Сопряженное состояние p(v) для управления v∈U определим 
равенствами 
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Задача (52) имеет единственное обобщенное решение p(v)∈W(0,Т) как 
решение системы равенств 

 ,,))((),()),(( 00 VwwdГzvywpawvp
dt
da g
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∈∀−=+− ∫     (53) 

 .   ,  ,0),( 00 TtVwwpa =∈∀=  (54) 

Выберем вместо w разность y(v)−y(и). С учетом (37′), (42) из (53) имеем 
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Следовательно, неравенство (34) применительно к рассматриваемой опти-
мизационной задаче имеет вид 
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Таким образом, оптимальное управление ∂∈Uu  определяется 
соотношениями (42), (43), (53), (54), (55), где билинейные формы 

),(),,(0 ⋅⋅⋅⋅ aa  имеют соответственно вид (13′), (43′). При UU ∈∂  (случай 
отсутствия ограничений) из (55) получаем 
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т.е. 
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В случае, когда решение (y, p)T задачи (42), (43), (53), (54), (56) 
достаточно гладкое на lTΩ , 2,1=l , этой задаче соответствует 
дифференциальная задача нахождения вектор-функции (y, p)T, удовлетво-
ряющей равенствам 
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 .,0),(),()0,( 210 Ω∪Ω∈== xTxpxyxy  

4. УПРАВЛЕНИЕ В УСЛОВИИ СОПРЯЖЕНИЯ C ФИНАЛЬНЫМ 
НАБЛЮДЕНИЕМ 

Для каждого управления ),0()( 22 TLLu ×=∈ γU  состояние )(uyy =  системы 
определим как обобщенное решение начально-краевой задачи, заданной 
уравнением (1), краевым условием (2), начальным условием (5) и условиями 
сопряжения (49), (50). 

Функция стоимости имеет вид 

 ,);,(,;,(()(
0

2
0 dtduazuTxyzuTxyauJ

Т

gg ∫ ∫+−)−)= γ
γ

 (57) 

где .,const,  ,)(0 01010 Vzaaaxaa g ∈=∞<≤≤<  

Функционал (57) может быть записан в виде 

 ),0;()(,0;()(()(2),()( 0 )⋅−⋅)⋅−⋅+−= ,Tyz,TyzauLuuuJ ggπ  (57′) 

где 

,)0;,(;,(,0;,(;,((),(π
0

0 dtduvaTyvTyTyuTyavu
Т

∫ ∫+)⋅−)⋅)⋅−)⋅= γ
γ

 

 ).0;,(;,(,0;,()(()( 0 )⋅−)⋅)⋅−⋅= TyvTyTyzavL g  

Соответствующая начально-краевой задаче (1), (2), (5), (49), (50) 
обобщенная задача состоит в нахождении функции ),0(),,( TWutxy ∈ , 
удовлетворяющей ∀w(x)∈V0 уравнениям (42), (43), где билинейные формы 

),(0 ⋅⋅a , ),( ⋅⋅a  определены соответственно выражениями (13′), (43′), а 
пространство V0 определено в п. 2. 
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В силу теоремы 3 существует единственное обобщенное решение 
задачи (1), (2), (5), (49), (50). В п. 2 установлено, что при 21 uu ≠  

)()( 21 uyuy ≠ . Если )(~~),(~~ uyyuyy ′′=′′′=′  — решения из ),0( TW  задачи 
(42), (43), где билинейные формы ),(),,(0 ⋅⋅⋅⋅ aa  определены формулами (13′), 
(43′), при 0,0,0 === ωβf  и функции u, равной соответственно u′, u′′, то 
справедливы неравенства 

 ≤−+−− ×
2

00 2
''~'~))(''~'~,''~'~(

2
1

LVyyTyyyya α   

 ,''~'~'''
222 )(0 LVLL yyuuc ×× −−≤ γ   (58) 

 
2222

''~'~'''''~'~
)(0

2
0 LVLLLV yyuucyy ××× −−≤− γα . 

На основании этих неравенств получаем 

 .'''''~'~
222 )(

0

0
LLLV uu

c
yy ×× −≤− γα

 (59) 

Учитывая (59), из (58) имеем 

 .'''
2

))(''~'~,''~'~( 2
)(

0

2
0

0 22 LLuu
c

Tyyyya ×−≤−− γα
 

Тогда на основании неравенства Фридрихса находим  

 .const   ,''')(''~'~
0)(0 22
=′−′≤− × cuucTyy LLV γ  

Полученное неравенство обеспечивает непрерывность на U линейного 
функционала L(⋅) и билинейной формы ),( ⋅⋅π  на U. 

На основании [1, гл.1, теорема 1.1] доказана следующая теорема. 
Теорема 6. Если состояние системы определяется как решение задачи 

(42), (43), где билинейные формы ),(),,(0 ⋅⋅⋅⋅ aa  определены соответственно 
формулами (13′), (43′), то существует единственный элемент и выпуклого, 
замкнутого в U множества U∂, для которого имеет место выражение (11) с 
функцией стоимости (57). 

Для управления ∈ν U определим сопряженное состояние )(νp  
соотношениями 
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 ,),(,0][ Ttxp γ∈=  (60) 
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Задача (60) имеет единственное обобщенное решение p(v)∈W(0,Т), как 
решение системы 

 ,   ,0),()),(( 00 Vwwpawvp
dt
da ∈∀=+−  (61) 

 .   ),,((),;(( 000 Vwwzvyawv,Tpa g ∈∀−)=)⋅  (62) 

Выберем вместо w разность )()( uyy −ν . С учетом (42) и равенства 

 =−− ∫ dtuyvy
dt

udpa
T

))()(,)((
0

0  

 Tt

T

uyvypadtuyvy
dt
dupa =−−−)= ∫ ))()(,()))()((,(( 0

0
0  

из (61) следует 

 .0))()(,(()()( 0
0

=−)−−− =∫ ∫ Tt

T

uyvyupadtduvup γ
γ

 

Используя (62), из полученного равенства имеем 

 ∫ ∫ ∂∈∀−−=−−)
T

g vdtduvupuyvyzuya
0

0 .   ,))((  ) )()( ,(( U
γ

γ  (63) 

С учетом (63), применительно к рассматриваемой оптимизационной задаче, 
неравенство (33′) принимает вид 

 .,0) )()((
0

∂∈∀≥−+−∫ ∫ Uvdtduvuaup
T

γ
γ

 (64) 

Таким образом, оптимальное управление ∂∈Uu  определяется 
соотношениями (42), (43), (61), (62), (64). 

При UU =∂  (случай отсутствия ограничений) из (64) получаем 
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 Ttxuap γ∈=+− ),(,0  (64′) 

и управление 
 .),(,/ Ttxаpu γ∈=  (65) 

Если решение (y, p)T достаточно гладкое на ,2,1, =Ω llT  задаче (42), 
(43), (61), (62), (64′) соответствует дифференциальная, заданная равенствами 
(1), (2), (5), (49), (50), где управление u имеет вид (65). 

5. УПРАВЛЕНИЕ В КРАЕВОМ УСЛОВИИ C ФИНАЛЬНЫМ 
НАБЛЮДЕНИЕМ 

Для каждого управления ),0()( 22 TLLu ×Γ∈  состояние )(uyy =  системы 
определим как обобщенное решение начально-краевой задачи, заданной 
уравнением (1), условиями сопряжения (3), (4), начальным условием (5) и 
краевым условием 

 .),(,),cos()(
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2

Tiij

n

ji
ij Гtxuyxn

x
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ya

jj
∈++−=
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βα  (66) 

Функция стоимости имеет вид 

 .);,(,;,(()(
0

2
0 dtduazuTxyzuTxyauJ

Т

Г
gg ∫ ∫+−)−)= γ  (66′) 

Соответствующая начально-краевой задаче (1), (3)−(5), (66) обобщенная 
задача состоит в нахождении функции ),0(),,( TWutxy ∈ , удовлетворяющей 
∀w(x)∈V0 уравнениям  

 ,),(),(),(0 ГuwdГwdwfwyaw
dt
dya

ГГ
∫∫ ++=+ β  (67) 

 ,0   )),(),(())(),;0,(( 000 =⋅⋅=⋅⋅ twyawuya  (68) 

где пространства ),0( TW , V0 определены в п.1, а билинейные формы 
),(),,(0 ⋅⋅⋅⋅ aa , соответственно, — выражениями (13′), (13′′). 

Теорема 7. Начально-краевая задача (1), (3)−(5), (66) имеет единственное 
обобщенное решение ∈∀ uutxy );,( U. 

На основании (67) легко видеть, что при )()( 2121 uyuyuu ≠≠ . Если 
y ′~ = )(~ uy ′ , y ′′~ = )(~ uy ′′  — решения из ),0( TW  задачи (67), (68) при 

0,, =ωβf  и функции u, равной соответственно u′, u′′, то 

 .''~'~'''''~'~)''~'~,''~'~(
2
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)(0
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00 2 VГLV yyuucyyyyyya
dt
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Отсюда имеем 

 .''~'~'''''~'~))(''~'~,''~'~(
2
1

222 )(0
2

00 LVLГLV yyuucyyTyyyya
×× −−≤−+−− α  

Следовательно, 

 .''')(''~'~
22 )(1 LГLV uucTyy ×−≤−  

Полученное неравенство обеспечивает непрерывность на U линейного 
функционала  

 )0;(;(,0;()(()( 0 )⋅−)⋅)⋅−⋅= ,Tyv,Ty,TyzavL g  

и билинейной формы 

 dtГTyvTyTyuTyavu
Т

Г

uvda∫ ∫+)⋅−)⋅)⋅−)⋅=
0

0 )0;,(;,(,0;,(;,((),(π  

представления (57′) функции стоимости (66′). 
На основании [1, гл.1, теорема 1.1] доказана следующая теорема. 
Теорема 8. Пусть состояние системы определяется как решение задачи 

(67), (68). Тогда существует единственный элемент и выпуклого, замкнутого 
в U множества U∂, для которого справедливо выражение (11), где функция 
стоимости имеет вид (66′). 

Сопряженное состояние p(v) для управления v∈U определим 
равенствами 
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Задача (69) имеет единственное обобщенное решение как решение системы  
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 ,   ,0),()),(( 00 Vwwpawvp
dt
da ∈∀=+−  (70) 

 .   ),,((),;(( 000 Vwwzvyawv,Tpa g ∈∀−)=)⋅  (71) 

Выберем вместо w разность )()( uyy −ν  С учетом (67), (68) находим 

 .0)())( )((,(
0
∫ ∫ =−+−)
T

Г

dtdГuvpTuyvypa  

C учетом (71) имеем 

 ∫ ∫ −=−−) =

T

Г
Ttg dtdГuvupuyvyzuya

0
0 .))(())()(,((  

Следовательно, применительно к рассматриваемой оптимизационной задаче, 
неравенство (33′) принимает вид 

 .   ,0) )()((
0

∂∈∀≥−+∫ ∫ UvdtdГuvuaup
T

Г

 (72) 

Таким образом, оптимальное управление ∂∈Uu  определяется 
соотношениями (67), (68), (70), (71), (72). При UU =∂  (случай отсутствия 
ограничений) из (72) получаем 

 TГtxuаup ∈=+ ),(   ,0)(  

и управление 
 .),(   ,/ TГtxаpu ∈−=  (73) 

Если решение Tpy ),(  достаточно гладкое на lTΩ , 2,1=l , то задаче 
(67), (68), (70), (71), (73) соответствует дифференциальная задача, заданная 
равенствами (1), (3), (4), (5), (66), (69), где оптимальное управление u имеет 
вид (73). 

6. УПРАВЛЕНИЕ В КРАЕВОМ УСЛОВИИ  C НАБЛЮДЕНИЕМ В УСЛОВИИ 
СОПРЯЖЕНИЯ 

Для каждого управления ),0()( 22 TLLu ×Γ∈  состояние )(uyy =  системы 
определим как обобщенное решение начально-краевой задачи, заданной 
уравнением (1), начальным условием (5), краевым условием (66) и 
условиями сопряжения 

 ,),(   ,0][ Ttxy γ∈=  (74) 
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 (75) 

Функция стоимости имеет вид 

 .)(()(
0

2

0

2) dtdГuadtdzuyuJ
Т

Г

Т

g ∫ ∫∫ ∫ += − γ
γ

 (76) 

Соответствующая начально-краевой задаче (1), (5), (66), (74), (75) 
обобщенная задача состоит в нахождении функции ),0();,( TWutxy ∈ , 
удовлетворяющей ∀w(x)∈V0  уравнениям 

 ,),(),(),(0 ГuwdГwdwfwyaw
dt
dya

ГГ
∫∫ ++=+ β  (77) 

 ,0   )),(),(())(),;0,(( 000 =⋅⋅=⋅⋅ twyawuya  (78) 

где пространства ),0( TW , V0 определены в п.2, а билинейные формы 
),(),,(0 ⋅⋅⋅⋅ aa , соответственно — выражениями (13′), (43′). 

Теорема 9. Начально-краевая задача (1), (5), (66), (74), (75) имеет 
единственное обобщенное решение ),0(),,( TWutxy ∈  U∈∀u . 

На основании (77) легко видеть, что при )()( 2121 uyuyuu ≠≠ . Если 
)(~~ uyy ′=′ , )(~~ uyy ′′=′′  — решения из W(0,Т) задачи (77), (78) при 

0,, =ωβf  и функции u, равной соответственно u′, u′′, то 

 .~~~~)~~,~~(
2
1

)(000 2 VГLV yyuucyyayyyya
dt
d ′′−′′′−′≤′′−′+′′−′′′−′  

Следовательно, 

 .~~
2222 )(1)( LГLLL uucyy ××

′′−′≤′′−′ γ  

Полученное неравенство обеспечивает непрерывность на U линейного 
функционала 

 
22 )())0()(),0(()( LLg yvyyzvL ×−−= γ  

и билинейной формы 

 dtГyvyyuyvu
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Г
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)( 22

))0()(),0()((),( γπ  

представления 
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)( 22
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γ

 

функции стоимости (76). 
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На основании [1, гл.1, теорема 1.1] доказана следующая теорема. 
Теорема 10. Пусть состояние системы определяется как решение 

задачи (77), (78). Тогда существует единственный элемент  и  выпуклого 
замкнутого в U множества U∂, для которого справедливо выражение (11), 
где функция стоимости имеет вид (76). 

Сопряженное состояние p(v) для управления U∈ν  определим 
равенствами 
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Задача (79) имеет единственное обобщенное решение как решение 
системы 

 ),,0(  ,  ,),)((),()),(( 0)(0 2
TtVwwzvywpawvp

dt
da Lg ∈∈∀−−=+− γ  (80) 

 .   ,0))(),;,(( 00 VwwvTpa ∈∀=⋅⋅  (81) 

Выберем вместо w разность )()( uyy −ν . С учетом (77), (78) находим 

 .)(()( )(
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))()()( dtdzuydtdГuvup
Т
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Г

uyvy∫ ∫∫ ∫ −−−=− γ
γ

 

Следовательно, применительно к рассматриваемой оптимизационной задаче, 
неравенство (33′) принимает вид 

 .   ,0) )((
0

∂∈∀≥−+−∫ ∫ UvdtdГuvuap
T

Г

 (82) 

Таким образом, оптимальное управление ∂∈Uu .определяется 
соотношениями (77), (78), (80)−(82). При UU =∂  (случай отсутствия 
ограничений) из (82) получаем 

 TГtxuap ∈=+− ),(   ,0  
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и управление 
 .),(   ,/ TГtxаpu ∈=  (83) 

Если решение Tpy ),(  достаточно гладкое на lTΩ , 2,1=l  то задаче 
(77), (78), (80), (81), (83) соответствует дифференциальная задача, заданная 
равенствами (1), (5), (66), (74), (75), (79), где оптимальное управление u 
имеет вид (83). 
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