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У статті встановлено необхідні, достатні умови і критерії 
екстремальності елемента для задачі найкращої у розумінні 
опуклої неперервної функції p  рівномірної апроксимації не-
перервного компактнозначного відображення множиною не-
перервних однозначних відображень з використанням крайніх 
точок субдиференціалів функції p . 
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ні точки, субградієнт, критерії. 

Вступ. У статті для задачі найкращої у розумінні опуклої непере-
рвної функції p  рівномірної апроксимації неперервного компактнознач-
ного відображення множиною неперервних однозначних відображень 
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встановлено необхідні, достатні умови та критерії екстремальності еле-
мента з використанням крайніх точок субдиференціалів функції p , які 
узагальнюють на випадок вищеназваної задачі відповідні умови екстре-
мальності елемента для задачі найкращої у розумінні норми рівномірної 
апроксимації компактнозначного відображення множиною неперервних 
однозначних відображень, встановлені у праці [1]. 

Постановка задачі. Нехай S  — компакт, X  — лінійний над 
полем комплексних (дійсних) чисел нормований простір,  ,C S X  — 

лінійний над полем дійсних чисел нормований простір однозначних 
відображень g  компакта S  в X , неперервних на S , з нормою 

 max
s S

g g s


 ,  K X  — сукупність непорожніх компактів прос-

тору X ,   ,C S K X  — множина багатозначних відображень a  

компакта S  в X , таких, що для кожного s S     sa s K K X   і 

які неперервні на S  відносно метрики Хаусдорфа на  K X , 

 ,V C S X , p  — задана на X  опукла неперервна функція. 

Задачею найкращої у розумінні функції p  рівномірної апрокси-

мації відображення   ,a C S K X  множиною  ,V C S X  будемо 

називати задачу відшукання величини 
  

 
  * inf max maxV

g V s S y a s
a p y g s

  
  . (1) 

Елемент *g V  такий, що  

   * *

( )
max max ( ) V
s S y a s

p y g s a
 

  , 

називається екстремальним елементом для величини (1). 

Актуальність теми. Як відомо, виникають задачі наближення, в 
яких міра відхилення між елементами лінійного нормованого просто-
ру оцінюється не за допомогою норми, а за допомогою деякої опуклої 
неперервної функції. Серед них, зокрема, задачі найкращого у розу-
мінні переднорми, функції Мінковського, сублінійної функції, функ-
ції повільного зростання наближення та низка інших задач (див., на-
приклад, [2—5]). 

Названі задачі є частковими випадками задачі відшукання вели-
чини (1). Результати загального характеру, отримані при дослідженні 
величини (1), становлять самостійний інтерес, а також слугуватимуть 
відправним пунктом для отримання відповідних результатів для кон-
кретних задач, що вкладаються у схему постановки задачі відшукан-
ня цієї величини. 
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Мета роботи. Встановити необхідні, достатні умови і критерії 
екстремальності елемента для величини (1) з використанням крайніх 
точок субдиференціалів функції p . 

Деякі означення та допоміжні твердження. Нехай далі *X  — 
простір, спряжений з X , RX  — дійсний лінійний нормований простір, 

асоційований з простором X , тобто простір X , розглядуваний лише 

над полем дійсних чисел, *
RX  — простір , спряжений з простором RX . 

Кожному *
RX   будемо ставити у відповідність елемент 

*f X  такий, що Re f   . 

Відомо (див., наприклад, [6, с. 269]), що тоді      f x x i ix   , 

x X . 
Будемо позначати через ED  — множину крайніх точок множи-

ни D  лінійного простору Y . 

Твердження 1. Нехай M  — слабко* компактна опукла множи-

на простору *
RX , EM  - множина крайніх точок M , 

 *: , ReCM f f X f M   . 

Має місце рівність  

  *: , ReCEM f f X f EM   . (2) 

Доведення. Нехай Cf EM . Переконаємося, що Re f EM . 

Припустимо супротивне. Тоді існують елементи 1 2, M   , 

 0,1   такі, що   1 2Re 1f      , причому 1 2  .  

Нехай      1 1 1f x x i ix   ,      2 2 2f x x i ix   , x X . 

Зрозуміло, що 1 Cf M , 2 Cf M , 1 2f f  і  

         1 2 1 21 1f x x i ix             

     1 21 ,f x f x x X     . 

Тобто   1 21f f f    , де 1 2f f , що суперечить співвідно-

шенню Cf EM . 

Одержана суперечність доводить, що коли Cf EM , то 

Re f EM . Отже,  

  *: , ReCEM f f X f EM   . (3) 

Нехай тепер *f X  і Re f EM . 
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Переконаємося, що Cf EM . Припустимо супротивне. Тоді іс-

нують елементи 1 2, Cf f M ,  0,1   такі, що   1 21f f f    , 

причому 1 2f f . Оскільки      1 1 1Re Ref x f x i f ix  ,  2f x   

 2Re f x  2Rei f ix , ,x X  і 1 2f f , то 1 2Re Ref f . З рівності 

  1 21f f f     випливає, що  

  1 2Re 1 Re Ref f f    , 

де 1Re f M , 2Re f M , 1 2Re Ref f .  

Тому Re f EM , що суперечить припущенню. Одержана супе-

речність доводить, що Cf EM . Тому  

  *: ,Re Cf f X f EM EM   . (4) 

З (3), (4) випливає справедливість (2). 
Твердження доведено. 

Твердження 2. Якщо M  — слабко* компактна опукла множина 

простору *
RX , EM  — множина крайніх точок M , z X , то  

    max max
M EM

z z
 

 
 

 . (5) 

Доведення. Оскільки M  — слабко* компактна опукла множина 

простору *
RX , то згідно з теоремою Крейна—Мільмана (див., напри-

клад, [7, с. 497]) EM   . Внаслідок того, що функція 

 *
RX z    є неперервною по   на *

RX  у слабкій* топології 

простору *
RX , існує елемент M   такий, що    max

M
z z c


 


   

(див., наприклад, [8, с. 28]).  

Переконаємося, що множина   : ,cM M z c      є опук-

лою слабко* замкненою крайньою підмножиною множини M . 
Опуклість cM  є очевидною. Той факт, що cM  є крайньою під-

множиною множини M , випливає, зокрема, з теореми 8.3.1 [4, 
с. 401]. 

Нехай 0  — гранична точка cM  у розумінні слабкої* топології 

простору *X . Внаслідок слабкої* компактності множини M  0 M  .  

Крім того, для довільного 0   окіл  

    *
0: ,RX z z        

точки 0  містить точки cM  . 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

58 

Для цих точок маємо      0 0z z c z       . 

Звідси на підставі довільності 0   робимо висновок, що 

 0 z c  . Отже, 0 cM  . Слабку* замкненість cM  встановлено. 

Оскільки cM  є слабко* замкненою підмножиною слабко* ком-

пактної множини M , то cM  також слабко* компактна множина.  

Тоді cM  містить принаймні одну крайню точку   (див., на-

приклад, [7, с. 497]). Оскільки cM  є крайньою підмножиною множи-

ни M , то EM (див., наприклад, [4, с. 401]).  

З урахуванням того, що  z c  , робимо висновок про справед-

ливість рівності (5). 
Твердження доведено. 

Позначимо далі через  
 

  max maxa
s S y a s

g p y g s
 

   ,  ,g C S X , 

цільову функцію задачі відшукання величини (1). 

Теорема 1 [9]. Для кожного   ,a C S K X  цільова функція 

 a g ,  ,g C S X , задачі відшукання величини (1) є опуклою та 

неперервною на  ,C S X . 

Елемент *
RX   називається субградієнтом функції p  в точці 

0x X , якщо  

     0 0p x p x x x   , x X , 

(див., наприклад, [10, с. 57]). 
Множину субградієнтів функції p  в точці 0x X  називають 

субдиференціалом цієї функції в точці 0x  і позначають  0p x  (див., 

наприклад, [10, с. 58]). 
Оскільки p  є опуклою неперервною на X  функцією, то для 

0x X   0p x  є неперервною опуклою слабко* компактною мно-

жиною простору *
RX  (див., наприклад, [4, с. 327]). 

Для  * ,g C S X  покладемо 

   
    

    * * * *: , max max max ,a a
y a s s S y a s

S g s s S p y g s p y g s g
  

 
       
 

 

а для  *
as S g  покладемо 
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    * * * *, : , max a

y a s
a s g y y a s p y g s p y g s g



 
       
 

. 

Через  / * ,a g z  будемо позначати похідну функції a  в точці 

*g  за напрямом  ,z C S X . 

Теорема 2. Якщо  *, ,g z C S X  і  / * , 0a g z  , то справедли-

ва рівність 

         
  

* * *

/ *

,
, max max max Re

a C

a
s S g y a s g f E p y g s

g z f z s
    

   . (6) 

Доведення. Згідно з теоремою 2 [9]  

         
  

* * *

/ *

,
, max max max

a

a
s S g y a s g p y g s

g z z s



   

   . (7) 

Оскільки  p x  є слабко* компактною опуклою множиною 

простору *
RX  (див., наприклад, [4, с. 327]), то внаслідок твердження 2 

для  *
as S g ,  *,y a s g  

 
  

  
  

  
* *

max max
C

p y g s E p y g s
z s z s

 
 

    
   , (8) 

а згідно з твердженням 1  

 
   

  
  

  
**

max max Re
C

E p y g sE p y g s
z s f z s




    
   . (9) 

З (7)—(9) випливає (6). 
Теорему доведено. 

Необхідні, достатні умови і критерії екстремальності елемента 

Будемо позначати далі через  0,M y  — конус внутрішніх на-

прямків для множини M  лінійного нормованого простору Y  із точ-

ки 0y Y , а через  *
0,M y  — конус граничних напрямків для M  з 

точки 0y . 

При цьому  0,y M y , якщо існує окіл  O y  точки y  прос-

тору Y  та число 0   такі, що 0y tz M   для всіх  z O y , 

 0,t  , а  *
0,y M y , якщо для довільного околу  O y  точки 

y  простору Y  та довільного числа 0   існують такі  z O y  і 

 0,t  , що 0y tz M  (див., наприклад, [4, с. 12, 13]). 
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Для *g V  позначимо через 

        * *: , ,a a aC g g g C S X g g     . 

Обмеження g V  у задачі відшукання величини (1) будемо на-

зивати суттєвим, якщо 

     * *
, VC S X a a  . 

Зрозуміло, що у випадку суттєвості обмеження g V  у задачі 

відшукання величини (1)  *
aC g   . 

Теорема 3. Нехай V  — довільна множина простору  ,C S X . Для 

того щоб елемент *g V  був екстремальним елементом для величини (1), 

необхідно, щоб не існувало такого  * *,z V g , що   Re 0f z s   

для всіх  *
as S g ,  *,y a s g ,   *

C
f E p y g s   . 

Доведення. Нехай *g  — екстремальний елемент для величи-

ни (1). Тоді *g  є екстремальним елементом для задачі оптимізації  

 inf a
g V

g

 . 

Якщо  *
aC g   , то для всіх  ,g C S X     *

a ag g   . 

Тому для всіх  ,z C S X   / * , 0a g z  . Згідно з теоремою 2 для 

будь-якого  ,z C S X , у тому числі і для будь-якого  * *,z V g , іс-

нують елементи  *
z as S g ,  *,z zy a s g ,   *

z z z
C

f E p y g s    

такі, що     / * , Re 0a z zg z f z s    . Звідки випливає, що 

  Re 0z zf z s  . 

В цьому випадку теорему доведено.  

Припустимо тепер, що  *
aC g   . Згідно з теоремою 1.4.1 [4, 

с. 22] має місце співвідношення 

     * * * *, ,aC g g V g    . (10) 

Оскільки функція  a g ,  ,g C S X , є опуклою та непере-

рвною на  ,C S X  (див. теорему 1), то (див. твердження 6.9.1 [4, с. 352]) 
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        * * / *, : , , , 0a aC g g z z C S X g z     . (11) 

Із співвідношень (10), (11) випливає, що для кожного 

 * *,z V g   / * , 0a g z  . 

Внаслідок теореми 2 тоді для кожного  * *,z V g  існують 

 *
z as S g ,  *,z zy a s g ,   *

z z z
C

f E p y g s    такі, що   Re z zf z s    

0 . Звідки випливає, що   Re 0z zf z s  . 

Теорему доведено. 

Теорему 3 можна сформулювати у таких еквівалентних формах. 

Теорема 4. Нехай V  — довільна множина простору  ,C S X . 

Для того щоб елемент *g V  був екстремальним елементом для ве-

личини (1), необхідно, щоб для будь-якого  * *,z V g  існували 

елементи  *
z as S g ,  *,z zy a s g ,   *

z z z
C

f E p y g s    такі, 

що   Re 0z zf z s  . 

Теорема 5. Нехай V  — довільна множина простору  ,C S X . 

Для того щоб *g V  був екстремальним елементом для величини 

(1), необхідно, щоб для будь-якого  * *,z V g  існували елементи 

zs S ,  z zy a s ,   *
z z z

C
f E p y g s    такі, що 

 
    

     * * *max max max
z

z z z
s S y a s y a s

p y g s p y g s p y g s
  

     , 

  Re 0z zf z s  . 

Врахування властивостей конуса  * *,V g , які зумовлені спе-

цифікою множини V , дозволяє в окремих випадках дещо конкрети-
зувати встановлені вище необхідні умови екстремальності елемента 
для величини (1). 

Теорема 6. Нехай i
i I

V V


 , де iV , i I , — сім’я опуклих мно-

жин простору  ,C S X , *g V , iV  — замикання множини iV , i I , 

*

*, i

ig
i I g V

V V
 

  . 
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Якщо *g  є екстремальним елементом для величини (1), то для 

будь-якого *gg V  існують елементи  *
g as S g ,  *,g gy a s g , 

  *
g g g

C
f E p y g s    такі, що     *Re 0g g gf g s g s  . 

Доведення. Нехай g V   є екстремальним елементом для ве-

личини (1). Згідно з твердженням 1.2.3 [4, с. 15] 

      
*

* * * * * *

,

, , ,

i

i i
i I i I

g V

Г V g Г V g Г V g
 



   . (12) 

Нехай, крім того, *gg V .Тоді існує індекс gi I  такий, що 

*
gi

g V  та 
gi

g V . Оскільки 
gi

V  є опуклою множиною, то внаслідок 

теореми 1.3.4 [4, с. 19]  * * *,
gi

g g Г V g  . Звідси та з (12) робимо 

висновок, що  * * *,g g Г V g  . Згідно з теоремою 3 існують еле-

менти gs S ,  g gy a s ,   *
g g g

C
f E p y g s    такі, що 

    *Re 0g g gf g s g s  . 

Теорему доведено. 

Сформулюємо далі достатню умову того, що *g  є екстремаль-

ним елементом для величини (1). 

Теорема 7. Нехай V  — довільна множина простору  ,C S X , 
*g V . Якщо для кожного елемента g V  існують елементи 

 *
g as S g ,  *,g gy a s g ,   *

g g g
C

f E p y g s    такі, що 

    *Re 0g g gf g s g s  , то *g  є екстремальним елементом для 

величини (1). 
Теорема 7 має місце для довільної множини V . Становлять інтерес 

множини, для яких сформульована в ній умова є не лише достатньою, а 
й необхідною умовою екстремальності елемента для величини (1).  

Множину M  лінійного нормованого простору Y  будемо нази-

вати *  — множиною відносно точки 0y M , якщо 

 *
0 0,y y M y   для всіх y M . 
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До *  — множин відносно точки 0y M  відносяться, зокрема, 

зіркові відносно 0y  (див, наприклад, [11, с. 16]), в тому числі опуклі, 
множини. 

Теорема 8. Нехай V  є *  — множиною відносно *g V  

(зірковою відносно *g V  або опуклою множиною). Для того щоб 

елемент *g  був екстремальним елементом для величини (1), необ-

хідно і достатньо, щоб для кожного елемента g V  існували еле-

менти  *
g as S g ,  *,g gy a s g ,   *

g g g
C

f E p y g s    такі, що 

    *Re 0g g gf g s g s  . 

Доведення. Необхідність. Нехай *g  є екстремальним елемен-

том для величини (1). Оскільки V  є *  — множиною відносно *g  

(зірковою відносно *g  або опуклою множиною), то 

 * * *,z g g V g   . Тоді згідно з теоремою 4 існують елементи 

 *
g as S g ,  *,g gy a s g ,   *

g g g
C

f E p y g s    такі, що 

    *Re 0g g gf g s g s  . 

Достатність умов теореми встановлено у теоремі 7. 

Наслідок. Нехай V  — підпростір простору  ,C S X . Для того 

щоб елемент *g V  був екстремальним елементом для величини (1), 

необхідно і достатньо, щоб для будь-якого елемента g V  існували 

елементи  *
g as S g ,  *,g gy a s g ,   *

g g g
C

f E p y g s    такі, що 

   Re 0g gf g s  . (13) 

Доведення. Нехай *g V  є екстремальним елементом для вели-

чини (1). Для елемента g V  маємо, що *g g V  . Тоді згідно з 

теоремою 8 існують елементи  *
g as S g ,  *,g gy a s g , 

  *
g g g

C
f E p y g s    такі, що  

        * *Re Re 0g g g g gf g g s g s f g s    . 
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Навпаки, нехай для будь-якого елемента g V  мають місце 

умови наслідку. 

Візьмемо g V  і покладемо в (13) замість g  елемент *g g V  . 

Тоді одержимо 

    *Re 0g g gf g s g s  . 

Внаслідок теореми 7 *g  є екстремальним елементом для вели-

чини (1). 
Наслідок доведено. 

Висновки. Встановлено необхідні, достатні умови і критерії ек-
стремальності елемента для задачі найкращої у розумінні опуклої 
функції рівномірної апроксимації компактнозначного відображення.  
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In this article criterions of the extremal element for the problem of the 
best at sense of the convex function uniform approximation of continuous 
compact-valued maps by continuous single-valued maps with the use of 
extreme points of subdifferentials of function are established. 

Key words: the compact-valued maps, the best in sense of the convex 
function uniform approximation, the extreme point, subdifferentials.  
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ СВОЙСТВ ОСНОВАНИЙ  
СООРУЖЕНИЙ МЕТОДОМ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ 

Рассматривается задача определения неоднородных свойств 
основания по результатам косвенных наблюдений. Для описа-
ния поведения грунта используется модель Винклера. Вектор 
неизвестных коэффициентов жесткостей пружин определяется 
из решения обратной задачи, сформулированной в вариацион-
ной постановке. Приводятся результаты восстановления вектора 
жесткостей для различных случаев местоположения неоднород-
ностей основания.  

Ключевые слова: обратная задача, пластина, основание, 
модель Винклера, коэффициент жесткости пружины. 

Введение. Использование высокотехнологичного и дорогостоя-
щего оборудования в технике выдвигает требование обеспечения вы-
сокой точности установки этого оборудования. Поэтому проектиро-
вание несущих конструкций должно выполняться с учетом свойств 
оборудования, которое на них опирается. В качестве несущих конст-
рукций обычно выступают пластины, плиты, оболочки, опирающиеся 
на упругое основание, в роли которого может выступать грунт или 
специальные ложементы, состоящие из пружин, возможно различной 
жесткости. Решение задачи об определении жесткости основания или 
его структуры, необходимой для реализации требований к установке 
оборудования, является весьма актуальным при проектировании та-
ких сооружений как энергетические комплексы, газонефтетранспорт-
ные системы, транспортные системы в ракетостроении и т.д. 

В случае, когда необходимо определять напряженно-деформиро-
ванное состояние грунта, для описания его поведения используются 
различные модели деформирования [1—3]: модель линейно-дефор-

© Н. А. Гук, 2012 
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