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ГІПЕРБОЛІЧНІ КРАЙОВІ ЗАДАЧІ В НАПІВОБМЕЖЕНИХ 
БАГАТОШАРОВИХ ПРОСТОРОВИХ ОБЛАСТЯХ 

Методом функції впливу та функції Гріна (головних роз-
в’язків) побудовано інтегральні зображення точних аналітич-
них розв’язків алгоритмічного характеру гіперболічних крайо-
вих задач в напівобмежених багатошарових (кусково-одно-
рідних) просторових областях. Для побудови головних роз-
в’язків залучено відповідні інтегральні перетворення Фур’є на 
декартових осі, півосі та сегменті, а також інтегральне перет-
ворення Фур’є на декартовій півосі з n точками спряження. 

Ключові слова: гіперболічне рівняння, початкові та кра-
йові умови, умови спряження, інтегральні перетворення, голо-
вні розв’язки. 

Вступ. Теорія крайових задач для диференціальних рівнянь з ча-
стинними похідними — важливий розділ сучасної теорії диференціа-
льних рівнянь, який в цей час інтенсивно розвивається. Її актуаль-
ність обумовлена як значимістю її результатів для розвитку багатьох 
розділів математики, так і численними застосуваннями її досягнень 
при дослідженні різноманітних математичних моделей різних проце-
сів і явищ фізики, механіки, біології, медицини, економіки та техніки. 

Добре відомо, що складність досліджуваних крайових задач суттє-
во залежить від коефіцієнтів рівнянь (різні види виродженостей і особ-
ливостей) та геометрії області (гладкість її межі, наявність в неї кутових 
точок, тощо), в якій розглядається задача. На цей час досить детально 
вивчено властивості розв’язків крайових задач для лінійних, квазіліній-
них та певних класів нелінійних рівнянь в однозв’язних областях (одно-
рідних середовищах), які обумовлені згаданими вище властивостями 
коефіцієнтів рівнянь і геометрії області, та побудовано функціональні 
простори коректності задач для тих чи інших областей [1—5]. 

Водночас багато важливих прикладних задач теплофізики, тер-
момеханіки, теорії пружності, теорії електричних кіл, теорії коливань 
приводять до крайових задач для диференціальних рівнянь з частин-
ними похідними не тільки в однорідних середовищах, коли коефіціє-
нти рівнянь є неперервними, але й в кусково-однорідних та неоднорі-
дних середовищах, коли коефіцієнти рівняння є кусково-неперерв-
ними чи, зокрема, кусково-сталими [6—9]. 
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Окрім методу відокремлення змінних [10] одним з важливих і 
ефективних методів вивчення крайових задач для диференціальних 
рівнянь з частинними похідними є метод інтегральних перетворень, 
який дає можливість будувати в аналітичному вигляді розв’язки тих 
чи інших лінійних крайових задач через їх інтегральне зображення. 
Варто також зауважити, що для досить широкого класу задач (в кус-
ково-однорідних середовищах) ефективним виявився метод гібрид-
них інтегральних перетворень, які породженні гібридними диферен-
ціальними операторами, коли на кожній компоненті зв’язності куско-
во-однорідного середовища розглядаються або ж різні диференціаль-
ні оператори, або ж диференціальні оператори того ж самого вигляду 
але з різними наборами коефіцієнтів [11—16]. 

Інтегральні зображення розв’язків гіперболічних крайових задач 
в необмежених двоскладових та тришарових просторових областях 
одержано у працях автора [17—19]. 

У цій статті ми пропонуємо точні аналітичні розв’язки гіпербо-
лічних крайових задач в напівобмежених кусково-однорідних прос-
торових областях. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу побудови обмеженого на 
множині  
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та відповідними крайовими умовами на межі області 2 , де ,xja  

,yja , , ,k k
zj j js jsa     — деякі невід’ємні сталі;  

2 1
k k

jk j jc   0 0
1 2 11 11 1 20; 0; 0;k k

j j k kc c          

 , , ,f t x y z       1 2 1, , , , , , , , , , , , ;nf t x y z f t x y z f t x y z    

 1 , ,g x y z        1 1 1
1 2 1, , , , , , , , , ;ng x y z g x y z g x y z  

 2 , ,g x y z        2 2 2
1 2 1, , , , , , , , , ;ng x y z g x y z g x y z  

 0 , ,g t x y  — задані обмежені функції;     1, , , , , , ,u t x y z u t x y z  

   2 1, , , , , , , ,nu t x y z u t x y z  — шукана функція. 

Основна частина. Побудуємо розв’язок розглянутої задачі в за-
лежності від структури області 2 . Зауважимо, що випадки 

       2 2; ; ; ; 0;              розглянуто в [20]. 

1.    2 ; 0; .b     У цьому випадку вважаємо, що на межі 

області 2 виконуються крайові умови 
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щодо змінної x та крайові умови 
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щодо змінної y, де  1,2kh k   — деякі невід’ємні сталі;  1 , ,t x z   

      1 1 1
1 2 1, , , , , , , , , ;nt x z t x z t x z           2 2 2

1 2, , , , , , , , ,t x z t x z t x z     

 2
1 , ,n t x z   — задані обмежені неперервні функції. 

Припустимо, що розв’язок задачі (1)—(6) існує і задані й шукані 
функції задовольняють умови застосовності залучених нижче інтег-
ральних перетворень [21; 22; 16]. 

До задачі (1)—(6) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є на 
декартовій осі  ;   щодо змінної x  [21]: 
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Інтегральний оператор xF  за правилом (7) внаслідок тотожності (9) 
початково-крайовій задачі (1)—(6) ставить у відповідність задачу побу-
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До задачі (10)—(14) застосуємо скінченне інтегральне перетво-
рення Фур’є на сегменті  0;b  щодо змінної у [22]: 
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де ядро перетворення 
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До задачі (18)—(21) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є на 
декартовій півосі  0 ;l   з n  точками спряження щодо змінної z  [16]: 
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У формулах (22)—(24) беруть участь величини і функції: 
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 x  — одинична функція Гевісайда [23]. 

Запишемо систему диференціальних рівнянь (18) та початкові 
умови (19) у матричній формі 
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Інтегральний оператор ,nF  , який діє за правилом (22), зобрази-

мо у вигляді операторної матриці-рядка 
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і застосуємо за правилом множення матриць до задачі (25), (26). Вна-
слідок тотожності (24) одержуємо задачу Коші 
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Безпосередньо перевіряється, що єдиним розв’язком задачі (30), 
(31) є функція 
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риці-стовпця 
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Застосуємо за правилом множення матриць операторну матри-

цю-стовпець (33) до матриці-елемента  , , ,u t   
 
  де функція 

 , ,u t    визначена формулою (32). Одержуємо єдиний розв’язок 

початково-крайової задачі (18)—(21): 
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До функцій  , , ,jku t    визначених формулами (34), послідовно 

застосуємо обернені оператори 1
yk
  за правилом (16) та 1

xF   за прави-

лом (8). Виконавши нескладні перетворення, одержуємо функції 
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які визначають єдиний розв’язок гіперболічної початково-крайової 
задачі (1)—(6). 

У формулах (35) застосовано компоненти 
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матриці впливу (функції впливу), компоненти 

     
12 0

1 1 11 1 0, , , , , , , , , , ,j z jW t x y z a E t x y z l     


   

аплікатної матриці Гріна (функції Гріна), компоненти 

   1 , , , , , , , , ,0, ,yjk ykW t x y z E t x y z     

лівої ординатної матриці та компоненти 

   2 , , , , , , , , , , ,yjk jkW t x y z E t x y b z     

правої ординатної матриці Гріна розглянутої задачі. 
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З використанням властивостей функцій впливу  , , , , , ,jkE t x y z    

і функцій Гріна  , , , , , ,jW t x y z    , , , , , ,s
yjkW t x y z    1,2s   безпо-

середньо перевіряється, що функції  , , , ,ju t x y z  визначені формулами 

(35), задовольняють рівняння (1), початкові умови (2), крайові умови (3), 
(5), (6) та умови спряження (4) в сенсі теорії узагальнених функцій [23]. 

Зауваження 1. У випадку 2 2 2 2 0xj yj zj ja a a a     формули (35) 

визначають структуру розв’язку гіперболічної крайової задачі (1)—
(6) в ізотропному (n+1) — шаровому напівобмеженому просторовому 
середовищі. 

Зауваження 2. Параметри 0 0
11 11,   дають можливість виділяти із 

формул (35) розв’язки крайових задач у випадках задання на поверхні 

0z l  крайової умови 1-го роду  0 0
11 110, 1 ,    2-го роду 

 0 0
11 111, 0     та 3-го роду  0 0

11 111, 0 .h      

Зауваження 3. Параметри  1, 2jh j   дають можливість виді-

ляти із формул (35) розв’язки початково-крайових задач у випадках 
задання на поверхнях 0;y y b   крайових умов 1-го й 2-го роду та 
їх можливих комбінацій. 

Зауваження 4. Аналіз розв’язку (35) в залежності від аналітич-

ного виразу функцій      1 2, , , , , , , , , ,j j jf t x y z g x y z g x y z   0 , , ,g t x y  

   1 2, , , , ,j jt x z t x z   проводиться безпосередньо. 

   22. 0; 0; .      У цьому випадку вважаємо, що на межі 

області 2  виконуються крайові умови 
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 (36) 

щодо змінної x та крайові умови 
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, , ; 0; 1, 1; 0,1
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h u t x z j n k
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 (37) 

щодо змінної y , де ,p h  — деякі невід’ємні сталі;  , ,t y z   

      1 2 1, , , , , , , , , ;nt y z t y z t y z       , ,t x z     1 2, , , , , , ,t x z t x z    

 1 , ,n t x z   — задані обмежені неперервні функції. 
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Припустимо, що розв’язок задачі (1)—(4), (36), (37) існує і зада-
ні й шукані функції задовольняють умови застосовності залучених 
нижче інтегральних перетворень [22; 16]. 

До задачі (1)—(4), (36) (37) застосуємо інтегральне перетворен-
ня Фур’є на декартовій півосі  0;  щодо змінної x  [22]: 

        
0

, ,x xF g x g x K x dx g 


         (38) 
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0

, ,x xF g g K x d g x   



         (39) 

    
2

2
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0

0, ,x x
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d g dg
F g K pg

dxdx
  



          
   

  (40) 

де ядро перетворення 
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Інтегральний оператор xF  за правилом (38) внаслідок тотожності 

(40) початково-крайовій задачі (1)—(4), (36), (37) ставить у відповідність 

задачу побудови обмеженого на множині  '
3 , , ; 0;D t y z t   

  0; ; ny z     розв’язку системи диференціальних рівнянь  

 
 

 

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2

, , , ; ; 1, 1

j
yj zj j xj j j

j j

u
a a u a u

t y z

F t y z z j n

 



   
     

    

   


 


 (41) 

з початковими умовами (11), крайовими умовами (12), крайовими 
умовами 
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  (42) 

та умовами спряження (14), де 

       2, , , , , , 0, , , ; 1, 1.j j xj x jF t y z f t y z a K t y z j n        

До задачі (41), (11), (12), (42), (14) застосуємо інтегральне перет-
ворення Фур’є на декартовій півосі  0;  щодо змінної y  [21]: 

        
0

, ,y yF g y g y K y s dy g s


         (43) 
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        1

0

, ,y yF g s g s K y s ds g y
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  (45) 

де ядро перетворення 
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Інтегральний оператор yF  за правилом (43) внаслідок тотожності 

(45) початково-крайовій задачі (41), (11), (12), (42), (14) ставить у відпо-

відність задачу побудови обмеженого на множині  3 , ; 0;D t z t   

nz   розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь 
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з початковими умовами 
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крайовими умовами  
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та умовами спряження 
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    (49) 

де 

       2, , , , , , 0, , , ; 1, 1.j j yj y jG t s z F t s z a K s t z j n           

З точністю до позначень початково-крайова задача на спряження 
(46)—(49) збігається із задачею (18)—(21). Отже, відповідно до фор-
мул (34), єдиний розв’язок задачі (46)—(49) визначають функції 
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Застосувавши послідовно до функцій  , , , ,ju t s z  визначених 

формулами (50), обернені оператори 1
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які визначають єдиний розв’язок гіперболічної початково-крайової 
задачі (1)—(4), (36), (37). 

У формулах (51) застосовано компоненти 
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матриці впливу, компоненти  , , , , ,jW t x y z  аплікатної матриці Грі-

на, компоненти  
   , , , , , , ,0, , , ,xjk jkW t x y z E t x y z     
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абсцисної матриці Гріна та компоненти 

   , , , , , , , , ,0, ,yjk jkW t x y z E t x y z     

ординатної матриці Гріна розглянутої задачі. 
З використанням властивостей функцій впливу  , , , , , ,jkE t x y z    

і функцій Гріна  , , , , , ,jW t x y z    , , , , , ,xjkW t x y z    , , , , ,yjkW t x y z   

безпосередньо перевіряється, що функції  , , , ,ju t x y z  визначені фо-

рмулами (51), задовольняють рівняння (1), початкові умови (2), кра-
йові умови (3), (36), (37) та умови спряження (4) в сенсі теорії уза-
гальнених функцій [23]. 

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-2 поширюються на випадок роз-
глянутої гіперболічної крайової задачі; 2) параметри ,p h  дають мо-

жливість виділяти із формул (51) розв’язки крайових задач у випад-
ках задання на поверхнях 0; 0x y   крайових умов 1-го й 2-го роду 

та їх можливих комбінацій; 3) аналіз розв’язку (51) в залежності від 

аналітичного виразу функцій      1 2, , , , , , , , , ,j j jf t x y z g x y z g x y z  

   0 , , , , , ,jg t x y t x z   , ,j t x z  проводиться безпосередньо. 

Висновки. Методом інтегральних та гібридних інтегральних пере-
творень Фур’є у поєднанні з методом головних розв’язків (функцій 
впливу і функцій Гріна) побудовано точні аналітичні розв’язки гіпербо-
лічних крайових задач в напівобмежених кусково-однорідних просторо-
вих областях, які описуються декартовою системою координат. Одержа-
ні розв’язки носять алгоритмічний характер, неперервно залежать від 
параметрів і даних задачі й можуть бути використані як в подальших 
теоретичних дослідженнях, так і в практиці інженерних розрахунків реа-
льних процесів, які моделюються гіперболічними крайовими задачами 
(задачі акустики, гідродинаміки, теорії коливань механічних систем). 
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The method of influence functions and Green's function (key solutions) 
developed integral image accurate analytical solutions of algorithmic na-
ture of hyperbolic boundary value problems in multilayered semiconfined 
(piecewise-homogeneous) spatial regions. To build a major integrated so-
lutions are involved corresponding Fourier transform to Cartesian axes, 
semi-axles and the segment and the Fourier integral in Cartesian semi-
axles with n coupling points. 

Key words: hyperbolic equations, initial and boundary conditions, 
matching, integral transformation, main solution. 
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М. П. Ленюк, д-р фіз.-мат. наук, професор 

Чернівецький факультет національного технічного університету 
«Харківський політехнічний інститут», м. Чернівці  

ГІБРИДНЕ ІНТЕГРАЛЬНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ  
ТИПУ (КОНТОРОВИЧА—ЛЄБЄДЄВА)—  
БЕССЕЛЯ—ЕЙЛЕРА НА ПОЛЯРНІЙ ОСІ 

Запроваджено гібридне інтегральне перетворення, поро-
джене на полярній осі з двома точками спряження гібридним 
диференціальним оператором (Конторовича—Лєбєдєва)—Бе-
сселя—Фур’є.  

Ключові слова: гібридний диференціальний оператор, фу-
нкції Коші, функції впливу, гібридне інтегральне перетворен-
ня, основна тотожність, головні розв’язки. 

Постановка проблеми та її аналіз. Відомо, що дослідження фі-
зико-технічних характеристик композитних матеріалів, які знахо-
дяться в різних умовах експлуатації, математично приводить до зада-
чі інтегрування сепаратної системи диференціальних рівнянь другого 
порядку на кусково-однорідному інтервалі з відповідними початко-
вими та крайовими умовами [1—3]. Одним із ефективних методів 
побудови інтегрального зображення точних аналітичних розв’язків 
алгоритмічного характеру таких задач є метод гібридних інтеграль-
них перетворень. Основні положення теорії гібридних інтегральних 
перетворень (ГІП) закладено в монографії [4]. Ця стаття присвячена 
запровадженню одного з типів ГІП. 

© М. П. Ленюк, 2012
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