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Пропонується числовий метод визначення ефективних комплексних модулів і декрементів 
коливань армованих волокнами в ’язкопружних композиційних матеріалів, що базується на 
скінченноелементному моделюванні представницького елемента об’єму і прирівнюванні пруж­
ної і в ’язкої частин енергії деформування об ’ємів композиційного і квазіоднорідного мате­
ріалів. Досліджено вплив структури армування на декремент коливань в ’язкопружних волок­
нистих композиційних матеріалів.

К л ю ч о в і с л о в а : композиційний матеріал, ефективні комплексні модулі, декре­
мент коливань, метод скінченних елементів.

Вступ. Дослідження властивостей композиційних матеріалів, зокрема 
волокнистих на полімерній основі, свідчить про перспективність їх  викорис­
тання в багатьох галузях промисловості, у  перш у чергу завдяки високим  
характеристикам питомої міцності і внутрішнього розсіяння енергії та можли­
вості регулювання механічних характеристик шляхом зміни структурних 
параметрів. Реалізувати переваги композиційних матеріалів можна завдяки 
раціональному вибору схем армування, відповідному вибору компонентів, 
методів розрахунку, які дозволяють врахувати розривні матеріальні функції 
по о б ’єму композита і відповідні визначальні співвідношення для матеріалів, 
що складають композит. Точні аналітичні розв’язки задачі, яка враховує ці 
особливості, можливі тільки в небагатьох випадках [1], у  зв ’язку з чим у  
розрахунках використовують так звані “ефективні” характеристики компо­
зитів [2], які, у  свою чергу, визначаються або експериментально, або розра­
хунковими методами.

Оскільки експериментальні і більшість наближених аналітичних методів 
не дозволяють точно врахувати особливості розподілу напружень і дефор­
мацій по о б ’єму, пошук і використання уточнених методів отримання ефек­
тивних характеристик є актуальною задачею, особливо враховуючи можли­
вість оптимізації конструкцій з композитів. Визначенню ефективних характе­
ристик, зокрема пружних модулів однонаправлених композиційних матері­
алів, присвячено багато робіт, наприклад [3, 4]. Значно менше робіт, що 
стосуються визначення ефективних пружних властивостей перехресно-армо- 
ваних (армованих у  двох напрямках) композитів [5, 6], композитів з о б ’ємним  
армуванням (армування у  трьох, чотирьох і більше напрямках) [7, 15] і зовсім  
мало досліджень ефективних характеристик неідеально пружних матеріалів, 
зокрема характеристик демпфірування [16-20]. Відомо, що зі збільшенням  
напрямків армування в композиційному матеріалі при незмінному коефіцієнті 
армування змінюються властивості всього матеріалу [3, 11]. У  зв’язку з наяв­
ністю великої кількості просторових схем армування постає питання про
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доцільність використання кожної зі схем при проектуванні конструкцій з 
композиційних матеріалів із заданими властивостями. М етою даної роботи є 
розробка методу визначення ефективних комплексних модулів і декрементів  
коливань композиційних матеріалів із в ’язкопружними компонентами та до­
слідження впливу особливостей армування на характеристики демпфірування 
волокнистих композиційних матеріалів.

М етод аналізу. Для розрахунку ефективних характеристик композицій­
ного матеріалу розглядається так званий представницький елемент о б ’єму [2]. 
Потім визначаються граничні умови, що мають місце для цього елемента при 
роботі у  складі конструкції, і розв’язуються крайові задачі, кількість яких 
дозволяє знайти всі невідомі параметри умовного квазіоднорідного матеріалу. 
Набір таких елементів із достатньою точністю імітує поведінку всього компо­
зиційного матеріалу. Представницькі елементи о б ’єму для просторово-армо- 
ваних композиційних матеріалів наведено на рис. 1, структура чотиринаправ- 
леного композиту -  на рис. 2 [11].

Рис. 1. Представницькі елементи об’єму для одно- (а), дво- (б) і тринаправленого (в) компо­
зиційного матеріалу.

Рис. 2. Чотиринаправлений композиційний матеріал.

Для отримання ефективних характеристик в ’язкопружного композицій­
ного матеріалу припустимо, що залежності м іж  напруженнями і деформа­
ціями для матеріалів, які складають композит, записано у  вигляді рівнянь 
Больцмана-Вольтерра:

ґ
а (  () =  /  ґ -  Т)&(Т , (1)

0
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де о , є  -  вектори напружень і деформацій; К( 1 —г) -  матриця функцій
йє

релаксації; 1 -  час; є  -  швидкість деформації, є =  — .
аг

Рівняння стаціонарних коливань скінченноелементної моделі представ­
ницького елемента композиційного матеріалу, яке зв ’язує конструктивні і 
механічні характеристики елемента з вузловими переміщеннями и, матиме 
вигляд [19]

Мій +  К  * (и) =  Г є ш , (2)

де М  -  матриця мас; К * (и ) -  матричний інтегральний оператор; Р є іті -

вектор зовніш ніх навантажень.
Приймемо розв’язок (2) у  вигляді

ІШЇ \и =  ц є  (3)

і отримаємо алгебраїчну задачу для визначення вектора ц:

Z( іт )ц =  Б , (4)

де Z (іт) -  матриця динамічної жорсткості, Z ( іт) =  К ( іт) +  Х М ; К ( іт) -  
матриця жорсткості, К  ( іт) =  К '(т) +  ІК" ( т); т -ч а ст о т а ; Х =  ( іт )2 .

Компоненти матриці Z( іт) залежать від комплексних модулів матеріалів, 
що складають композит, які, у  свою чергу, можуть залежати від частоти.

1
Помножимо ліву і праву частини рівняння (4) на 2  та спряжено-транс- 

понований вектор ц н і запишемо

1 и 1 и
2  ц Z (іо ) ц =  2  ц Б ■ (5)

Отримання рівняння можна розглядати як закон збереження енергії за 
цикл коливань з амплітудою ц. За відсутності зовніш ніх сил маємо

1 и
2  ц Д к о ) ц  =  0 (6) 

або після розділення матриці Z ( іт) на дійсну й уявну частини -

1 и 1 и
2  ц +  2  Іц ц =  °  (7)

Як видно, пружна енергія визначається дійсною  частиною матриці Z( іт ), 
а дисипативна -  уявною.

Приймемо, що умовою  еквівалентності композиційного і квазіоднорід- 
ного матеріалів є рівність енергій деформації:
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1 н 1 нд  Х( т ) д  = -  д  г еф( т ) д ,
2"  4 ^  2 

або з урахуванням розділення (7)

(8)

2 2 2 (9)

Розділимо у  рівнянні (9) дійсні й уявні доданки без урахування сил 
інерції (квазістатичне деформування) і отримаємо

д  н К 'д  =  д  н К  Єф д; д * К " д  =  д ^ ф  д.н (10)

Для визначення лівих частин рівнянь (10) необхідно розглянути скін- 
ченноелементні моделі представницького елемента одиничних розмірів, ро­
зв ’язати відповідну кількість крайових задач при заданих граничних умовах 
окремо для дійсної й уявної частин матриці К  і знайти відповідні енергії 
деформації о б ’єму елемента V V " . Енергії деформації одиничного о б ’єму 
квазіоднорідного матеріалу при заданих переміщеннях (рис. 3) визначаються 
за формулами

т “ ‘ " ^  (11)2П  ' =  8 т СЄф є; 2П" =  8 т СЄф £,

де 8 -  вектор деформації у  точках о б ’єму елемента; СЄф, Сеф -  матриці 
дійсних і уявних частин комплексних модулів квазіоднорідного матеріалу.
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Рис. 3. В аріанти граничних умов для переміщ ень характерного елем ента о б ’єму.
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Компоненти матриць ефективних модулів в’язкопружного композицій­
ного матеріалу С'еф, С"еф знаходяться з рівнянь ( 11). Як видно, процедура 
визначення компонент матриць комплексних модулів однакова для дійсних і 
уявних складових.

Для ортотропного матеріалу достатньо розглянути дев’ять варіантів гра­
ничних умов (рис. 3).

Компоненти матриці декрементів коливань визначаються за формулою
[16]

Г"Г е ф і , 7
( 12)=  *  Г

Матриця декрементів для ортотропного композиційного матеріалу має 
такий вигляд:

Д  =

І 11 ІІ12 І 13 0 0 0

<Іи d  22 І  23 0 0 0

І 13 І  23 І  33 0 0 0

0 0 0 і  44 0 0

0 0 0 0 І  55 0

0 0 0 0 0 І  66

(13)

де компоненті матриці декрементів d l l  відповідає деформація розтягу-стиску  
вздовж осі х; компоненті d 22 -  деформація розтягу-стиску вздовж осі у; 
компоненті d зз -  деформація розтягу-стиску вздовж осі г;  компоненті d l2 -  
деформація розтягу-стиску вздовж осей х  і у; компоненті d 13 -  деформація  
розтягу-стиску вздовж осей х  і Г; компоненті d 23 -  деформація розтягу- 
стиску вздовж осей у  і г;  компонентам d 44, d 55, d 66 -  відповідно дефор­
мації циклічного зсуву вздовж осей х , у , г.

Р езультати  досл ідж ен ь . Розглянемо представницькі елементи в ’язко- 
пружного композиційного матеріалу одиничних розмірів (рис. 1, 2). Для 
чотирьох варіантів просторового армування приймалися такі характеристики 
матеріалів основи й армуючих волокон: комплексний модуль армуючого ма­
теріалу К 1 =  93 +  3 ,72  і ГПа; комплексний модуль матеріалу основи К 2 =  
=  3,3 +  0,594 і ГПа; коефіцієнт Пуассона армуючого матеріалу V 1 =  0,267; ко­
ефіцієнт Пуассона матеріалу основи V 2 =  0,35.

Максимальний коефіцієнт армування ]  (відношення о б ’єму армуючих 
волокон до о б ’єму елемента композиційного матеріалу) для одно- і дво- 
направленого композита дорівнює 0,7854, для тринаправленого -  0,589, для 
чотиринаправленого -  0,7 [9]. За результатами розрахунків отримано залеж­
ності дев’яти компонент матриці декрементів коливань для одно- (Ш ), дво- 
(2Б ), три- (3Б ) і чотиринаправленого (4Б ) композита (рис. 4 -8 ).

Як видно, максимальні значення компоненти d ll матриці декрементів 
коливань характерні для двонаправленого композиційного матеріалу, компо­
ненти d 22 -  для однонаправленого. Максимальні значення компоненти d 33 
характерні для композиційного матеріалу, армованого у  чотирьох напрямках, 
причому зі зменшенням напрямків армування значення декремента коливань 
матеріалу також зменшуються.
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а  б

Рис. 4. Залежність компоненти йп (а) і компоненти ^  (б) матриці декрементів коливань від 
коефіцієнта армування для просторово-армованих композиційних матеріалів. (Тут і на рис. 5-8: 
♦  -  1Б; ■  -  2Б; Д  -  3Б; X -  4Б.)

а  б

Рис. 5. Залежність компоненти 3̂3 (а) і компоненти ^ 2  (б) матриці декрементів коливань від 
коефіцієнта армування для просторово-армованих композиційних матеріалів.

а  б

Рис. 6. Залежність компоненти (а) і компоненти і.2з (б) матриці декрементів коливань від 
коефіцієнта армування для просторово-армованих композиційних матеріалів.

Максимальні значення компоненти й і2 матриці декрементів коливань 
характерні для двонаправленого композиційного матеріалу, а компонент й із і 
й 23 -  для однонаправленого. Зі збільшенням напрямків армування спосте­
рігається зменшення значень декремента коливань матеріалу для компоненти 
й і2 матриці декрементів коливань. Найбільші значення декрементів коливань 
й 44 , й 55 і й 66 мають місце для однонаправленого композиційного матеріалу.
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а б

Рис. 7. Залежність компоненти (а) і компоненти й55 (б) матриці декрементів коливань від 
коефіцієнта армування для просторово-армованих композиційних матеріалів.

Рис. 8. Залежність компоненти й66 матриці декрементів коливань від коефіцієнта армування 
для просторово-армованих композиційних матеріалів.

Рис. 9. Залежність модуля пружності Ех і декремента коливань йи  при деформації розтягу- 
стиску вздовж волокна від коефіцієнта армування  ̂ для однонаправленого композиційного 
матеріалу: Д  -  експериментальні дані [3]; •  -  дані, отримані методом скінченноелементного 
моделювання; лінії -  дані [20].
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Отримані результати свідчать про суттєвий вплив структури армування 
на характеристики розсіяння енергії в композиційному матеріалі, причому 
цей вплив залежить від виду напруженого стану. Для перевірки цих даних 
було проведено порівняння значень модуля пружності Е 1 і декремента коли­
вань d n  при деформації розтягу-стиску вздовж волокна, що отримали за д о ­
помогою запропонованого вище методу скінченноелементного моделювання,
з результатами роботи [20] і експериментальними даними [3] (рис. 9). У  роз­
рахунку приймалися значення модулів пружності і коефіцієнтів розсіяння 
енергії (подвоєного декремента коливань), що наведені у  вказаних роботах. 
Результати порівняння свідчать про працездатність запропонованого методу.

В исновки. За допомогою  енергетичного п ідходу на основі скінченно- 
елементної моделі дослідж ено вплив просторового армування на розсіяння 
енергії у  волокнистих композиційних матеріалах. Встановлено, що макси­
мальні значення декрементів коливань мають м ісце для однонаправленого 
композиційного матеріалу. Отримані результати свідчать про суттєвий вплив 
просторового армування на характеристики розсіяння енергії і іх можна 
використовувати для оптимального проектування конструкцій з просторово- 
армованих композиційних матеріалів.

Р е з ю м е

Предлагается численный метод определения эффективных комплексных м о­
дулей и декрементов колебаний армированных волокнами вязкоупругих ком­
позиционных материалов, который базируется на конечноэлементном м оде­
лировании представительного элемента объема и приравнивании упругой и 
вязкой частей энергии деформации объемов композиционного и квазиодно- 
родного материалов. И сследовано влияние структуры армирования на декре­
мент колебаний вязкоупругих волокнистых композиционных материалов.
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