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Предлагается способ вычисления коэффициентов интенсивности напряжений по моментам 
узловых перемещений поверхностей трещин, определяемых методом конечных элементов 
для тел с трещинами. Используется разложение функции раскрытия поверхностей трещин 
функциями Чебышева, асимптотическое поведение которых у  фронта трещины соответ
ствует положениям линейной механики разрушения. Приводятся результаты вычисления 
коэффициентов интенсивности напряжений для тестовых задач, имеющих аналитическое 
решение. Определение перемещений поверхностей трещин проводилось средствами пакета 
3-D SPACE, реализующего смешанную вариационную схему метода конечных элементов в 
перемещениях и деформациях краевых задач термоупругости.

К л ю ч е в ы е  с л о в а : коэффициент интенсивности напряжений, прямой метод, 
плоские трещины, метод конечных элементов, смешанная схема, напря
женно-деформированное состояние.

Для вычисления коэффициентов интенсивности напряжений K i по ре
зультатам расчета методом конечных элементов (МКЭ) напряженно-дефор
мированного состояния (НДС) тел с трещинами применяются различные 
подходы. При реализации МКЭ используется, в зависимости от конкретных 
особенностей расчетных схем объектов современной техники (неоднород
ность, сложная структура геометрии, смешанные краевые условия и т.п.), 
информация о НДС в виде дискретных полей МКЭ перемещений, дефор
маций и напряжений. Универсальные рекомендации для использования 
этой информации в рамках технологии и операционного наполнения МКЭ 
для вычисления K i  отсутствуют. Так, в экспертном исследовании теоре
тических аспектов определения параметров механики разрушения средст
вами пакета ABAQUS [1] и их реализации для практического применения 
указывается, что такие рекомендации в ближайшее время вряд ли будут 
разработаны. Если же кроме выбора метода вычисления K 1 необходимо 
построить трехмерную геометрическую модель, адекватно отображающую 
стремление к квазирегулярной дискретизации области конечными элемен
тами, трудности вычислительного характера возрастают.

В инженерной практике широко применяются метод /-интеграла и 
метод весовых функций (МВФ). В последнем используется информация о 
поверхностных напряжениях на берегах трещины для получения прибли
женных формул, упрощающих вычисления для различных типов образцов 
при лабораторных исследованиях и определение НДС ответственных конст
руктивных элементов современной техники [2]. Однако при использовании 
метода суперпозиции, когда напряжения необходимо определять по резуль
татам МКЭ, ошибки в вычислении узловых напряжений увеличиваются.
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Альтернативный подход, в котором для вычисления K j используются узло
вые перемещения, в настоящее время приобретает актуальность для различ
ных направлений в механике разрушения как в коммерческих пакетах, так и 
специализированном программном обеспечении МКЭ [3]. Использовать пере
мещения естественно, так как ошибка приближенного решения МКЭ по 
перемещениям минимальна, и реализация вычислений не требует дополни
тельных преобразований (усреднение, аппроксимация производных, выбор 
расстояния от фронта трещины и т.п.).

В данной работе для определения K j по узловым перемещениям МКЭ 
предлагается использовать интегральные характеристики перемещений вдоль 
прямой на поверхности трещины в среде пакета 3-D SPACE [4], который 
реализует смешанную вариационную схему МКЭ в деформациях и пере
мещениях [5], позволяющую повысить точность определения узловых пере
мещений и удовлетворить краевым условиям в напряжениях поточечно. Для 
приводимых здесь тестовых задач узловые перемещения являются резуль
татом решения соответствующих пространственных краевых задач термо
упругости. При этом дискретизация области конечными элементами осу
ществлялась без дополнительных требований к зоне фронта трещины как 
области концентрации напряжений. Проблема построения сгущения сетки 
элементов у фронта трещины и переходных зон не рассматривается и не 
используется.

Схема определения отрезка АВ на поверхности трещины.
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Рассмотрим аппроксимацию раскрытия поверхностей трещины w (х ) 
для трещин нормального отрыва. Асимптотическое поведение х ) вдоль 
линии АВ, нормальной к фронту трещины (А -  точка фронта, где опреде
ляется К В  -  точка пересечения линии А В  с контуром фронта трещины, 
рисунок), представим в виде [6]

» ( х , в  =  л ) = С К 1 4 а  — х /  а , (1)

где К I  -  коэффициент интенсивности напряжений;

С  =  4 , Щ л / ( V ) /Е; а =  | А В  |/2;

Е , V -  модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала упругого тела; 
/  (V) = 1 — V -  при плоской деформации; /  (V) = 1 -  при плоском напряжен
ном состоянии.

Представим х ) разложением по функциям Чебышева на отрезке
(—1,1) [7]:

1  ( х ) ; 
п dx» (х) = 2  Ьпи п (хX и п (х) = V1 — х 2 бп—1(х), б п —1(х) = 

п=1
Тп (х ) = со§( п в ); х = со8( в ); (2)

1
Ьп =  к п /  v(х ) б п—1(х)dx; к 1 =  л ; к 2 , . , п =  V 2,

—1

где Тп (х ), б п (х ) -  многочлены Чебышева первого и второго рода.
*

Запишем раскрытие (2) в ближайшей к фронту трещины точке х :

п=1
х  ) = С К  [л/ал/1 — х  = V1 — х  лА + х  2 (  Ьпи  п (х )). 

Из (3) следует

(3)

л/1 + х
1 / 00

( С 4 а  ) Ь 1 + 2 (Ь4п+1 — Ь4п )
\

(4)

Коэффициенты разложения (2) равны Ьп =  —к п f  » '( г)Тп( г ^ г , так как
—1

на концах сегмента » (±1) = 0. Для задачи Гриффитса х ) является эллип
сом [8] с осями а =  2, Ь =  »(0) = »о , и в  разложении (2) отличаться от нуля 
будет коэффициент Ь1 = » о .
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Для монотонных функций раскрытия трещин с суммируемой производ
ной основной вклад в К 1 вносит первый член разложения (2). Используем 
преобразования [9]:

1 / 2  dT n ( t)
U n ( t) = -  V 1- t 2 П d t ;

d t

, * r  ( ) dT n (t) t  2 1 dw( t) t  (t ) / t  2 1 d w ( t)  n 
b„ =  I w ( t) — -—  d t  = —  I — -—  Tn ( t ) d t  = —  I — -—  cos nddt; 

n J d t  n n  . d t  n n n J , d t  (5)-1 n n  - 1 d t n n  - 1 d t

1 1
J  Tn ( t  )d t  = -  ~
-1

Tn+1(t) Tn-1( t)
n + 1 n - 1

1 1 
J  T1( t )dt = -  T2( t )dt.
-1 4

Вычисление K i  на основе МКЭ по (4) является альтернативным пря
мому способу вычисления K i. При этом основное слагаемое определяется 
по МКЭ вдали от фронта трещины, что позволяет надеяться на меньшую 
погрешность, так как в зонах концентрации напряжений погрешность опре
деления перемещений выше.

Вычисление коэффициентов b n проводилось численно. Интегралы за
менялись конечными суммами при разбиении интервала интегрирования Д 
на М  + 1 отрезков:

Д = { - 1  t M , t M -1 ,..., 12 , t1,1}5 (6) 

где узлы t t определялись по формуле

n
t f  =  cos-------- j , j  =  1 ,2 ,..., M . (7)
J m  + 1  J w

Производные w ( t ) в пределах отрезков разбиения определялись централь
ными разностями.

В таблице приведены результаты определения K i для тестовых задач в 
неограниченной упругой среде: для дискообразной круговой трещины (зада
чи № 2 и 3) и эллиптической (задача № 4) при равномерном растяжении на 
бесконечности (задачи № 1 и 2) и неравномерном нагреве от стационарного 
температурного поля (задачи № 3 и 4) для известных решений [6]. В случаях 
неравномерного нагрева температура на поверхности трещины Т 0 = -2 0 ° С, 
на бесконечности Т х  =  100° С для круговой трещины и Т 0 = 300° С, Т х  =  0 -  
для эллиптической. Интенсивность внешней равномерной нагрузки p  = 1 МПа. 
Дискретизация областей осуществлялась восемью узловыми призматичес
кими элементами при числе отрезков по длине трещины М  + 1 = 4 для задач 
№ 1-3. Для задачи № 4 с целью сравнения K СХ со значением, вычислен
ным по методике эквивалентного объемного интегрирования [10], дискрети
зация зоны трещины осуществлялась специальной областью с равномерным 
разбиением линии фронта трещины на 102 отрезка. Результаты вычисления 
K  mX по обеим методикам практически совпадают.
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Значения К1 для тестовых задач по раскрытию в ближайшем к фронту трещины узлу

№
задачи

Наименование задачи K  ja , 
МПал/м

K ICH , 
МПал/м

K  J0, 
МПал/м

е,
%

1 Задача Гриффитса, Е = 1 МПа, 
V = 0,25

1,75 1,75 1,75 -1,1

2 Дискообразная круговая трещина, 
Е = 1 МПа, V = 0,25

1,13 1,15 1,17 1,8

3 Дискообразная круговая трещина, 
Е = 1 МПа, V = 0,25, а = 10“4 (0 С}“ 1

0,9 • 10-2 0,89 •Ю-2 0,9 -10-2 -1,1

4 Дискообразная эллиптическая трещина, 
Е = 1,88 •Ю5 МПа, V = 0,3, 

а  = 0,135 • 10“4 (0С}“ 1

864 863 747 -0,1

Примечание. K ы -  определено аналитически, K 1СН -  по (5), K 10 -  по формуле е = 
= 100(KjcH -  K u  )/K ja .

Предложенный способ использовался для сравнительного анализа ре
зультатов вычисления K  j по методу эквивалентного объемного интегриро
вания и инженерными формулами при определении НДС ответственных 
элементов атомных энергетических установок в корпусах реакторов типа 
ВВЭР-1000 [11, 12].

Заключение. Приведенные сравнительные данные K j для тестовых
примеров позволяют надеяться на применение предложенного метода при 
оценке конструкционной прочности реальных объектов современной техни
ки. Так, на основе определения НДС ответственных элементов атомных энер
гетических установок эффективность предложенного метода подтверждает
ся сравнительным анализом результатов вычисления K j для полуэллиптичес- 
ких трещин в корпусах реакторов типа ВВЭР-1000 по методу эквивалентного 
обьемного интегрирования и инженерными формулами.

Р е з ю м е

Пропонується спосіб обчислення коефіцієнтів інтенсивності напружень за 
моментами вузлових переміщень поверхонь тріщин, отриманих методом 
скінченних елементів для тіл із тріщинами. Використовується розклад функ
ції розкриття поверхонь тріщин функціями Чебишева, асимптотична пове
дінка яких біля фронту тріщини відповідає положенням лінійної механіки 
руйнування. Наводяться результати обчислення коефіцієнтів інтенсивності 
напружень для тестових задач, що мають аналітичний розв’язок. Визна
чення переміщень поверхонь тріщин проводилося засобами пакету 3-D 
SPACE, реалізуючого змішану варіаційну схему методу скінченних елементів 
у переміщеннях і деформаціях щодо крайових задач термопружності.
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