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Предложена математическая теория строгого построения и специализации определяющих 
соотношений простых по Ноллу упрочняющихся упругопластических материалов с начальной 
поверхностью нагружения и затухающей памятью формы траектории на активном участ
ке деформирования. Деформации и тип симметрии материала -  произвольные. Построены 
физические уравнения материалов, не обладающих памятью формы траектории, со слабой 
затухающей памятью, с затухающей памятью п-го порядка. На основе разработанных 
определяющих соотношений получены физические уравнения для изотропных материалов. С 
позиций затухающей памяти формы траектории дано определение упруго-идеально-пласти
ческого материала. Посредством принятия условия малости мер деформации в течение 
всего "прошлого”разработана теория строгого построения и специализации определяющих 
соотношений материалов с затухающей памятью формы траектории первого порядка для 
бесконечно малых деформаций. Особое внимание уделено изотропным материалам.
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Ранее [1 -4 ] с использованием  подходов раци ональной  м еханики конти
нуум а разработана м атем атическая теория строгого п остроения и специ али
заци и  определяю щ и х соотн ош ен и й  п росты х  по Н оллу  упрочняю щ ихся 
упругопластических м атериалов (тел) с затухаю щ ей пам ятью  (забы ванием) 
форм ы  траектории, в которы х пластические деф орм ации возникаю т после 
прилож ения нагрузки и  увеличиваю тся в процессе деф орм ирования. Д еф ор
м ации и тип  сим м етрии м атериала -  произвольны е. Д ля процессов деф орм и
рования, близких к  проп орцион альн ы м  и м ало отличаю щ ихся от нен ап ря
ж енной и недеф орм ируем ой конфигурации, построены  ф изические уравн е
ния тел, которы е не обладаю т пам ятью  ф орм ы  траектории, со слабой зату
хаю щ ей пам ятью  и с затухаю щ ей пам ятью  п-го порядка. Н а основе п о стр о 
енны х определяю щ их соотнош ений получены  зависи м ости  для изотропны х 
материалов.

В работах  [2, 4] на основе ф изических уравнени й  линей ной  теории 
упругопластичности  при конечных деф орм ациях [1] посредством  принятия 
условия м алости  мер деф орм ации в течение всего “прош лого” для двух
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вы ш еуказанны х классов процессов деф орм ирования разработана математи
ческая теория строгого построения и  специализации определяю щ их соотно
ш ений упрочняю щ ихся упругопластических тел  с затухаю щ ей пам ятью  
форм ы  траектории первого порядка для бесконечно м алы х деф орм аций. Тип 
сим м етрии м атериала -  произвольны й. О собое вним ание уделено изотроп
ны м  материалам . О пределены  условия приведения построенны х соотно
ш ений к эндохронной теории пластичности .

К ак известно [5, 6], целы й ряд  ш ироко при м ен яем ы х в технике конст
рукц ионн ы х упрочняю щ ихся упругопластических м атериалов с затухаю щ ей 
пам ятью  ф орм ы  траектории обладает начальной поверхностью  нагруж ения. 
В м есте с тем  м атем атическая теория построения ф изических уравнений 
таких  тел, в первую  очередь для произвольны х деф орм аций и  типов сим 
м етрии свойств м атериалов, м ало разработана. В этой  связи представляется 
целесообразны м  с научной и прикладной точки зрения разработать м ето
дику построения и  специализации определяю щ их соотнош ений, м оделиру
ю щ их поведение отм еченны х тел.

Н астоящ ая работа  посвящ ена разработке м атем атической теории стро
гого построения и специализации определяю щ их соотнош ений п росты х по 
Н оллу упрочняю щ ихся упругопластических м атериалов с начальной поверх
ностью  нагруж ения и затухаю щ ей пам ятью  ф орм ы  траектории на активном 
участке деф орм ирования. Д еф орм аци и и ти п  сим м етрии м атериала -  п ро
извольны е. П остроен ы  ф изические уравнени я тел, не обладаю щ их пам ятью  
ф орм ы  траектории, со слабой затухаю щ ей пам ятью  и с затухаю щ ей пам ятью  
п-го порядка. Н а основе разработанны х определяю щ их соотнош ений полу
чены  ф изические уравнени я для изотропны х м атериалов. С позиций затуха
ю щ ей пам яти  ф орм ы  траектории дано определение упруго-идеально-пласти
ческого тела. П осредством  принятия условия м алости  мер деф орм ации в 
течение всего “прош лого” разработана теория строгого п остроения и  специ
ализации определяю щ их соотнош ений м атериалов с затухаю щ ей пам ятью  
ф орм ы  траектории первого порядка для бесконечно м алы х деф ормаций. 
О собое вним ание уделено изотропны м  телам.

П олагаем , что все п роц ессы  деф орм ирования начинаю тся в некоторы й 
м ом ент врем ени г о из ненапряж енного и недеф орм ированного начального 
состояния к  о и  что при г < г о м атериал находился в таком  же начальном  
состоянии. Такое предполож ение позволяет исклю чить в рассм атриваем ы х 
телах, которые проявляю т не зависящ ую  от врем ени пам ять о “прош лом ”, 
влияние предш ествую щ его начальном у состоянию  деф орм ирования (в боль
ш инстве случаев неизвестного) на напряж ения в м атериале в конце процесса 
деф орм ирования.

Следуя [1], приведенное (не зависящ ее от систем ы  отсчета) определя
ю щ ее соотнош ение, м оделирую щ ее реакц ию  произвольного простого тела с 
не зависящ им  от врем енной истории поведением , м ож но записать так:

т (* )  =  Я (* )С (С  * )Я  т (* ) , (1)

где Т (* ) -  тензор нап ряж ений К ош и в конце процесса деф орм ирования; 
С  * =  С  * ( ^ )  =  С ( * — ^ )  (* ф иксировано, ^  =  * — * '>  0) -  история правого
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тензора К о ш и -Г р и н а  вплоть до £; С (£ ) =  и ( £ ) 2 ; Я ( £ ) -  ортогональны й 

тензор  поворота  в п олярн ом  разлож ен и и  гради ен та д еф орм ац и и  Р ( £ ) = 
=  Я ( £ ) и ( £ ); и ( £ ) -  правы й тензор растяж ения; О  -  отображ ение истории 
С £ на сим м етричны е тензоры ; £ и  £ ' -  длины  дуг траектории тензора 

деф орм аци й Грина второго типа Е  =  0 ,5 (С  -  1) в конце процесса деф ор
м ирования и в “прош лом ” соответственно. Здесь и  далее верхний индекс “т ” 
обозначает транспони рованны й тензор.

В соответствии с [1] рассм отрим  п роц ессы  чистого растяж ения без 
вращ ения (Я  £ =  1) с учетом  особен ностей  м еханической  реакц ии  простого 
м атериала с не зависящ им  от врем енной истории поведением . Здесь Я £ -

история изм енения тензора Я  вплоть до £. Д ля таких процессов из (1) 
получим

Т ( £ ) =  О (С  £ ). (2)

В силу (1) Т (£ ) известно для лю бы х историй деф орм аций. Это свой
ство м атериала будем использовать в дальнейш ем  при  п остроении  теории 
упругопластических тел  с затухаю щ ей пам ятью  ф орм ы  траектории и началь
ной  п оверхн остью  нагруж ения, что позволит в принципе уп ростить исп ы та
ния и ум еньш ить их число для эксперим ентального определения реакц ии  О
[1, 7].

В рам ках подчиняю щ ихся приведенны м  вы ш е уравнени ям  м атериалов с 
не зависящ им  от врем ени поведением  вы делим  класс упругопластических 
тел, которые кром е не зависящ его от врем ени поведения обладаю т другим и 
дополнительны м и (определяю щ им и) свойствам и [1, 8]: деф орм ацию  тем  
или ины м  способом  м ож но разделить на упругую  и пластическую  состав
ляю щ ие, справедлив некоторы й критерий текучести , вы полняется какой- 
либо закон течения.

П ервое дополнительное определяю щ ее свойство позволяет вы делить 
как активны е (изм еняю тся упругие и пластические деф орм ации), так  и 
пассивны е (изм еняю тся только упругие деф орм ации) п роц ессы  деф орм иро
вания.

В соответствии  с [1 -4 ] предполож им , что в классе упругопластических 
м атериалов мож но вы делить такие, которы е в произвольны х процессах 
активного деф орм ирования проявляю т затухаю щ ую  пам ять ф орм ы  тр аек 
тории. П ри этом  отм еченная затухаю щ ая пам ять представляет собой  свой
ство, которое м ож но вы разить м атем атически с пом ощ ью  ф ункции реакции 
простого м атериала с упругопластическим  поведением . Д ля определения 
такой затухаю щ ей пам яти  ограничим ся активны м и п роц ессам и  чистого р ас 
тяж ения без вращ ения и, следуя [7], введем  понятие постоянной истории. 
П одобно том у как / £ обозначает историю  вплоть до “м ом ента” £ прои з

вольной ф ункции / ,  определенной на ( - » ,  + м ) ,  историю  постоянной 
ф ункции / ,  значение которой всегда равно а, обозначим  через а с : а с( ^ )  = 

=  а, 0 <  ^ < ^ .

Таким образом, ( С £ (^))с =  С (£)с представляет собой постоянную  исто

рию  (или историю -константу), соответствую щ ую  значению  С (£ ) в месте,

ISSN 0556-171Х. Проблемыг прочности, 2007, №  4 7



П. П. Лепихин

заним аем ом  телом -точкой X  в отсчетной конф игурации к  0 . Д ля рассм от
рения такого случая предполож им , что если  С  £ -  история, принадлеж ащ ая 

области определения В  реакц и и  О, то для каж дого ц из [0, °°) постоянная 
история (С £ (ц ))с такж е при надлеж ит В . Значение О (С (£ ) с ) реакц ии  О  -  

это напряж ение, которое соответствует пребы ванию  в состоянии покоя в 
конфигурации, полученной из к  0 при  деф орм аци и С (£ ). Тогда С (£ т)с -  

постоянная история, соответствую щ ая деф орм ации, при которой в истории 
С £ достигается  предел текучести  м атериала О (С (£ т ) с ). П оскольку для всех

С £ из В  вплоть до С (£ т ) упругопластический  м атериал при  деф орм иро

вани и  п роявляет  уп руги е  свойства, то в лю бой  п о стоян н ой  и стории  С (£ т ) с 

им еем

О (С ( £ ) с ) =  g (С ( £ )), (3)

где g (С (£ )) -  произвольная, в общ ем  случае анизотропная, тензорная ф унк
ция.

О сновную  идею  затухаю щ ей пам яти  ф орм ы  траектории прим ем  в сле
дую щ ем  виде: когда история С £ близка к постоянной истории С (£ т ) с, то 

напряж ения О (С £ ) близки к напряж ениям  О (С (£ т ) с ). Д ругим и словами, 

м алое отклонение от постоянной истории С (£ т ) с вы зы вает напряж ения, 

л и т ь незначительно отличаю щ иеся от предела текучести , которы й соответ
ствует С (£ т ) с. П онятия “м алости ” и “близости” уточняю тся с помощ ью

топологий. Е сли введены  топологии, м ож но в точном  см ы сле говорить о 
непреры вности , и  в качестве необходимого условия для затухаю щ ей пам яти 
получить точную  и общ ую  аксиому непреры вности : реакц ия О  непреры вна 
в каж дой постоянной истории С (£ т)с из В . К ак необходимо ин терп ретиро

вать “н еп реры вн ость” ф изически, зависит от топологий , исходя из которых 
она определена.

С ледуя [1, 7], введем  забы ваю щ ую  меру, запом инание истории и  сле
дую щ ее определение. У пругопластический м атериал при  активном  деф ор
м ировании и м еет слабо затухаю щ ую  пам ять, если  он удовлетворяет аксиоме 
неп реры вн ости  с непреры вностью , определенной с пом ощ ью  забы ваю щ ей 
меры:

Т (£ ) =  О (С £ ) =  g (C (£  т ) )  +  о(1) при || С  £ (ц ) -  С ( £ т ) с | | - 0, (4)

где g (С (£ т ) )  =  О (С (£ т ) с ).

Т аким  образом, при условии, что запом инание разности  историй С £ и 

С (£ т ) с достаточно м ало, напряж ения представляю т собой приблизительно 

напряж ения, соответствую щ ие С (£ т ).
В частности , в упруго-идеально-пластическом  м атериале остаточны й 

член в (4) тож дественно равен  нулю . П ри этом забы ваю щ ая м ера долж на 
бы ть такой, что | |С £ (ц ) — С (£ т ) с 11 =  0. О братно, если  при  таком  определении
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з а п о м и н а н и я  в ы р а ж е н и е  ( 4 )  с п р а в е д л и в о  с  о с т а т о ч н ы м  ч л е н о м ,  р а в н ы м  

н у л ю ,  т о  м а т е р и а л  я в л я е т с я  у п р у г о - и д е а л ь н о - п л а с т и ч е с к и м .

Д л я  о п и с а н и я  б о л е е  в ы с о к и х ,  ч е м  ( 4 ) ,  п р и б л и ж е н и й  з а т у х а ю щ е й  п а м я т и  

ф о р м ы  т р а е к т о р и и  п р и м е м  з а п о м и н а н и е  в  в и д е  [7 ]

| | С £ || 2 =  А | С ( £ ) |  2 + / к ( ц ) | С £ ( ц ) |  2 й ц ,  ( 5)

о

г д е  А  -  п о л о ж и т е л ь н а я  п о с т о я н н а я ;  ф у н к ц и я  к ( ц )  н а з ы в а е т с я  з а б ы в а т е л е м ,  

и л и  ф у н к ц и е й  в л и я н и я .

З а п о м и н а н и е  в  ф о р м е  ( 5 )  в в е д е н о  в  к а ч е с т в е  п о с т у л а т а  в  р а б о т е  [ 9 ] ,  г д е  

д а н а  п е р в а я  м а т е м а т и ч е с к а я  т р а к т о в к а  о б щ е г о  п о н я т и я  з а т у х а ю щ е й  п а м я т и ,  

н а  к о т о р о й  б а з и р о в а л и с ь  м н о г и е  б о л е е  п о з д н и е  р а б о т ы .

Д а л е е  п о л а г а е м  с п р а в е д л и в ы м  п р и н ц и п  з а т у х а ю щ е й  п а м я т и  ф о р м ы  

т р а е к т о р и и  п - г о  п о р я д к а ,  з а к л ю ч а ю щ и й с я  в  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  п р и  п о с т о 

я н н о й  и с т о р и и  С ( £  т ) с р е а к ц и я  в  д и ф ф е р е н ц и р у е м а  п  р а з  п о  Ф р е ш е .  

Т о г д а

Т (  £ )  =  С ( С  £ )  =  g  ( С (  £  т ) )  +

п

.• ( С £ ( ц ) -  С ( £ т ) с )  +  о ( | | С £ ( ц ) -  С ( £ т ) с | | п ) ,  ( 6)
/=1

г д е  в  г -  о г р а н и ч е н н ы е  о д н о р о д н ы е  п о л и н о м и а л ь н ы е  о т о б р а ж е н и я  с т е п е н и  

г, з а в и с я щ и е  о т  С ( £ т )  [ 7 ] .

К а к  с л е д у е т  и з  д а н н ы х  [ 7 ] ,  р а з л о ж е н и е  ( 6)  з а м е н я е т  д а н н о е  о т о б р а 

ж е н и е  в  с у м м о й  б о л е е  п р о с т ы х  о т о б р а ж е н и й  с  о ш и б к о й ,  к о т о р а я  с т р е м и т с я  

к  н у л ю  б ы с т р е е ,  ч е м  п - я  с т е п е н ь  з а п о м и н а н и я  | | С £ ( ц ) -  С ( £ т ) с || р а з н о с т и

м е ж д у  и с т и н н о й  и с т о р и е й  С £ и  и с т о р и е й  С ( £  т ) с . И з  р а з л о ж е н и я  Ф р е ш е  ( 6) 

н е л ь з я  п о л у ч и т ь  к а к и е - л и б о  с в е д е н и я  о  з н а ч е н и и  в ( С £ )  д л я  к о н к р е т н ы х  

и с т о р и й  С £ . О н о  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  е с л и  с т р о и т ь  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  и л и  

с е м е й с т в о  и с т о р и й  С £ , з а п о м и н а н и е  р а з н о с т е й  м е ж д у  к о т о р ы м и  и  и с т о р и е й  

С ( £  т ) с с т р е м и т с я  к  н у л ю ,  т о  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  н е к о т о р у ю  с у м м у  о д н о р о д 

н ы х  п о л и н о м и а л ь н ы х  о т о б р а ж е н и й  с т е п е н и  п , к о т о р а я  о т л и ч а е т с я  о т  в ( С £ )

н а  в е л и ч и н у ,  с т р е м я щ у ю с я  к  н у л ю  б ы с т р е е ,  ч е м  п - я  с т е п е н ь  э т о г о  з а п о м и 

н а н и я .

С в о й с т в о  з а т у х а ю щ е й  п а м я т и  б о л е е  в ы с о к о г о  п о р я д к а  н и ч е г о  н е  г о в о 

р и т  о  в л и я н и и  н а  н а п р я ж е н и я  т о л ь к о  д е ф о р м и р о в а н и я  и л и  т о л ь к о  м а т е р и а л а .  

О н о  п о к а з ы в а е т ,  к а к  п о с т р о и т ь  б о л е е  п р о с т ы е  о п р е д е л я ю щ и е  у р а в н е н и я ,  

к о т о р ы е  б у д у т  п р и г о д н ы  а с и м п т о т и ч е с к и  д л я  о п р е д е л е н н ы х  к л а с с о в  м а т е 

р и а л о в  п р и  о п р е д е л е н н ы х  с е м е й с т в а х  и с т о р и й  д е ф о р м а ц и й .

Е с л и  п р и н я т ь ,  ч т о  м а т е р и а л  и м е е т  з а т у х а ю щ у ю  п а м я т ь  п е р в о г о  п о р я д 

к а ,  т о  ( 6)  а п п р о к с и м и р у е т  о т к л о н е н и е  о т  н а п р я ж е н и й  g ( C ( £  т ) )  с  п о м о щ ь ю
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о г р а н и ч е н н о г о  л и н е й н о г о  ф у н к ц и о н а л а .  С о в о к у п н о с т ь  в с е х  и с т о р и й  д е ф о р 

м а ц и й  с  к о н е ч н ы м  з а п о м и н а н и е м  о б р а з у е т  г и л ь б е р т о в о  п р о с т р а н с т в о  и ,  

с о г л а с н о  т е о р е м е  Ф р е ш е - Р и с с а  [ 7 ] ,  к а ж д ы й  о г р а н и ч е н н ы й  л и н е й н ы й  ф у н к 

ц и о н а л  в  н е м  д о п у с к а е т  п р е д с т а в л е н и е  в  в и д е  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я .  

Ч т о б ы  п р и м е н и т ь  э т у  т е о р е м у  в  н а ш е м  с л у ч а е ,  п р е д п о л о ж и м ,  ч т о  р а с с м а т 

р и в а е т с я  з а т у х а ю щ а я  п а м я т ь  т и п а  К о л е м а н а - Н о л л а  ( 5 ) .  Т о г д а  п о л у ч и м

т

Т ( I )  =  g ( С ( I т ) )  +  /  К(п)К ( С ( I т ) ,  п ) [ С ? ( п )  -  С ( I т ) с ] ^  +
- 0

+  0(11 С  ? ( п )  -  С ( ?  т )  с | | ) ,  ( 7 )

г д е  я д р о  К  -  т е н з о р  ч е т в е р т о г о  р а н г а  т а к о й ,  ч т о

/ 1 К ( С ( £ т ) ,  п )| 2 Лп< ™. ( 8)
- о

Е с л и  п р е н е б р е ч ь  п о п р а в о ч н ы м  ч л е н о м  в  ( 7 ) ,  т о  п о л у ч и м  с о о т н о ш е н и е ,  

н е  з а в и с я щ е е  о т  с и с т е м ы  о т с ч е т а ,  к о т о р о е  м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  д л я  з а д а н и я  

с п е ц и а л ь н о г о  в о о б р а ж а е м о г о  м а т е р и а л а .  Т а к о е  о п р е д е л я ю щ е е  с о о т н о ш е н и е  

н а з о в е м  п о д о б н о  т о м у ,  к а к  э т о  с д е л а л и  К о л е м а н  и  Н о л л  в  т е о р и и  в я з к о у п р у 

г о с т и  [ 7 ] ,  л и н е й н о й  т е о р и е й  у п р у г о п л а с т и ч н о с т и  п р и  к о н е ч н ы х  д е ф о р м а ц и 

я х .  П о с л е д н я я  о т  с о о т в е т с т в у ю щ е й  т е о р и и  в я з к о у п р у г о с т и  о т л и ч а е т с я  т е м ,  

ч т о  о н а  с п р а в е д л и в а  т о л ь к о  д л я  а к т и в н ы х  п р о ц е с с о в  ч и с т о г о  р а с т я ж е н и я  б е з  

в р а щ е н и я  у п р у г о п л а с т и ч е с к и х  м а т е р и а л о в ,  п о в е д е н и е  к о т о р ы х  н е  з а в и с и т  о т  

в р е м е н и  и  в  к о т о р ы х  п о с л е  д о с т и ж е н и я  н а ч а л ь н о й  п о в е р х н о с т и  н а г р у ж е н и я  

и м е ю т  м е с т о  п л а с т и ч е с к и е  д е ф о р м а ц и и  и  з а т у х а ю щ а я  п а м я т ь  ф о р м ы  т р а е к 

т о р и и .

В  о т л и ч и е  о т  з а т у х а ю щ е й  п о  в р е м е н и  п а м я т и  в  в я з к о у п р у г о с т и ,  к о г д а  

з а б ы в а н и е  н а б л ю д а е т с я  и  п о с л е  п р е к р а щ е н и я  п р о ц е с с а  д е ф о р м и р о в а н и я ,  в  

м о д е л и р у е м ы х  з д е с ь  у п р у г о п л а с т и ч е с к и х  м а т е р и а л а х  з а т у х а ю щ а я  п а м я т ь  

п р о я в л я е т с я  т о л ь к о  п р и  а к т и в н о м  д е ф о р м и р о в а н и и ,  п о с л е  е г о  п р е к р а щ е н и я  

н е т  и  з а б ы в а н и я  ф о р м ы  т р а е к т о р и и .

П о с т р о е н н ы е  о п р е д е л я ю щ и е  с о о т н о ш е н и я  с п р а в е д л и в ы  д л я  п р о и з в о л ь 

н ы х  а к т и в н ы х  п р о ц е с с о в  ч и с т о г о  р а с т я ж е н и я  б е з  в р а щ е н и я  м а т е р и а л о в  с  

л ю б ы м  т и п о м  с и м м е т р и и  с в о й с т в  п р и  б о л ь ш и х  д е ф о р м а ц и я х .

С  и с п о л ь з о в а н и е м  ( 1 ) ,  з н а я  д л я  к о н к р е т н о г о  п р о ц е с с а  и с т о р и ю  и з м е 

н е н и я  т е н з о р а  Я ,  д л я  п р о и з в о л ь н ы х  а к т и в н ы х  п р о ц е с с о в  д е ф о р м и р о в а н и я  

п р о с т ы х  у п р у г о п л а с т и ч е с к и х  м а т е р и а л о в  с  з а т у х а ю щ е й  п а м я т ь ю  ф о р м ы  

т р а е к т о р и и ,  н а ч а л ь н о й  п о в е р х н о с т ь ю  н а г р у ж е н и я  и  л ю б ы м  т и п о м  с и м м е т 

р и и  с в о й с т в ,  к а к  с л е д у е т  и з  в ы ш е и з л о ж е н н о г о  и  д а н н ы х  [ 1 ,  7 ] ,  т е н з о р  

н а п р я ж е н и й  К о ш и  н а  о с н о в е  ( 7 )  м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

Г т

Т ( ? )  =  я ( ? ^ ( С ( ?  т ) )  +  /  К п) К ( С ( ?  т ) ,  п ) [ С ? ( п )  -  С ( ?  т ) с ] ^  +
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+ 0(11 С ^ ( п ) -  С ( £ т ) с | | ) | Я т ( £ ) .  ( 9 )

Д л я  и з о т р о п н о г о  м а т е р и а л а ,  с л е д у я  д а н н ы м  [ 1 0 ] ,  с о о т н о ш е н и е  ( 7 )  м о ж е т  

б ы т ь  п р и в е д е н о  к  т а к о м у  в ы р а ж е н и ю :

£ - £  т

Т ( £ )  =  Г ( В ( £ т ) )  +  /  Н(п ) К ( Б ( £ т ) ,  п ) [ С £ ( п )  -  С ( £ т ) с ] ( 1 0 )
- о

О т м е т и м ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 1 0 )  п о л у ч е н о  д л я  а к т и в н ы х  п р о ц е с с о в  ч и с т о г о  

р а с т я ж е н и я  б е з  в р а щ е н и я ,  в  к о т о р ы х  Я  £ =  1 и  В  =  С .

П р и  з а п и с и  ( 1 0 )  о п у щ е н  п о п р а в о ч н ы й  ч л е н .

Т е н з о р н а я  ф у н к ц и я  Г ( )  и  л и н е й н ы й  ф у н к ц и о н а л ,  з а д а н н ы й  и н т е г р а л о м  

в  у р а в н е н и и  ( 10) ,  и з о т р о п н ы е  в  т о м  с м ы с л е ,  ч т о  п о д ч и н я ю т с я  т о ж д е с т в а м

[ 10]:

£  т ) ) 0 т  =  ^ Б ( £  т ) 0 т ) ;  ( 11)

£

о /  Н(п)к ( Б ( £ т ) ,  П ) [ С £ ( п) -  С ( £ т ) с О  О т  =
- 0

£

=  / К п )К ( О Б ( £ т ) О т , П ) О [ С £ ( П ) -  С ( £ т ) с ] О т О  ( 12)
- 0

д л я  в с е х  о р т о г о н а л ь н ы х  т е н з о р о в  О .

С о г л а с н о  ф у н д а м е н т а л ь н о й  т е о р е м е  т е о р и и  и з о т р о п н ы х  т е н з о р н ы х  

ф у н к ц и й  [ 7 ]  Г ( Б ( £  т ) )  п р е д с т а в л я е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

Г ( Б (  £  т ) )  =  к  1 +  М (  £  т )  +  Н 2Б (  £  т  ) 2 , ( 1 3 )

г д е  Н0, Н1, Н2 -  ф у н к ц и и  т а к и х  с к а л я р н ы х  и н в а р и а н т о в :

гтБ ( £ т ) ,  гтБ ( £ т ) 2 , гтБ ( £ т ) 3 . ( 1 4 )

К а к  с л е д у е т  и з  д а н н ы х  [ 1 0 ] ,  Н(п ) К  в  с о о т н о ш е н и и  ( 1 2 )  м о ж е т  б ы т ь  

з а п и с а н о  т а к :

Н(п ) К ( Б ( £ т ) ,  п ) [ С £ ( п ) -  С ( £ т ) с ] =  Г1( Б ( £ т ) ,  п ) [ С £ ( п ) -  С ( £ т ) с ] +

+  [ С  £ ( п )  -  С (  £  т ) с ] ^ 1( Б (  £  т ) ,  п )  +  гт { [ С  £ ( п )  -  С (  £  т ) с ] Г2( Б ( £  т ) ,  п ) } 1  +

+  гт  { [ С £ ( п )  -  С ( £ т ) с ] Гз ( Б ( £ т ) ,  п ) } Б ( £ )  +
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+  *  { [ С  £ ( п )  -  С ( £  т ) с ] Г 4 ( В (  £  т ) ,  п  ) } В  2 (  £ ) ,  ( 1 5 )

г д е  д л я  к а ж д о г о  п  т е н з о р н ы е  ф у н к ц и и  f i ( В ( £  т ) ,  п )  и з о т р о п н ы  в  с м ы с л е  

у р а в н е н и я  ( 1 1 )  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  и м е ю т  п р е д с т а в л е н и е  в  ф о р м е  ( 1 3 ) .  С п е ц и 

а л ь н ы й  с л у ч а й  К  =  0  в  у р а в н е н и и  ( 1 0 )  с о о т в е т с т в у е т  т е о р и и  у п р у г о - и д е 

а л ь н о - п л а с т и ч е с к о г о  и з о т р о п н о г о  м а т е р и а л а  п р и  к о н е ч н ы х  д е ф о р м а ц и я х .

П р и  р а з р а б о т к е  т е о р и и  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  д е ф о р м а ц и й  у п р у г о п л а с т и 

ч е с к и х  м а т е р и а л о в  с  з а т у х а ю щ е й  п а м я т ь ю  ф о р м ы  т р а е к т о р и и  п е р в о г о  п о 

р я д к а  и  н а ч а л ь н о й  п о в е р х н о с т ь ю  н а г р у ж е н и я  н а  о с н о в е  у р а в н е н и я  ( 7 ) ,  

п о д о б н о  т о м у ,  к а к  э т о  с д е л а н о  в  [ 7 ]  д л я  в я з к о у п р у г и х  м а т е р и а л о в ,  б у д е м  

с т р о и т ь  с е м е й с т в а  с м е щ е н и й ,  к о т о р ы е  с о о т в е т с т в у ю т  м а л ы м  м е р а м  д е ф о р 

м а ц и и  в  т е ч е н и е  в с е г о  “ п р о ш л о г о ” , п о л а г а я

Н  =  Д и  =  Г  -  1 ,  Е  =  2 ( Н  +  Н т ) ,  Я  =  ^ ( Н  -  Н т ) ,  ( 1 6 )

г д е  и  -  в е к т о р  п е р е м е щ е н и я ;  Е  и  Я  -  т е н з о р ы  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  д е ф о р 

м а ц и и  и  п о в о р о т а .

Ч е р е з  £  о б о з н а ч и м  н а и м е н ь ш у ю  в е р х н ю ю  г р а н ь  н о р м  г р а д и е н т а  с м е 

щ е н и я  Н ,  с о о т в е т с т в у ю щ и х  в с е м  д е ф о р м а ц и я м ,  к о т о р ы м  п о д в е р г а л с я  м а т е 

р и а л :

£  =  э и р | Н £ ( п ) | ,  П - 0- ( 1 7 )

Р а с с м о т р и м  с е м е й с т в а  и с т о р и й  г р а д и е н т а  т а к и е ,  ч т о  £ ^  0.

С  и с п о л ь з о в а н и е м  д а н н ы х  [ 7 ]  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о

С £ ( п ) -  С ( £ т ) с =  2 [ Е ( £  -  п ) -  Е с ( £ -  п ) ] +  0( £ 2 )  =  0( £ ) ;  ( 1 8 )  

Я (  £ )  =  1 +  Я (  £ )  +  0 (  £  2 )  =  1 +  0 (  £ ) .  ( 1 9 )

Т о г д а ,  п о д с т а в и в  ( 1 8 )  в  ( 7 ) ,  п о л у ч и м

£ - £  т

Т ( £ )  =  g ( С ( £ т ) )  +  2 / Н ( п ) К ( С ( £ т ) ,  п ) [ Е ( £ - п ) - Е с ( £ - п ) ] ^ п  +  о ( £ ) .  ( 20) 
-0

В  с л у ч а е  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  д е ф о р м а ц и й  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  з а м е н а  

С ( £ т )  н а  1 в  К ( С ( £  т ) ,  п )  п р и в о д и т  к  о ш и б к е  п о р я д к а  о ( £ )  [ 1 1 ] .  С  у ч е т о м  

э т о г о ,  а  т а к ж е  с в я з и  п р а в о г о  т е н з о р а  К о ш и - Г р и н а  с  т е н з о р о м  б е с к о н е ч н о  

м а л о й  д е ф о р м а ц и и  в  в и д е

С (  £ )  =  1 +  2 Е (  £ )  +  0 (  £  2 )  =  1 +  0 (  £ )  ( 2 1 )

с о о т н о ш е н и е  ( 20)  м о ж н о  п р е о б р а з о в а т ь  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :
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£ - £  т

Т (£) =  g (Е (£ т ) )  +  2 /  Ы] ) К ( 1 , ] ) [ Е ( £ - ] )  -  Е с ( £ - ] ) ] —]  +  о (£). (22) 
- о

А налогично [7] для бесконечно м алы х деф орм аций прим еним  ли н еари 
зацию  первого слагаемого g (С (£ т )), описы ваю щ его упругую  деф орм ацию , 
и  обозначим  ф ункцию  забы вания М ( ] )  через [1]:

00 —
М ( ] )  =  - 2/  Н(2) К ( 1 , 2 — , М (] )  =  —  М (] )  =  2Н(] ) К ( 1, ] ) ,  (23) 

]  /

где М ( ] )  -  ф ункция забы вания.
С учетом  разры вности  тензорной  ф ункции М (£) при £ =  0 и  данны х 

[12] м ож но записать

—М (] )  =  М ( ] ) —]  +  М ( ] ) д ( ]  -  0)—] ,  (24)

где д ( ]  -  0) -  ^-ф ункция Дирака.
Тогда с учетом  (24) и  возм ож ности  линеари зации  ф ункции g (С (£ т )) 

соотнош ение (22) прим ет вид

£ - £  т

Т ( £ )  =  Ь  [Е( £ т ) ] +  /  — М ( ] ) [Е (  £ - ] )  -  Е  с ( £ - ] ) ]  +  о( £). (25) 
-0

П ринимая во внимание данны е [12] и  используя интегрирование д-функ- 
ции Д ирака, входящ ей в диф ф еренц иал  ф ункции забы вания —М ( ] ) ,  можно, 
пренебрегая поправочны м  членом, переписать (25) в виде

£ - £  т

Т (£ ) =  ( Ь - М ( £ -  £ т ) ) [Е (£ т )]  +  М (0 )[Е (£ )]+  /  — М ( п ) [ Е ( £ - ] ) ] .  (26)
0

И ны е способы  перехода от (25) к  (26) отм ечены  в [12].
Д ругую  ф орм у соотнош ений, определяю щ их напряж ения, мож но полу

чить из (25) зам еной перем енной г =  £ -  ]  и  интегрированием  по частям:

Т (£ ) =  Ь [Е (£ т ) ] + / М ( £ -  г )
—Е( г ) 

—г
—г (27)

т

В случае М  =  0 (26), (27) сводятся к  реакц ии  упруго-идеально-пластичес
кого материала.

Больш ой практи чески й интерес представляю т изотропны е ф орм ы  уп ру
гопластических соотнош ений м еж ду  напряж ениям и и деф орм ациям и. В 
этом  случае линейны е тензорны е ф ункции Ь [] и М  ( ) [ ]  -  изотропны е.
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К а ж д а я  л и н е й н а я  и з о т р о п н а я  т е н з о р н а я  ф у н к ц и я  Ь  [ А  ] и м е е т ,  с о г л а с н о

[ 11] ,  т а к о е  п р е д с т а в л е н и е

Ь [ А ] =  с 0 ( їт А )1 +  С і А , ( 2 8 )

г д е  с  о и  С і -  к о н с т а н т ы .

С  и с п о л ь з о в а н и е м  ( 2 8 )  и з  ( 2 7 )  п о л у ч и м

Т (  £ )  = Я їт Е ( £ т )  +  / Я ( £  -  г )  —  їт Е ( г ) - г 1 +

+  2 / л Е ( £  т )  +  2 / ^ ( £  -  г )  —  [ Е ( г ) ]  —г , ( 2 9 )

г д е  Я  и  л  -  к о э ф ф и ц и е н т ы  Л а м е  м а т е р и а л а ;  Я ( £  — г ) ,  л ( £  — г )  -  с к а л я р н ы е  

ф у н к ц и и  м а т е р и а л а .

Р а з л о ж и в  т е н з о р ы  н а п р я ж е н и й  и  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  д е ф о р м а ц и й  в  с о о т 

н о ш е н и и  ( 2 9 )  н а  ш а р о в у ю  и  д е в и а т о р н у ю  с о с т а в л я ю щ и е  и  п р и р а в н я в  с о о т 

в е т с т в у ю щ и е  с о с т а в л я ю щ и е  в  п р а в о й  и  л е в о й  ч а с т я х  п о л у ч е н н о г о  с о о т н о 

ш е н и я ,  з а п и ш е м

8( £ )  =  2^ е ( £ т ) +  2/ л ( £  -  г ) - — ^  —г ;  ( з о )
— г

£ _  - Е  ( г )
Т о ( £ )  =  ї т Т ( £ )  =  З К е о ( £ т )  +  з / К ( £  -  г ) - - ^ - г , ( з і )

~  1
г д е  е ( )  =  Е ( )  — з е о 1 -  д е в и а т о р  т е н з о р а  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  д е ф о р м а ц и й

1
( д а л е е  д е в и а т о р  д е ф о р м а ц и й ) ;  т е н з о р  3  Е о 1 п р е д с т а в л я е т  с о б о й  ш а р о в у ю

1
с о с т а в л я ю щ у ю  т е н з о р а  д е ф о р м а ц и и ,  с к а л я р  3  е  о -  с р е д н ю ю  д е ф о р м а ц и ю ;

3К  =  3Я +  2 ц , з К  ( )  =  3 Я ( )  +  2Д ( ) ;  ( 32)

1 1
8(  )  =  Т (  )  -  з  Т о ( ) 1  -  д е в и а т о р  н а п р я ж е н и й ;  т е н з о р  3  Т о ( ) 1  п р е д с т а в л я е т

1
с о б о й  ш а р о в у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й ,  с к а л я р  3  Т о (  )  -  с р е д 

н е е  н а п р я ж е н и е ;  К  -  м о д у л ь  о б ъ е м н о г о  с ж а т и я .

П р и  в ы п о л н е н и и  у с л о в и я  ( 1 7 )  н е  р а з л и ч а ю т  о т с ч е т н у ю ,  р а з г р у ж е н н у ю  

и  а к т у а л ь н у ю  к о н ф и г у р а ц и и  и ,  к а к  с л е д у е т ,  н а п р и м е р ,  и з  [ 1 3 ] ,  с  т о ч н о с т ь ю
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Моделирование затухающей памяти формы траектории

до бесконечно м алы х второго порядка м алости  в упругопластическим  м ате
риале м ож но разделить полны е деф орм аци и так:

м аций соответственно; здесь и  далее верхние индексы  е и  р  при соответ
ствую щ ем  м атем атическом  объекте обозначаю т его упругие и пластические 
составляю щ ие.

П рим енив разлож ение тензоров в уравнении (33) на девиаторны е и 
ш аровы е составляю щ ие и приравняв такие составляю щ ие правой  и левой 
частям , получим

В общ ем случае при  деф орм ирован ии реальны х м атериалов с упруго
пластическим  поведением , как отм ечалось в [14], имеем

Д ля несж им аем ого в разгруж енном  состоянии (пластически  н есж и м а
емого) упругопластического м атериала запиш ем

С огласно (40) тензор пластических деф орм аци й является девиатором .
С учетом  данны х [7] при достаточно м алы х деформациях лю бы х упруго

пластических м атериалов мож но принять, что упругая составляю щ ая тен 
зора полны х деф орм аци й связана с тензором  напряж ений законом  Гука. 
Тогда получим

Е  =  Е  е +  Е р , (33)

где Е е и  Е р -  тензоры  бесконечно м алы х упругих и  пластических деф ор-

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

и, как  следует из соотнош ения (35),

(39)

П ри этом
(40)

(41)

( 4 2 )
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г д е  G  и  K  -  з а в и с я щ и е  о т  п л а с т и ч е с к о й  д е ф о р м а ц и и  м о д у л и  с д в и г а  и  

о б ъ е м н о г о  с ж а т и я .  П р и ч е м  п р и  н у л е в о м  з н а ч е н и и  т е н з о р а  у п р у г и х  д е ф о р 

м а ц и й  т е н з о р  н а п р я ж е н и й  т а к ж е  н у л е в о й .  Э т о  с л е д у е т  и з  о п р е д е л е н и й  

р а з г р у ж е н н о й  к о н ф и г у р а ц и и  и  т е н з о р а  у п р у г и х  д е ф о р м а ц и й .

П р и  з а п и с и  ( 4 1 )  и  ( 4 2 )  п о л а г а л и ,  ч т о  в  п р о ц е с с е  д е ф о р м и р о в а н и я  

у п р у г о п л а с т и ч е с к и х  м а т е р и а л о в  с о х р а н я е т с я  и з о т р о п и я  у п р у г и х  с в о й с т в  с  

и з м е н е н и е м  п о с л е д н и х  в  п р о ц е с с е  а к т и в н о г о  д е ф о р м и р о в а н и я .  З а в и с и м о с т ь  

у п р у г и х  с в о й с т в  р я д а  м а т е р и а л о в  с  у п р у г о п л а с т и ч е с к и м  п о в е д е н и е м  о т  

п л а с т и ч е с к о й  д е ф о р м а ц и и  о б н а р у ж е н а  э к с п е р и м е н т а л ь н о  [ 1 5 - 1 7 ] .  С и с т е 

м а т и ч е с к и е  и с с л е д о в а н и я  т а к о й  з а в и с и м о с т и  в  н а с т о я щ е е  в р е м я  о т с у т с т 

в у ю т .

Е с л и  п р е н е б р е ч ь  з а в и с и м о с т ь ю  у п р у г и х  с в о й с т в  о т  п л а с т и ч е с к о й  д е 

ф о р м а ц и и ,  т о  и з  ( 4 1 ) ,  ( 4 2 )  п о л у ч и м

s  =  2 G e  е ; ( 4 3 )

T o =  3 K  0 , ( 4 4 )

г д е  G  и  K  -  н е  з а в и с я щ и е  о т  п л а с т и ч е с к о й  д е ф о р м а ц и и  м о д у л и  с д в и г а  и  

о б ъ е м н о г о  с ж а т и я .

Д л я  п л а с т и ч е с к и  н е с ж и м а е м о г о  м а т е р и а л а ,  к о г д а  с о г л а с н о  [ 1 8 ]  K ( )  =  

=  c o n s t  =  K , с о о т н о ш е н и е  ( 3 1 )  п р и м е т  в и д

T o (  £ )  =  3 K  o (  £ ) .  ( 4 5 )

П р и  э т о м  з а в и с и м о с т ь  ( 3 0 )  о с т а е т с я  б е з  и з м е н е н и я .

П р и н я в  R £ Ф  1 , с  у ч е т о м  ( 9 )  и  ( 1 9 )  м о ж н о  з а к л ю ч и т ь ,  ч т о  с  т о ч н о с т ь ю  

д о  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  в т о р о г о  п о р я д к а  м а л о с т и  п о л у ч е н н ы е  д л я  а к т и в н ы х  

п р о ц е с с о в  ч и с т о г о  р а с т я ж е н и я  б е з  в р а щ е н и я  в  с л у ч а е  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  

д е ф о р м а ц и й  в ы р а ж е н и я  д л я  н а п р я ж е н и й  н е  и з м е н я т с я  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  

п р и м е н и м ы  д л я  м о д е л и р о в а н и я  о б щ е г о  с л у ч а я  д е ф о р м и р о в а н и я  у п р о ч н я 

ю щ и х с я  у п р у г о п л а с т и ч е с к и х  м а т е р и а л о в  с  з а т у х а ю щ е й  п а м я т ь ю  ф о р м ы  

т р а е к т о р и и  и  н а ч а л ь н о й  п о в е р х н о с т ь ю  н а г р у ж е н и я .

Р е з ю м е

З а п р о п о н о в а н о  м а т е м а т и ч н у  т е о р і ю  с т р о г о ї  п о б у д о в и  і  с п е ц і а л і з а ц і ї  в и з н а 

ч а л ь н и х  с п і в в і д н о ш е н ь  п р о с т и х  п о  Н о л л у  з м і ц н ю в а н и х  п р у ж н о - п л а с т и ч н и х  

м а т е р і а л і в  і з  п о ч а т к о в о ю  п о в е р х н е ю  н а в а н т а ж е н н я  т а  з г а с а ю ч о ю  п а м ’я т т ю  

ф о р м и  т р а є к т о р і ї  н а  а к т и в н і й  д і л я н ц і  д е ф о р м у в а н н я .  Д е ф о р м а ц і ї  і  т и п  

с и м е т р і ї  м а т е р і а л у  -  д о в і л ь н і .  П о б у д о в а н о  ф і з и ч н і  с п і в в і д н о ш е н н я  м а т е 

р і а л і в ,  я к і  н е  м а ю т ь  п а м ’я т і  ф о р м и  т р а є к т о р і ї ,  з і  с л а б к о ю  з г а с а ю ч о ю  п а м ’я т 

т ю  т а  з і  з г а с а ю ч о ю  п а м ’я т т ю  n - г о  п о р я д к у .  Н а  о с н о в і  р о з р о б л е н и х  в и з н а 

ч а л ь н и х  с п і в в і д н о ш е н ь  о т р и м а н о  ф і з и ч н і  р і в н я н н я  д л я  і з о т р о п н и х  м а т е 

р і а л і в .  І з  п о з и ц і й  з г а с а ю ч о ї  п а м ’я т і  ф о р м и  т р а є к т о р і ї  д а н о  в и з н а ч е н н я
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пруж но-ідеально-пластичного  матеріалу. Завдяки  прийняттю  ум ови  малості 
м ір деф орм ації впродовж  усього “м ин улого” розроблено теорію  строгої 
побудови  і спеціал ізац ії визначальних сп іввіднош ень м атеріал ів із згасаю 
чою  п ам ’яттю  ф орм и траєктор ії перш ого порядку для нескінченно м алих 
деф орм ацій . О собливу увагу  приділено ізотропним  м атеріалам .
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