
UDC 539.4

Two-Parametrical Fracture Criterion 

A. Ziliukas

Department of Mechanics of Solids, Kaunas University of Technology, Kaunas, Lithuania 

УДК 539.4

Двухпараметрический критерий разрушения 

А. Жилюкас

Кафедра механики деформируемых тел, Каунасский технологический университет, 
Каунас, Литва

Показано, что для полухрупких или полупластических твердых материалов требуется более 
сложная трактовка разрушения, чем для хрупких и пластических материалов. Применение 
двухпараметрических критериев разрушения позволяет решить эту задачу и более досто
верно оценить механическое поведение материалов.

К л ю ч е в ы е  с л о в а : к р и т е р и и  р а з р у ш е н и я ,  п о л у х р у п к и е  и л и  п о л у п л а с т и ч е с к и е  

м а т е р и а л ы ,  к р и т и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и е н т  и н т е н с и в н о с т и  н а п р я ж е н и й ,  н а п р я 

ж е н и е ,  д е ф о р м а ц и я ,  т р е щ и н ы .

I n t r o d u c t i o n .  S i n c e  1 9 5 8 ,  w h e n  J .  I r w i n  [ 1 ]  s h o w e d  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h e  

s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r  a s  a  f r a c t u r e  c r i t e r i o n ,  t h i s  f a c t o r  h a s  f o u n d  a  w i d e  r a n g e  o f  

a p p l i c a t i o n s  i n  t h e  e n g i n e e r i n g .  M o s t  o f  o t h e r  c r i t e r i a  s u g g e s t e d  b y  D .  S .  D u g d a l e ,  

A .  A .  W e l l s ,  e t  a l .  [ 2 ] ,  p r o v i d e d  t h e  c o m p a r a b l e  r e s u l t s  t o  t h e s e  o f  t h e  I r w i n  

c r i t e r i o n .

T h e  u n i v e r s a l  c r i t e r i a  a r e  n e e d e d  f o r  m a t e r i a l s  w i t h  b r i t t l e  a n d  p l a s t i c  

f r a c t u r e .  S u c h  c r i t e r i a  m u s t  e v a l u a t e  t h e s e  f r a c t u r e  p r o c e s s e s  n o t  i n  s e p a r a t e  w a y  

b u t  w i t h i n  a  t w o - p a r a m e t e r i c a l  a p p r o a c h .

I n  1 9 7 0 ,  t h e  t w o - p a r a m e t r i c a l  c r i t e r i a  w e r e  p r e s e n t e d  i n  D o w l i n g  a n d  

T o w n l e y  s t u d y  [ 3 ] .  T h e y  e v a l u a t e  b o t h  t h e  f r a c t u r e  m e c h a n i c s  a n d  t h e  p l a s t i c  

c o l l a p s e .  T h e  l o c a l  a n d  g l o b a l  c r i t e r i a  o f  s t r e n g t h  a n d  f r a c t u r e  a r e  i n t e g r a t e d  i n  

t h e s e  w o r k s .  T h e  w e l l  k n o w n  R 6 - a p p r o a c h  i s  i n t e g r a t e d  a s  w e l l  [ 4 ] .  T h i s  m e t h o d  

i s  u s e d  f o r  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  b a s i c  r o u t e  f o r  t h e  e s t a b l i s h i n g  o f  t h e  i n t e g r i t y  o f  

s t r u c t u r e  c o n t a i n i n g  c r a c k - l i k e  d e f e c t s .  T h e  R 6 - a p p r o a c h  i s  a  n u m e r i c a l - e n g i n e e r i n g  

m e t h o d ,  a n d  t h e  a c c u r a c y  o f  f r a c t u r e  p r o c e s s  d e s c r i p t i o n  d e p e n d s  o n  t h e  a m o u n t  

o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  p a r a m e t e r s .  C l a s s i c a l  t w o - p a r a m e t r i c a l  c r i t e r i a  c o m b i n e  t h e  

l e s s e r  a m o u n t  o f  p a r a m e t e r s .  T h i s  i s  v e r y  i m p o r t a n t  f o r  t h e  a s s e s s m e n t  p r o c e s s ,  a s  

t h e  a m o u n t  o f  d a t a  i s  l i m i t e d .  F u r t h e r m o r e ,  c l a s s i c a l  s o l u t i o n s  o f  t h e  l e s s  

a c c u r a t e n e s s  a r e  c r i t i c a l  f o r  t h e  f u r t h e r  s t u d i e s .

P r o b l e m  F o r m u l a t i o n .  T h e  e x a c t  e x p r e s s i o n  o f  t h e  e v a l u a t i o n  o f  s t r e s s  a t  

t h e  c r a c k  t i p  ( s e e  F i g .  1 )  a s  | x  | >  0  a n d  y  =  0  c a n  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s  [ 5 ]
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a

a  =

V x  2 —

( 1)

w h e r e  o  ix  i a n d  o  y  a r e  t h e  n o r m a l  s t r e s s  i n  t h e  x  a n d  y  d i r e c t i o n ,  r e s p e c t i v e l y .

y

■-------- V111

I
 ̂ *

Fig. 1. Crack tip coordinates (l is length of crack).

A s s u m e  t h e  c r i t i c a l  s t r e s s  a t  t h e  c r a c k  t i p  o  c a n d  a v e r a g e d  d i s t a n c e  i n  c r a c k  

t i p  d  i t  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s  [ 6 ]

( 2)

A f t e r  e m b e d d i n g  v a l u e s  o f  o  y  f r o m  E q .  ( 1 )  t o  ( 2 )  i t  f o l l o w s  t h a t

0  nom
1 +

2 l

d

( 3 )

w h e r e  o  nom i s  t h e  n o m i n a l  s t r e s s  ( o  nom < o  c ) .

I n  t h e  c a s e  o f  a s y m p t o t i c  c h a n g e  o f  s t r e s s  o  y  a t  t h e  c r a c k  t i p ,  o  y  i s  e q u a l

t o

y  •x/ 2^ ( x  -  l )  ’  ( 4 )

w h e r e  K  i s  t h e  s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r .

T h e n  t h e  v a l u e  o f  o  y  f r o m  E q .  ( 4 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n t o  ( 2 )  a n d  i t  f o l l o w s  t h a t

K r
-j l + U

1 1 (________
d  i ■sj 2 n ( x  —  l )

( 5 )

w h e r e  K c i s  t h e  c r i t i c a l  s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r .  

F r o m  ( 5 )  i t  c a n  b e  d e f i n e d

[ 2  

o  c ~  K c \ ~ ^ d 5 ( 6)
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o r

2 I  K c 
d  =  - |  —  

n  \ a c
( 7 )

A f t e r  e m b e d d i n g  v a l u e s  a c f r o m  ( 6)  t o  ( 3 )  i t  f o l l o w s  t h a t

[ 2  1
a  =  K

nom c A '  n  j d  +  2 l  ’
( 8)

a n d  a f t e r  e m b e d d i n g  v a l u e s  d  f r o m  E q .  ( 7 )  a n d  a s s e s s e d  t h a t  K nom =  a  c 4 n l ,  i t  

f o l l o w s  t h a t

a

a
+  I

K

c K
=  1. ( 9 )

c

T h e  s a m e  e q u a t i o n  a s  ( 9 )  w a s  o b t a i n e d  b y  G r i f f i t s  [ 7 ] .  T h u s  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  

b r i t t l e  f r a c t u r e  a n d  i f  t h e  m a t e r i a l  p l a s t i c  s t r a i n  i n  t h e  c r a c k  t i p  i s  n o t  a s s e s s e d  

t h e  f r a c t u r e  p r o c e s s  c o u l d  b e  d e f i n e d  b y  t w o - p a r a m e t r i c a l  c r i t e r i o n  a c c o r d i n g  t o  

E q .  ( 9 ) .

T h e  m a t e r i a l  r e s i s t a n c e  t o  f r a c t u r e  i n  t h e  t i p  o f  c r a c k  u n d e r  p l a s t i c  

d e f o r m a t i o n  d e p e n d s  u p o n  t h e  s t r e s s  v a l u e .

A c c o r d i n g  t o  t h e  I r w i n  o p e n i n g  m o d e l  o f  p l a n e  s t r e s s e d  s t a t e

K  i  =  o ^ J n (  a  +  r 0.2 )  =  a 4 n a . 1 +

o 4 n a

\  a 0.2 /

o r

K  Icp K  le
1 |  a  1 +  t I
2 \  a 0.2 /

( 10)

( 11)

w h e r e  K  i  i s  t h e  s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r  i n  t h e  c a s e  o f  o p e n i n g  m o d e l ,  K  i cp a n d  

K  Ie  a r e  t h e  a p p r o p r i a t e  s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r s  a f t e r  p l a s t i c  c o r r e c t i o n  a n d  t h i s  i n  

t h e  c a s e  o f  e l a s t i c  f r a c t u r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  a  02 i s  t h e  y i e l d  s t r e s s .

A c c o r d i n g  t o  t h e  D u g d a l e  m o d e l  [ 2 ] ,  i n  t h e  c a s e  o f  p l a n e  s t r e s s e d  s t a t e ,  t h e  

c r a c k  o p e n i n g  d  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s

K  Icp 8 a  02 a ,
O  =  — ------------- = ------------- l n

E a 0.2 n E

n a
c o s  I

2a 0.2 /

-1
8a  0 2 ( a ^ l n a )  

2 n a  2 E
l n

' n  a

c o s  I

2 a 0.2 /

-1

. ( 12)

2

2

2

I t  f o l l o w s  t h a t

K  Icp K  Ie'
8 ( a

n

1 0.2
a

l n

n  a
c o s  I

2 a 0.2 /

-1

( 1 3 )

2
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T h e  e q u a t i o n s  ( 1 1 )  a n d  ( 1 3 )  h a v e  a  s i m i l a r  c h a r a c t e r

K

K Icp I O
=  f  I

F

0.2 / F
( 1 4 )

w h e r e  F  i s  t h e  l o a d  a n d  F L  i s  t h e  y i e l d  l o a d .

A s  m a t e r i a l  b e h a v i o r  i s  e l a s t i c ,  t h e  e l a s t i c  f r a c t u r e  c o n d i t i o n  i s  a s  f o l l o w s

K  I c p  K  I c ,

w h e r e  K i c i s  t h e  m a t e r i a l  p r o p e r t y  i n  t h e  e l a s t i c  s t a t e .

T h e  f r a c t u r e  o f  p l a s t i c  m a t e r i a l  i s  s p e c i f i e d  b y  t h e  l o a d

F  -  F l  .

( 1 5 )

( 1 6 )

S o ,  t h e  r e l a t i o n  o f  p l a s t i c  a n d  b r i t t l e  c r i t e r i a  i s  t h e  f u n c t i o n  o f  l o a d s  

s p e c i f y i n g  e l a s t i c  a n d  p l a s t i c  f r a c t u r e ,  i . e . ,

K le -  f  I F
K I c F

( 1 7 )

T h e  s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r  K i  a n d  t h e  d e f o r m a t i o n  z o n e  a t  t h e  c r a c k  t i p  r  

a r e  r e l a t e d  b y  d e p e n d e n c e s  a s  t h e  s t r a i n  i s  £  [ 5 ]

a n d

K I  O  nom ^ ^ r ,  

K  I c  —  O  nom~\l ̂ r 0

( 1 8 )

( 1 9 )

w h e r e  r 0 i s  t h e  l e n g t h  o f  z o n e  a s  t h e  e l a s t i c - p l a s t i c  s t r a i n  h a s  a  m a x i m a l  v a l u e

I t  f o l l o w s  t h a t

K

K I c /

r

r0
( 20 )

T h e  r e l a t i o n  o f  d e f o r m a t i o n  z o n e s  r / r o  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  r e l a t i o n  o f  

s t r a i n s  £ / £  m a x  a n d  t h e  f o l l o w i n g s  c a n  b e  w r i t t e n

r

r 0

K I

£  m a x  \  K  Ic  )
( 21 )

T h e  s t r a i n  f r a c t u r e  c r i t e r i o n  c o n s i s t s  o f  t w o  s t r a i n  c o m p o n e n t s  t h a t  a r e  

r e s p o n s i b l e  f o r  f r a c t u r e  [ 6 ]  i s  o b t a i n e d  t h e  e q u a t i o n

m a x

2

2
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+  1
'  m a x  /

=  1, ( 22 )

'0.2 )

w h e r e  s  i s  t h e  i n t e r p o l a t i o n  p a r a m e t e r  a n d  £  02 i s  t h e  y i e l d i n g  s t r a i n .

C o n s i d e r i n g  t h a t  s  p a r a m e t e r  i s  c o h e r e n t  [ 7 ] ,  i n  t h e  c a s e  o f  s  =  2 ,  E q .  ( 2 2 )  

c a n  b e  w r i t t e n  a s

+  1
m a x

=  1. ( 2 3 )

'0.2 /

A f t e r  e m b e d d i n g  v a l u e  o f  £ / £  m a x  e x p r e s s e d  b y  ( K I / K I c  ) 2 t o  E q .  ( 2 3 ) ,  i t  

c a n  b e  d e f i n e d  a s

K T

+  1
I c  )

=  1. ( 2 4 )

'0.2 )

I f  t h e  d e f o r m a t i o n  l o w  a s s u m e  t o  b e  £  =  ( a / C ) n ,  w h e r e  C  i s  t h e  m a t e r i a l  

c o n s t a n t  a n d  n  i s  t h e  h a r d e n i n g  e x p o n e n t ,  t h e n  E q .  ( 2 4 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  f o l l o w s

K T

\ K
+  1

o .
2/ «

I c / o

=  1. ( 2 5 )

0.2 )

A .  G .  M i l l e r  [ 8]  p r o p o s e d  a n  e x p r e s s i o n  w i t h o u t  m a t e r i a l  h a r d e n i n g

\4  /  \ 2
K

+  1
I c / o

=  1. ( 2 6 )

0.2 )

T h e s e  t h r e e  e x p r e s s i o n s  c o u l d  b e  u s e d  a s  e x p r e s s  i n f o r m a t i o n  i n  c o m p a r i n g  

w i t h  t h e  s o - c a l l e d  R 6 - a p p r o a c h  i n  t h e  U K  o r  E u r o p e a n  f l a w  a s s e s s m e n t  m e t h o d  

S I N T A P .  T h e  e a r l y  v e r s i o n  o f  t h e  R 6 - a p p r o a c h  r e c o g n i z e d  t h a t ,  a t  o n e  e x t r e m e ,  

l i n e a r  e l a s t i c  f r a c t u r e  m e c h a n i c s  w a s  a p p l i c a b l e  a n d  f r a c t u r e  o c c u r r e d  w h e n  t h e  

s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r ,  i n  t h i s  c a s e ,  K  I  b e c a m e  e q u a l  t o  t h e  f r a c t u r e  t o u g h n e s s  

K  Ic  . A t  t h e  o t h e r  e x t r e m e - f a i l u r e  o c c u r r e d ,  w h e n  t h e  l o a d  a  nom r e a c h e d  i t s  v a l u e ,  

a 0 2 ,  a t  p l a s t i c  c o l l a p s e .  T h e  R 6 - a p p r o a c h  r e c o g n i z e d  t h a t  t h e  u s e  o f  K  b e y o n d  

t h e  e l a s t i c  r e g i m e  u n d e r e s t i m a t e d  t h e  c r a c k  t i p  l o a d i n g  a n d ,  t h e r e f o r e ,  s o m e  

p l a s t i c i t y  c o r r e c t i o n  w a s  r e q u i r e d .  [ 9 ,  1 0 ]  I n  g e n e r a l ,  t h i s  c o r r e c t i o n  i s  a  f u n c t i o n  

o f  t h e  m a t e r i a l  a n d  t h e  c o m p o n e n t ,  t h e  c r a c k  g e o m e t r y  a n d  t h e  t y p e  o f  l o a d i n g .  

H o w e v e r ,  i n  t h e  e a r l y  R 6 - a p p r o a c h ,  i t  w a s  r e c o g n i z e d  t h a t  b y  u s i n g  t h e  t w o  

n o r m a l i z i n g  p a r a m e t e r s  [ 9 ,  1 0 ]

K I

K r =  K
I c

a n d

s r  =
o 0.2

( 2 7 )

( 2 8 )

s s

nom

2 2
nom

4 2
nom

4
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w h e r e  K r  i s  t h e  f r a c t u r e - r e l a t e d  s t r e s s  i n t e n s i t y  r a t i o  a n d  S r  i s  t h e  p l a s t i c -  

c o l l a p s e - r e l a t e d  s t r e s s  r a t i o .  T h e  p l a s t i c i t y  c o r r e c t i o n  c o u l d  b e  c o n v e r t e d  t o  a  

g e n e r a l  p u r p o s e  f a i l u r e  a v o i d a n c e  c u r v e

T h e  f a i l u r e  a s s e s s m e n t  d i a g r a m  ( F A D )  o f  E q .  ( 3 0 )  c o u l d  t h e n  b e  i n t e r p r e t e d  

s i m p l y  a s  a n  i n t e r p o l a t i o n  b e t w e e n  t h e  t w o  l i m i t i n g  f a i l u r e  s t a t e s  -  b r i t t l e  f r a c t u r e  

a n d  p l a s t i c  c o l l a p s e  -  o f  a  c r a c k e d  c o m p o n e n t  ( F i g .  2 ) .

R e s u l t s  a n d  D i s c u s s i o n .  T h e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  E q s .  ( 9 ) ,  ( 2 4 ) ,  ( 2 5 )  a n d  

e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  w a s  v e r i f i e d  f o r  t o  t y p e s  o f  a u s t e n i t i c  s t e e l :  1 4 C h 1 7 N 2  a n d  

0 8 C h 1 0 N 1 0 T .  H e r e w i t h ,  s t a n d a r d  s p e c i m e n s  ( A S M E  E  8M )  w e r e  u s e d  f o r  

s t a n d a r d  c o m p a c t  s p e c i m e n s  ( A S T M  E  1 9 2 1 - 9 7 )  f o r  f a i l u r e  i n  t e n s i o n  ( F i g .  3 ) .

B a s i c  c r a c k  g r o w t h  d a t a  w e r e  o b t a i n e d  o n  s t a n d a r d  c o m p a c t  s p e c i m e n s  w i t h  

a  t h i c k n e s s  B  =  2 5  m m  a n d  w i d t h  o f  t h e  s a m p l e  W  =  5 0  m m  ( l m a x  =  2 7 . 5  m m ,  

N m a x  =  3 . 1  m m ,  a n d  G m i n  =  2 7 . 5  m m ) .  T h e  K I c  v a l u e  w a s  c o m p u t e d  u s i n g  t h e  

f o l l o w i n g  f o r m u l a :

K r  =  f  (  S r  ) . ( 2 9 )

I n  t e r m s  o f  E q .  ( 2 9 ) ,  t h e  D u g d a l e  p l a s t i c i t y  c o r r e c t i o n  c o r r e s p o n d s  t o

1/2
( 3 0 )

K r potentially unsafe
Failure line

0.8 - ■

0.6  -

0 . 4  -

Assessment point (real 
component subjected to 
service load)

0.2 -

s a f e

0 0.2 0 . 4 0.6 0.8 S r

Fig. 2. FAD according to R6-Rev. 1, schematically [9].

Y  =  2 9 . 6 ( l / W ) 1 / 2  -  1 8 5 . 5 ( l / W ) 3 / 2  +  6 6 5 . 7 ( l / W ) 5 / 2
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1 0 1 7  ( l / W  )7/2 +  6 3 8 . 9 (  l / W )
9/2

w h e r e  F c i s  t h e  c r i t i c a l  l o a d .

I n v e s t i g a t i o n s  w e r e  p e r f o r m e d  b y  t e n s i l e  t e s t i n g  m a c h i n e  S D M P u - 1 0  

( G e r m a n y ) .  F o r  s t e e l  1 4 C h 1 7 N 2  i t  w a s  o b t a i n e d  t h a t  o 02 =  5 6 0  M P a ,  n  =  0 . 7 ,

a n d  K i c  =  8 4  M P a  • m 1 / 2 ,  w h i l e  f o r  s t e e l  0 8 C h 1 0 N 1 0 T :  o 02 =  6 4 0  M P a ,  n  =  0 . 6 5 ,

1 /2
a n d  K I c  =  7 8  M P a  • m  ,  r e s p e c t i v e l y .

Fig. 3. The geometry of the compact test specimen.

T h e  r a t i o s  i n  E q s .  ( 9 ) ,  ( 2 5 ) ,  a n d  ( 2 6 )  w e r e  c h a n g e d  b y  p a r a m e t e r s  K r  a n d  

S r . O b t a i n e d  e q u a t i o n s  w e r e  c o m p a r e d  w i t h  D u g d a l e  m o d e l .  T h e  r e s u l t s  a r e  

s h o w n  a s  F A D  i n  F i g .  4 .

K ,

Fig. 4. FAD’s for various models: (1) Griffits model; (2) Miller model; (3) Dugdale or R6-Rev. 1 
model; (4) new introduced model for austenitic steel 14CH17N2; (5) new introduced model for 
austenitic steel 08Ch10N10T.

r
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C o n c l u s i o n s .  T h e  b r i t t l e  f r a c t u r e  o f  m a t e r i a l s  i s  d e f i n e d  p r e c i s e l y  e n o u g h  b y  

s e c o n d  o r d e r  t w o - p a r a m e t r i c a l  f r a c t u r e  c r i t e r i a ,  t h e  m a i n  p a r a m e t e r s  o f  w h i c h  a r e  

t h e  s t r e s s e s  a n d  s t r e s s  i n t e n s i t y  f a c t o r s .

T h e  f r a c t u r e  o f  s e m i - b r i t t l e  o r  s e m i - p l a s t i c  m a t e r i a l s  i s  e v a l u a t e d  a c c o r d i n g  

t o  e q u a t i o n  s u g g e s t e d  b y  a u t h o r ,  i n  w h i c h  t h e  h a r d e n i n g  e x p o n e n t  i s  e v a l u a t e d .

T w o - p a r a m e t r i c a l  f r a c t u r e  c r i t e r i a  s u g g e s t e d  b y  a u t h o r  a n d  R 6 - a p p r o a c h  

p r o v i d e  t h e  b e s t  r e s u l t  o f  t h e  f r a c t u r e  a s s e s s m e n t .
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