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Описана методика приближенного аналитического определения параметров усталостного 
повреждения прямоугольных пластин. В качестве исходной характеристики повреждения 
рассмотрены относительная величина обусловленного наличием трещины нормального от
рыва изменения потенциальной энергии деформации пластины, с помощью которой нахо
дятся выражения для определения изменения собственной частоты колебаний пластины, и 
параметры искажения моногармоничности колебаний в режиме основного резонанса и 
супергармонического резонанса 2-го порядка.
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Введение. Среди многочисленных исследований колебаний тел с тре
щинами применительно к задачам вибродиагностики их усталостного по
вреждения колебания пластин изучены относительно мало.

В качестве вибродиагностических параметров повреждения в основ
ном рассматриваются изменения собственных форм и частот колебаний. 
При этом большое внимание уделяется определению собственных частот 
колебаний пластин как более чувствительных к повреждению. Так, в работе
[ 1 ] отмечается, что применение метода распределения энергии деформации
[2 ] как разновидности экспериментального метода определения форм коле
баний при виброиспытаниях пластины размером 430 X 450 X 9 мм с исполь
зованием 31 акселерометра позволило выявить только прорези длиной более 
50 мм. Результаты исследований [3-6] также свидетельствуют о низкой 
чувствительности изменения форм колебаний к повреждению. В то же 
время следует отметить и далеко не во всех случаях достаточную чувстви
тельность изменения собственных частот к диагностике повреждения. Так, 
при испытаниях алюминиевых пластин (250 X 225 X 2,5 мм) со сквозной 
узкой прорезью длиной 1 2  мм наибольшее изменение частот пяти форм 
колебаний пластины не превышало 1% [7]. Анализ других вибродиагности
ческих параметров, как, например, искажение моногармоничности колеба
тельного процесса и возникновение суб- и супергармонических резонансов
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[8 - 1 1 ], применительно к пластинам в литературных источниках представлен 
практически только в работе [ 1 2 ].

В качестве объекта исследования только в некоторых из приведенных 
работ использовали прямоугольные пластины в основном со сквозными 
краевыми или центральными трещинами-разрезами. В известных расчетно
теоретических исследованиях колебаний прямоугольных пластин рассматри
ваются как численные решения с помощью метода конечных элементов 
(МКЭ) [13], так и численно-аналитические, базирующиеся на решении 
Леви-Надаи с составлением интегральных уравнений Фредгольма первого и 
второго рода с учетом сингулярности напряжений в вершине трещины [14] и 
использующие конечное преобразование Фурье разрывных функций. Для 
решения указанной задачи применяется также некоторая разновидность дис
кретного метода [15], заключающаяся в разбиении пластины на небольшое 
количество подобластей в соответствии с расположением трещины, выборе 
набора функций формы для каждой из них, составлении матрицы нераз
рывности для всей области пластины и уравнения на собственные значения 
путем минимизации энергетического функционала [16].

Известно небольшое количество работ, посвященных исследованию 
колебаний пластины с поверхностной трещиной. Так, в [12] рассматри
ваются колебания прямоугольной пластины с поверхностными трещинами, 
которые моделируются некоторыми клинообразными выборками материала 
с прямым углом у вершины глубиной, равной глубине трещины, и принятии 
априори ширины, равной удвоенной глубине трещины. Уравнения коле
баний составляются на основе принципа Остроградского-Гамильтона и ме
тода Ритца. Существует также иной подход к моделированию трещины, 
который использован при исследовании колебаний круглой пластины [17]. 
Поверхностная краевая трещина постоянной глубины моделируется локаль
ной распределенной податливостью, определяемой как МКЭ, так и с исполь
зованием энергетических соотношений линейной механики разрушения и 
известных выражений для коэффициента интенсивности нормальных напря
жений, полученных для призматической балки с краевой трещиной.

Представленные численно-аналитические решения не позволяют в 
явном виде получить зависимости изменения собственных частот колебаний 
пластины от относительных размеров и места расположения трещины, а 
также относительных размеров и формы колебаний пластины. Это обуслов
лено используемым способом моделирования трещины и необходимостью 
рассмотрения задачи на собственные значения с учетом изменения формы 
колебаний пластины при наличии трещины.

В настоящей работе рассматриваются приближенные аналитические 
методы определения основных вибродиагностических параметров усталост
ного повреждения прямоугольных пластин при различных условиях закреп
ления, формах колебаний и видах трещин нормального отрыва при прене
брежении изменением формы колебаний в случае раскрытия трещины. Та
кое допущение, как показано на примере призматических стержней [18, 19], 
вполне справедливо при раскритии малых трещин, что важно с точки зрения 
вибродиагностики более ранних стадий усталостного повреждения пластин
чатых элементов конструкций.
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В данном сообщении излагаются основные положения методики опре
деления параметров повреждения.

М етодика определения относительной энергетической характерис
тики повреждения пластины  при наличии трещ ины. Рассмотрим одно
родную прямоугольную пластину постоянной толщины в сечениях кото
рой, параллельных плоскости уОг, имеются плоские трещины (рис. 1 ).

Рис. 1. Схема однородной прямоугольной пластины постоянной толщины t с прямолинейной 
плоской трещиной.

Наличие малых трещин, как и при исследовании стержневых элементов 
[8 , 9, 20], будем интегрально оценивать через относительное изменение 
жесткости пластины:

Б  -  Б  т

а — г "  ■ (1)

характеризуемой в данном случае цилиндрической жесткостью:

E t3
Б  = ---------- Г , (2 )

1 2 (1 - у 2 ) V '

где Б  т -  цилиндрическая жесткость пластины с трещиной при дефор
мировании в условиях, когда трещина или ее часть находятся в зоне 
номинальных растягивающих напряжений изгиба о х, выражаемая далее 
через параметр а:

Б т = (1 -  а )Б . (3)

Учитывая малость трещины, будем пренебрегать ее влиянием на изме
нение формы колебаний пластины, которую принимаем в виде

М.Х, У) = А Х  (х )У (у ), (4)

где X (х ) и У(у ) -  балочные функции, соответствующие балкам с аналогич
ными условиями закрепления краев.
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Рассматривая пластину при наличии и отсутствии трещины или в 
случае ее закрытия при одинаковых величине и характере распределения 
внутренних усилий (изгибающих М х, М  у и крутящего М ху моментов), 
составим уравнение энергетического баланса:

П  т — П  о + АП т , (5)

где П о -  потенциальная энергия неповрежденной пластины,

ь в

о о

' д 2  д w
+

Л  2  \ 2 д w

ду‘

- . 2  - . 2  д w д w

дх 2  ду 2
+ 2 (1 - V)

2 2  "
д w

удхду )
dxdy; (6 )

П т -  потенциальная энергия деформации пластины при открытой тре
щине, определяемая через значение П 0 и параметр а,

П т
1  ь в  1

— —--------— Г Г (М 2 + М 2  + м Х У)dxdy —------ П о;
2 ( 1  - а ) Т  'О'О х у ху 1 - а  0

(7)

Д П т -  приращение потенциальной энергии деформации пластины, обуслов
ленное увеличением ее податливости за счет наличия трещины и подле
жащее определению при заданной величине и характере распределения 
внутренних усилий.

Принимаемое условие одинакового характера распределения внутрен
них усилий при открытой и закрытой трещине предполагает, как уже отме
чалось, пренебрежение изменением формы колебаний пластины при откры
той трещине. Такое предположение допустимо при относительно малых 
размерах трещины, тем более, что известные экспериментальные иссле
дования влияния повреждения на формы колебаний пластин [1, 3-6] свиде
тельствует о низкой чувствительности изменения их формы колебаний.

Из энергетического соотношения (5) с учетом (7) следует

а —
АП т /  П  о к

1+ А П  т /  П  о 1 + к

где

к —
АП т

(8 )

-  удобная энергетическая характеристика повреждения пластины, которая 
будет использоваться для дальнейшего анализа.
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Пренебрегая какими-либо сдвигами поверхностей трещин, т.е. рассмат
ривая их как трещины нормального отрыва, определение параметра к  сво
дится к нахождению приращения потенциальной энергии А П т при задан
ной величине и характере распределения в данном случае изгибающего 
момента

M x = D
Л  2  - , 2 \д w д w

■ + V— т- (9)

определяющего значение номинальных напряжений изгиба а  т в сечениях 
расположения трещин (х = х т ):

z
а  т ( у  >z ) = 1 2 м х=хт( у ) JT- ( 1 0 )

Используя известное из рассмотрения двухмерной задачи о трещине в 
нагруженном линейно-упругом плоском теле соотношение между производ
ной потенциальной энергии слоя единичной толщины по длине прямой 
трещины и коэффициентами интенсивности напряжений [2 1 ], выражение 
для приращения потенциальной энергии вследствие наличия в пластине 
параллельно плоскости zOy плоской трещины нормального отрыва пло
щадью S  и контуром Г можно с определенным допущением записать в 
следующем виде:

1 - V 2  t 3 
Д Я , = - —  f f  K  2 dS = — ff  K  2 д-р cos М  Г , ( 1 1 )

E (S) (S )

где К 1 -  коэффициент интенсивности нормальных напряжений, являющий
ся функцией рассчитанного для пластины без трещины номинального макси
мального напряжения изгиба о т (у ) в сечении ее расположения (х  = х т ), а 
также формы, размеров и координат рассматриваемой точки фронта (кон
тура Г) трещины; др -  вектор возможного смещения точек фронта трещины; 
в  -  угол между др и нормалью к фронту трещины.

Располагая для конкретного вида трещины выражением для коэффи
циента интенсивности напряжений К 1 , можно с использованием формул
(8 ), (6 ), ( 1 0 ), ( 1 1 ) определить для рассматриваемых размеров и места распо
ложения трещины при заданных размерах пластины, условиях ее закреп
ления и формах колебаний значение к:

к =
L BЯ
0 0

6 D
f f  [K 1(а  т ) ] 2  др cos Qd Г
(S)

( 2  \ 2 д 2  w]

ду
+

Л  2  \ 2 д w

ду
+  2v

2 2  д w д w

дх 2  ду 2
+  2 ( 1 -  V )

2д w \]
2  "

удхдУ J

( 1 2 )

d x d y

3t
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М етодика определения вибродиагиостических параметров повреж
дения пластины. На основании определения собственной частоты пласти
ны при заданной форме колебаний через отношение приведенной жесткости 
К  к приведенной массе М  эквивалентной системы с одной степенью 
свободы с учетом того, что аналогично (3) приведенная жесткость пластины 
при открытой трещине К т = ( 1 — а )К , получим выражение для собственной 
частоты колебаний пластины с открытой трещиной:

® т = V1— а® 0 = -^= = =  ® 0 , (13)
к

где о  о -  собственная частота колебаний цельной пластины, равная ^ К / М .

При деформировании пластины в условиях, когда на полуцикле одного 
знака трещина открыта, а другого -  закрыта, собственная частота колебаний 
такой нелинейной системы с асимметричной билинейной упругой характе
ристикой определяется по известному соотношению [2 2 ], которое при исполь
зовании формулы (13) принимает вид

2 ® 0 о  т 2 л/ 1  — а  2
®тз = ------------ = ------- , о  0 = ------ , о  0. (14)

тз о  0 + ® т 1  + л/1 —а  0 1 + 7 1 Г к  0 v }

Таким образом, задача определения собственных частот колебаний плас
тины в случае открытой (®т) и периодически закрывающейся (®тз) тре
щины сводится при заданной форме колебаний к нахождению характе
ристики к ( 1 2 ).

В качестве вибродиагиостических параметров повреждения пластины 
вследствие образования трещин нормального отрыва удобно использовать 
значения относительного изменения собственной частоты ее колебаний в 
случае открытых трещин

о  0 о  т л/ 1 + к — 1  

Р т = 0® т = ПТ—  (15)О 0 л/ 1  + к

и при периодически закрывающихся трещинах

„ ® 0 — ®тз л/ 1  + К — 1

Р т.з = ------ т ; 1  = ^ = ---- . (16)О 0 л/ 1  + к + 1

На рис. 2 представлены зависимости относительного изменения собст
венных частот колебаний пластины Р т и Р тз от величины к. Следует 
обратить внимание на следующую возможную особенность. При наличии 
одной закрывающейся трещины определяемое значение к соответствует 
полуциклу колебаний, когда трещина открыта, т.е. о т (у ) > 0 , а на полуцикле 
другого знака, когда трещина закрыта и пластина ведет себя как цельная,
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к = 0. При наличии же нескольких закрывающихся трещин в зависимости от 
места их расположения, обусловливаемого значением координат х  т , и рас
сматриваемой формы колебаний пластины характеристика к может иметь 
как разное, так и одинаковое значение на полуциклах разного (±) знака: к (+)
и к  (_}.

АпДг.з  ̂

ф;ф,%А, А,

12

8

4

О 0,1 0,2 0,3 к

Рис. 2. Зависимости относительного изменения собственных частот колебаний 5 т и 5 тз и 
относительных значений постоянной составляющей Л0/Ах и амплитуды Л21 Ах второй 
гармоники при основном резонансе от характеристики повреждения пластины к.

В этом случае собственные частоты колебаний пластины на соответст
вующих полуциклах равны

1  1

" т(+) = 7 ^ Г " 0; " т(-) = ^ Г 7 = .  Ю̂  (17)

а собственная частота колебаний пластины за цикл определяется выраже
нием

* т(+) ̂  т(-) о
(18)

т  т(+) + т  т(_) д/1 + к (+) + д / 1  + к (_)

и соответствующее относительное изменение собственной частоты коле
баний пластинки -

* т 0 _  т т.з _  1 ___________ 2 _________  , ч

т 3  т о д/1+К  (+) + V1+ к (_) 1 9

При т  т(_) _  т  о , т.е. когда на полуцикле другого (_) знака все трещины 
закрыты, к (+) _  к, к (_) _  0, и формулы (17), (18), (19) соответственно 
принимают вид (13), (14), (16).
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Однако в литературных источниках отмечается недостаточная чувстви
тельность регистрируемого на практике изменения собственных частот эле
ментов конструкций к наличию малых трещин. Принято, что надежное 
диагностирование повреждения возможно, если изменение собственной час
тоты превышает 5% [23], т.е. при значении параметра к >  0,1...0,2.

Кроме того, использование в качестве вибродиагностического параметра 
повреждения собственных частот колебаний пластины требует трудоемкой 
процедуры паспортизации исходных значений частот диагностируемого 
объекта в строго воспроизводимых условиях его закрепления.

В связи с этим необходимо оценить возможную эффективность таких 
чувствительных вибродиагностических индикаторов повреждения, как пара
метры искажения гармоничности колебаний, обусловленного нелинейностью 
колебательной системы вследствие наличия периодически закрывающихся 
трещин, т.е. когда значения параметра к отличаются на полуциклах разного 
знака (к(+) Ф к (_,).

Наиболее представительными параметрами искажения гармоничности 
колебаний, определяемыми при гармоническом анализе регистрируемого 
колебательного процесса упругого тела с закрывающейся трещиной, явля
ются величина отношения постоянной составляющей Ао и амплитуды вто
рой гармоники А2  к амплитуде первой гармоники Ai. Эти параметры обна
руживаются как при основном резонансе (частота возбуждения v = ттз) [8 ], 
так и особенно при супергармоническом резонансе 2-го порядка (v = 0 ,5 ттз)
[9] и могут быть выражены через параметр к.

Исследование колебаний пластины с закрывающейся трещиной при 
заданной собственной форме сводится к рассмотрению колебаний экви
валентной системы с одной степенью свободы с несимметричной билиней
ной характеристикой восстанавливающей силы [12]. Вынужденные коле
бания такой существенно нелинейной системы [24] можно описать уравне
нием [2 0 ]

d 2  u du 2
— 2  + 2h —  + т 0 [1 _  0,5а(1 + sign u )]u = q 0 sinv t , (20)
dt dt

где Н -  коэффициент, характеризующий диссипативные свойства колеба
тельной системы.

Сложность аналитического решения данного уравнения обусловливает 
отсутствие в известных литературных источниках выражений для опреде
ления параметров решения в явном виде. Метод построения решения в 
рядах Фурье, обеспечивающий получение приближенных решений с необхо
димой точностью, сводится, как правило, к достаточно сложным и громозд
ким системам трансцендентных уравнений, не относящихся к категории 
удобных для анализа и требующих численного решения [12, 24, 25].

Поэтому для приближенной оценки таких основных вибродиагности
ческих параметров, как отношения А0 /А 1 и А2 / А , используем полученные 
в явном виде их зависимости от параметра а  при основном резонансе [2 0 ] и 
слабом (А2 < А 1 ) супергармоническом резонансе 2 -го порядка [26].
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Так, с учетом соотношения а  = к /(1 + к) для относительной величины 
постоянной составляющей как при основном, так и супергармоническом 
резонансе получим

—  я  к
А 1 п(1 + к ) , (21)

для относительной величины амплитуды второй гармоники при основном 
резонансе (V = ютз) -

А 2  2 к
А1 9п(1 + к )

и при супергармоническом резонансе 2-го порядка ^  = 0,5ютз) -  

А2  к(1 + 4 1 + к )[(8 - п ) ( 1  + к ) -  п ] ю 0

(2 2 )

А1 32(1 + к ) 2 (23)

Формула (23) получена для случая слабого резонанса, что ограничивает
5,5Н/о о

ее использование с достаточной точностью условием к < ----------- ;---- , где
1 -  5 ,5«/о  о

И/о о может быть выражено через логарифмический декремент колебаний д: 
И д

---- = — . При указанном условии отличие расчетных значений (23) от
о  о 2ж
данных численного решения дифференциального уравнения (2 0 ) при пре
дельной величине параметра к не превышает 5%.

Для случая, когда нелинейность определяется различием параметра к 
на полуциклах разного знака (к(+) ^  к (_)), эквивалентное значение 

к (+) _  к (_)
а  = ----------------, и соответственно параметр к в формулах (18)-(20) следует

1  + к (+) 

принять равным

к (+) _ к (_)
к ^ ^ -------■ (24)1  + к (_)

Для сравнительной оценки представительности изменения собственных 
частот колебаний упругого тела при наличии трещин и основных пара
метров искажения моногармоничности колебательного процесса при основ
ном резонансе на рис. 2  зависимости (2 1 ) и (2 2 ) показаны штриховыми 
линиями. Как видно, при основном резонансе параметры искажения моно
гармоничности колебаний несколько уступают уровню изменения собст
венных частот. При супергармоническом резонансе наблюдается совер
шенно иная картина. На рис. 3 для случая супергармонического резонанса
2 -го порядка сплошными линиями изображены зависимости относительной 
амплитуды второй гармоники от параметра повреждения к при различных
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значениях коэффициента к/т  0, характеризующих диссипативные свойства 
колебательной системы в диапазоне значений логарифмического декремента 
колебаний д к = 0,628...6,28%, штриховой линией -  зависимость относи
тельного изменения собственной частоты колебаний упругого тела (0 тз) 
при наличии трещины. Штрихпунктирная линия на рис. 3 соответствует 
предельному значению параметра к, позволяющему при данной величине 
логарифмического декремента колебаний д использовать формулу (23) с

2,25д
высокой достоверностью, т.е. условию к = -------------.

л  -  2,25д

0,6

0,4

0,2

/_ /
1 / /

І І 2 / // /
///

\/// / /
'

0,03

0,02

0,01

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 К

Рис. 3. Зависимости относительной амплитуды Л21 Ах второй гармоники для случая супер- 
гармонического резонанса 2 -го порядка при различных значениях коэффициента к/» 0 , 
характеризующего демпфирующую способность пластины (сплошные линии), и относитель
ного изменения собственной частоты ее колебаний от величины повреждения к (штриховая 
линия): 1 -  к/т0 = 0,001; 2 -  к/т0 = 0,0025; 3 -  к/т0 = 0,005; 4 -  к/т0 = 0,0075; 5 -  
к/ <»0 = 0 ,0 1 ; 6 -  0 т з.

Как видно, при супергармоническом резонансе параметр искажения 
моногармоничности колебательного процесса А2 /А 1 более чем на порядок 
значимее изменения собственных частот и его можно рассматривать в ка
честве наиболее чувствительного признака повреждения.

Заключение. Исходя из энергетических соотношений линейной меха
ники разрушения и результатов решения дифференциального уравнения 
вынужденных колебаний упругого тела с несимметричной билинейной ха
рактеристикой восстанавливающей силы изложена методика приближенного 
аналитического определения относительной энергетической характеристики 
и вибродиагностических параметров повреждения прямоугольных пластин, 
обусловленного наличием трещин нормального отрыва.

Р е з ю м е

Описано методику наближеного аналітичного визначення параметрів по
шкодження прямокутних пластин від утомленості. В якості початкової
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характеристики пошкодження розглянуто відносну величину зумовленого 
наявністю тріщини нормального відриву зміни потенціальної енергії дефор
мації пластини, за допомогою якої отримують вирази для визначення зміни 
власної частоти коливань пластини, і параметри спотворення моногармо- 
нічності коливань у режимі основного резонансу та супергармонічного 
резонансу 2 -го порядку.
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