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упругом теле. Сообщение 1. Перемещение берегов трещины при 
полиномиальном законе нагружения
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Рассмотрена внутренняя эллиптическая трещина нормального отрыва в неограниченном 
упругом теле. Модифицирована описанная ранее методика определения весовой функции и 
коэффициента интенсивности напряжений. Получены аналитические и численные значения 
коэффициента интенсивности напряжений вдоль фронта трещины для различных случаев 
полиномиального закона нагружения.
Предложен подход к определению перемещений берегов трещины по значениям коэффи­
циента интенсивности напряжений, в котором используются уравнение энергетического 
баланса Райса, теорема Дайсона и теория трансляции трещин в неоднородном поле напря­
жений. Получено замкнутое выражение для перемещений берегов эллиптической трещины 
при полиномиальном законе нагружения любой степени, которое может быть использовано 
в решении пространственных задач теории упругости с трещинами.

В инженерных конструкциях реальные дефекты моделируются трещи­
нами в форме эллипса или его части. Несмотря на универсальность и 
многообразие применяемых численных методов, развитие аналитических 
методов расчета тел с эллиптическими трещинами остается актуальной 
задачей. Аналитические решения используются при проверке точности 
численных решений, при выделении сингулярностей и асимптотических 
особенностей решения, при создании на их основе эффективных численных 
процедур, например в методе альтернирования [1, 2 ] или методе граничных 
элементов [3].

Фундаментальное решение теории упругости для эллиптической тре­
щины в бесконечном теле еще не найдено. Тем не менее достигнут прогресс 
в анализе трещин, которые находятся в поле нормальных напряжений, опре­
деляемых полиномами.

Первое аналитическое решение было получено Грином и Снеддоном
[4] для трещин в однородном поле напряжений. Сегедин [5] ввел в рас­
смотрение семейство потенциальных функций, обеспечивающих выполне­
ние заданных граничных условий на берегах трещины. В работах Ша и 
Кобаяши [6 ], Атлури и др. [7] эти функции использовались при уста­
новлении общей процедуры нахождения решения для полиномиального 
распределения напряжений. Однако в этих подходах используется трудо­
емкий аппарат эллиптических функций Якоби и эллипсоидальных функций 
Ламе, что ограничивает их практическое применение.

В работе [8 ] был предложен более простой путь, основанный на тео­
реме Дайсона [9]. Согласно последней, перемещения берегов эллиптической 
трещины под действием нормальных напряжений, определяемых полино­
мами степени Ы, должны иметь следующий вид:
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Г  (х , у ) = (1)

где -  некоторые постоянные коэффициенты. Соответствующее выраже­
ние для напряжений таково:

(а и Ь -  меньшая и бульшая полуоси эллипса; (р ,  р )  -  параметрические 
координаты с началом в центра эллипса (см. ниже)).

Использование результатов теоремы Дайсона позволило свести опре­
деление коэффициентов к потенциалам эллиптического диска, что, в 
свою очередь, дало возможность численно решать задачу для любой степени 
N  полиномиальной нагрузки [8].

В работе [10] предложен оригинальный метод интегральных уравнений 
для решения интегро-дифференциального уравнения, которое связывает 
поле перемещений с нагрузкой, действующей на поверхности трещины. Это 
позволило найти весовую функцию при полиномиальном нагружении до 
второй степени (N=2).

Для всех указанных работ общим является то, что вначале определяется 
поле перемещений берегов трещины, а коэффициент интенсивности напря­
жений (КИН) является уже следствием этих решений. Оригинальный подход 
нахождения решения для КИН (весовой функции (ВФ)) без предваритель­
ного определения поля перемещений предложен ранее [11]. В нем исполь­
зованы качественные результаты теоремы Дайсона [9] и метод трансляций 
трещины в неоднородном поле напряжений [12].

Тем не менее перемещения берегов трещины представляют большой 
интерес, поскольку позволяют достаточно просто получить гармонические 
потенциальные функции и решение краевых задач теории упругости.

Цель настоящей статьи, являющейся логическим продолжением [11], -  
установление поля перемещений берегов эллиптической трещины нормаль­
ного отрыва для заданного полиномиального закона нагружения ее берегов. 
Технически задача сводится к определению коэффициентов решения (1) 
при заданном законе нагружения (3).

1. Базовы е результаты  и понятия. С и ст ем ы  коорди нат . В случае 
эллиптической трещины наряду с прямоугольной (х, у) и полярной (г, в) 
системами координат широко используется параметрическая система коор-

(2 )

где к  +  I =  N  или, что эквивалентно:

д ( р , р ) = р N С08 т р ; (За)

д ( р , р ) = р N 8ш т р (36)
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динат (р ,  р )  с началом в центре эллипса. Связь между параметрическими и 
полярными координатами имеет следующий вид:

в  =  а  18 р ; р  =  - Г— ; Я ( в ) = , ,  а = = = , (4 )
^ ( в) л ^ т  в  +  а  со8 в

где а  -  отношение полуосей эллипса, а =  а  / Ь < 1,0; Я ( в ) -  полярный радиус 
точек контура эллипса.

В ет ви  н агрузки . Напряжения, приложенные к берегам трещины, можно 
разделить на четыре ветви по виду симметрии относительно полуосей и 
центра эллипса. К первой ветви отнесем напряжения, симметричные отно­
сительно полуосей а и Ь, ко второй -  симметричные относительно а и 
кососимметричные относительно Ь, к третьей -  симметричные относитель­
но Ь и косо симметричные относительно а и, наконец, к четвертой -  напря­
жения, кососимметричные относительно полуосей а  и Ь. Соответственно 
выражения для полиномиальных нагрузок (За) и (3б) можно представить в 
следующем виде:

д(р ,р ) = д с2+ к ,2] +к р 2г+к с°8(2у + к )р , 0 < у < ц (5а)

q ( р ,<р) = q s2i_k,2 j - k р  Ъ к sin(2y -  к)<р, 1 < j  < і, (56)

где 2 і +  к  = N ; индекс к  обозначает принадлежность к одной из указанных
ветвей нагрузки (в выражении (5а): к  =  0 -  для первой ветви, к  = 1 -  для
второй; в (5б): к  =  0 -  для четвертой, к  =  1 -  для третьей).

О рт онорм ирован ная на эллипсе си ст ем а ф ункций. Ранее [11] предло-
1/2жена ортогональная с весом П  (<р) нормированная система функций 

с е п (рX ЇЄп (р  ):

2^ 2^ [0 і ^  j '
/  с е і ( р )сеj (р )П  1/2(р  М р =  /  ^ і ( р  )s e j  ( р )П  1/2( р  ¥ р  =  \ !  =  ’
0 0  ̂ , 1 1 ;

2я (6 )
f  c e i (р ) s e j (р )П  1/2 ( р ) d p  =  0,

1 /2где П  (р ) -  безразмерный элемент длины контура эллипса;

П 1/2 (р ) = -у/sin2 р  +  а 2 cos2 р . (7)

Данная система функций строится на базе тригонометрических функ­
ций синусов и косинусов. Функцию cos п р  можно выразить через систему 
функций c e n (р ) в виде
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Эллиптическая трещина нормального отрыва

[ п ]
COS П<р =  Р  f  пс е п ( р  ) +  Р  f  f _ 2  СЄп_ 2 І р  )+ ...=  »,»-2 mc e n-2m ( P )• (8a)

m=0

Аналогично sin п р  можно представить как

И
sin п р  п,п_2ms e n_2m ( р ) , (8^)

m=0

где ft n ,n_2m ,v n,n_2m -  некоторые постоянные коэффициенты; здесь и далее 
скобки [•] над знаком суммы обозначают целую часть от выражения, заклю­
ченного внутри них.

Коэффициенты f t n,n_2m определяются из выражения (8a) для всех 
индексов n и n _  2m, начиная с низших значений и далее, домножая левые и
правые части (8a) на cos k p  (при этом k  принимает значения 0 , 1, ..., n) и 

1 /2интегрируя с весом П  (p ) с учетом условий ортогональности (6 ). В резуль­
тате получена следующая рекуррентная формула для определения искомых 
коэффициентов:

[ ?  ]
М п, p п ,?_2i3_ 2 ir  p,p_2i

i=l
, ?  <  п;

(9)

М п,п ^ ^ (3 п,п_2i ) , 
i=1

?  =  п ,

l

где p  =  n — 2m  > 0; [p /2] -  целая часть от деления p /2 ; M n p  -  опреде­
ленные интегралы следующего вида:

2ж -л

/ 1 /2 1cos np  cos p p n  ( <р )d<p =  - (  M n+p +  M n—p  ); (10a)
0 2

2я
M k =  f  cos к р П  1/2( p  )dp. (106)

0

По аналогии получена рекуррентная формула для определения неизвест­
ных коэффициентов v n n—2 m с использованием выражения (8 6 ):
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п ,р

Р ,Р
^п р п,р—2/^р,р—2/п, р

/=1
, р  <  п;

[?] : 
^п,п ^ п,п—2/ ) Р  = п ,

/=1

(11)

где р  >  0; Ьп р  -  коэффициенты,

2 ж 1

Ь п,р =  5  ̂ п(Р ^  Р Р П  1/2 (Р ^ Р  =  2 ( М п-Р — М п+р )- (12)

Например, из выражений (9) и (11) следует

I-------  I------- М  2,0 I
Р 0,0 = д/М 0,0 ; Р 1,1 = д/ М  1,1 ; Р 2,0 = ~Б ; Р 2,2 = у  М 2,2 — (Р 2,2 )

р  0,0

и 1,1 = 7 ^ 1,1 ; V 2,2 = 7 ^ 2,2 ■

(13)

Коэффициенты М пр и ^ пр легко могут быть найдены численным 
интегрированием, поскольку не содержат особенностей либо получены ана­
литически, например:

М  0,0 = 4Е( к );

М 11 = - ^ [ ( 2 к  2 — 1)Е( к ) + (1 — к  2 Ж  (к )]; (14)
3к

Ь1 1 = [(1'+ к 2 )Е( к ) — (1 — к  2 )К  (к )],
, 3к2

2 2где к = 1—а  ; Е (к ), К (к ) -  полные эллиптические интегралы первого и 
второго рода соответственно. Ранее [11] приведены общие формулы для 
определения коэффициентов Р п п—2т и V п п—2т ■ Однако выражения (9) и 
(11), на наш взгляд, более наглядны и удобны для практического использо­
вания.

Функции с е п (р ) и яеп (р ) можно записать через тригонометрические 
функции следующим образом:

1

0
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Эллиптическая трещина нормального отрыва

се
[ § ]

|( Р ) = п,п-2т С0< п -  2 т ) Р; (15а)
т =0

зе
[ ? ]

г(Р ) = 2 ^ п,п-2т  в т (п  -  2т ) р , (156)
т =0

где £ п,п-2т И X п ,п-2т -  Некоторые ПОСТОЯННЫе Коэффициенты.

Выражение (15а) является обратным (8а), и коэффициенты £ пп- 2 т и 
$ п п_2т  -  взаимосвязаны как элементы обратных матриц. Структуру послед­
них можно представить на примере преобразования (8а) для ряда функций 
косинуса с четными аргументами, записанного в матричном виде:

со80р 3  0,0 0 ... 0 ' се0 ( Р )
со82р

= 3  2,0 ,2 .. 0 с е 2 ( Р )

С08(2/)р /  2/,0 3  2 / ,2 ■

.. 
2/ с е  2/ ( Р X

(16)

Аналогичный вид имеет матрица преобразования для нечетных аргу­
ментов косинуса. Таким образом,

{£ к } = {/3к }- 1 , (17)

где

{£ к } =

£ к ,к 0 

' 2+к,к £ 2+к,2+к

21+к,к £ 21+к,2+к .. £

0

0

21+к ,21+к

\ 3  21+к ,к 3  21+к ,2+к

0

0

21+к ,2/+к

& = 0,1; 2/ + к = 0 ,..., N . Размерности таких матриц: ( /  + 1) X ( /  + 1).
Коэффициенты х  п п-2т (15б) и у п п-2т (8б) также взаимосвязаны 

между собой:

{Х к } = {у к }-1. (18)
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Заметим, что размерности этих матриц будут ( I +  к ) X ( I +  к ), поскольку 
при к  =  0 в обеих матрицах отсутствуют первые строка и столбец.

2. Весовая функция. По определению (см., например, [13]), весовой 
функцией называется коэффициент интенсивности напряжений нормального 
отрыва в точке 2 ' контура трещины при действии пары симметричных 
единичных сил, приложенных в произвольной точке 2  на поверхности 
трещины. Таким образом, зная весовую функцию в каждой точке поверх­
ности трещины, можно получить КИН для любого распределения напря­
жений. Ранее [11] было показано, что ВФ для эллиптической трещины в 
неограниченном теле при полиномиальном законе распределения напря­
жений степени N  на ее поверхности можно определить в виде ряда:

2

лаЬд/ 1 —

N N

2  А п ( Р , ф )с е п ( *) + 2  В п (Р ,ф ̂ е п ( *)
п=0 п=1 ’ (19)

где * -  параметрический угол точки контура трещины; р ,  ф -  координаты 
точки на поверхности трещины; А п ,В п -  некоторые неизвестные функции. 
Используя выражение (19) [11] и расписывая функции с е п (ф ) согласно 
(15а) настоящей работы, представим функцию А п (р , ф ) в следующем виде:

А . [ !  ]( P , Ф ) = Р  П 2 £ п,п~2ш СОв(п — 2т )ф +п
т=0

г п 1
[ 21т— 1

+ (1 — Р  2 ) 2  2  ап—2т  ,2,  Р  п—2т + 21 С08( п — 2т )ф .
т =1 у=0

Аналогично, используя (20) [11] и (15б), получаем

[ ? ]
В п (Р , ф ) = Р  п 2 £ п,п-2т 8 т ( п — 2т )ф +

т=0

[ - 1  |_ 2 1 т— 1

+ (1— Р  2) 2  2  Ь"-2т ,21 Р  п—2т + 21 81П( п — 2т )ф ,
т =1 1=0

(2 0 )

(2 1 )

где а ^ -2т 21 , 2т 21  -  неизвестные постоянные коэффициенты.
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п п — 1
циентов, где г  =

_2 _
в случае А п, г  =

_ 2 _

Г
Каждая функция А п , В п содержит Б п =  ^(1 + г ) неизвестных коэффи-

в случае В п . Заметим, что эти

коэффициенты отличаются от рассматриваемых в работе [11], однако опре­
деляются таким же способом. Для этого используется очевидное следствие 
теоремы Дайсона: при полиномиальном законе нагружения степени N  вклад 
в КИН от функций А п , В п , где п >  N , должен быть равен нулю. Для 
фиксированного значения индекса п, интегрируя весовую функцию (19) по 
одной стороне поверхности трещины совместно с серией полиномов (5а), 
где у = 0 , . . . ,  [(п — к ) / 2 ]; г =  у , . . . ,  [(п — к ) / 2 ], получаем совокупность неза­
висимых систем уравнений для определения неизвестных коэффициентов

а £—2т,2у фу н щ ии А п в виде

т—1 т
? Г + У  1 2(п—2 т+1+] )+1 а п =  0 /ООЛ
£п ,п—2т 2(п—т +1 )+ 1 У  2(п — 2 т +  I +  у ) + 3 ап —2т ,2у 0, (22)у=0

где т =  1, . . . ,  п; г = 0 , . . . ,  т — 1;

1 р 2 т +̂  (2 т)!!
12т + 1 = -0 р 2  Ф  =  (2т  + 1)!!. (23)

Таким образом, выражение (22) представляет собой п независимых 
систем уравнений, каждая из которых содержит т  уравнений и т  неизвест­
ных.

Аналогично получено выражение для определения коэффициентов
Ьп—2т ,2]  фуНЩии В п ■

т—1 т
1 2(п—2 т+1+у )+1 ьп = 0

X п,п—2т 2(п—т+{)+ 1 + у  2(п — 2 т +  I +  у) + 3 Ьп—2т,2у =  0, (24) 
у=0

где т =  1, . . . ,  п; г = 0 , . . . ,  т — 1.
3. Решение для КИН. Если известна весовая функция, то решение для 

КИН при любом законе распределения напряжений д(р , р ) на поверхности 
трещины Б  определяется интегралом:

К  1( О = /  Е (  P , Р , 0<7( P , Р  , (2 5 ч
(Б)  ̂ ’

где d S  -  элементарная площадь поверхности трещины в параметрических 
координатах, d S  =  a b р d р d р .  В дальнейшем для удобства используем норми­
рованное выражение для коэффициента интенсивности напряжений:
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к г(г)=
к  х( г)

4 й а  П 1/4 ( г) '
(26)

Подставив (5а) и (19) в (25) и проинтегрировав, получим КИН для 
случая действия на берегах трещины нагрузки первой или второй ветвей:

к
2 п + к ,2 р+ к (г) -  2Ч2п+к,2р + к (1 +  д  2р+ к ,0 )2  а  2П++кк ,2 р+ к с е 21+к ( г ),

1- р (27)

0 < р  <  п ,

(0 , I *  j
где д  2р + к 0 -  символы Кронекера: д  1 j  _  "Г . _  .; напомним, что к  опреде­

ляет принадлежность к определенной ветви нагружения (к  _  0 , 1);

а
1-р

Е к 21+к г .
к 2р+ к ,2.  2(п+р+. +к)+1;

._ 0

21+к
(28)

к 21+к 
2 р+к ,2 .

к 21+к 
2 р+к  ,2 .

с 21+к,21+к 5 
а  2/+к а  2р+ к ,0 ,

21+к •_ 1
а 2 —+ k 2 (/- —-^ ), .  _  1 — р , ̂21+к ,2р+к а  2р+ к ,2(/—р—1), 

2/+к „ 2/+к
а  2 р+к  ,2 .  а  2 р+к ,2 . —2 ,— а

р  _  1 

р  < 

р  <  /

0 < . < / — р , р  < /

(29)

Аналогично получим КИН при действии третьей и четвертой ветвей 
нагружения, описываемых полиномами (5б):

К  12п—к ,2р—к ( г) _  2<? 2п—к ,2 р —к ^ ^ 2 п —к,2 р —к^е  2/—к ( г), 1< р  <  п , (30)
/_р

2/—к

где
/—р

Е 2/—к т
г 2р—к ,2 2(п+р+ .—к)+1; 

._ 0

,2 /—к
(31)

2/—к 
г2 р —к ,2 .

X 2/—к ,2/—к , 
, 2 / —к 
ь 2р—к ,0 ,
х 2/—к ,2р —к ЬГ— ,2(/—р—1), .  _  /  р , р  <  I

0 <  < < /  — р , р  <  /'2/—к 2/—к

р  _  

р  <

2р —к ,2.  ь 2р —к ,2. —2 ,

(32)

30 /5*5^ 0556-171Х. Проблемыг прочности, 2002, №  1



Эллиптическая трещина нормального отрыва

4. Перемещения берегов эллиптической трещ ины . Перемещения бе­
регов трещины (1) удобно представить в параметрических координатах. 
Соответствующее выражение в случае действия нагрузок первой или второй 
ветвей, описываемых полиномами (5a), примет вид

______ n П

W 2n+k,2p+k(P ,P ) = a V 1 - P 2 S  S  d l" X k iC + k P 2j+k cos(2m + k ) p , (33a)
m =0 j=m

где k  = 0,1; 0 < p  < n. Аналогично при действии нагрузок третьей и четвер­
той ветвей (5б) получим

______ n П

W2n-k,2p-k  ( P , p  ) = a V 1 - Р  2 S S  e P  2 ]~k sin(2m - k)p , (336)
m =0 j=m

i r\ 1 1 ^ ^ r2n+k,2 p+k 2n-k,2 p—kгде k = 0 , 1; 1 < p  < n; d 2j+ k,2m+k , e2]-k ,2m-k -  неизвестные постоянные

коэффициенты. Эти коэффициенты можно определить, приравнивая полные 
вариации перемещений берегов трещины, полученные, с одной стороны, из 
уравнения энергетического баланса Райса [14] и, с другой стороны, не­
посредственно из (33), варьируя последние в соответствии с [12]. При этом, 
как было показано в работе [12], необходимо учитывать изменение нагрузок 
на берегах трещины вследствие изменения формы трещины. Согласно [12], 
полную вариацию перемещений берегов трещины при пропорциональном 
изменении ее формы (да / дЬ = а  = const) можно представить так:

dW (q) d W( q )  ( dq
W( ^ b  (34)d a  da \da

где Ж (q ) -  перемещения берегов трещины при соответствующем распреде­
лении нагрузок q( р ,  р ) на ее берегах.

Для полиномиального закона нагружения (5) следует

W
dq 2n+k ,2 p+k ( Р> ф )

da

2 n + k
W2 n+k ,2 p+k ( P ,ф )■ (35)

Заметим, что в случае однородного нагружения ( п = к  = 0) выражение 
(34) преобразуется к виду

д Ж( я ) т ( я )

~ а ~  = — ■ (36)

Таким образом, подставив (33а) и (35) в правую часть (34), получим 
вариацию перемещений берегов трещины при действии первой и второй 
ветвей нагрузки:
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д Ж  (р ,  р ) = 
д а

П П

=  ~ Г ^  2  2  Р ■+ (2п -  2 1 )(! -  р 2 ) № р 2]+ к  С08(2 т  + к )р. (37)
Д/1 р  т—0 ] —ш

Уравнение энергетического баланса интегрально связывает значения 
КИН для двух случаев нагружения берегов трещины, а также полную 
вариацию перемещений берегов трещины для одного случая нагружения и 
распределение напряжений для другого. Это уравнение позволяет найти 
полную вариацию перемещений берегов трещины при известных нагрузках 
на ее берегах и способе изменения формы трещины. Выбирая полино­
миальный закон в качестве первого случая нагружения, а нагружение парой 
симметричных сосредоточенных сил в качестве второго, уравнение энерге­
тического баланса при пропорциональном изменении формы трещины (см. 
выше) запишем в виде

Н  ] > (  р ,  р , 1)К  г( о п  1/2( 1)йг — дЩ д Ра ’<р)- (38)

Подставив в (38) выражение для весовой функции (19), КИН (27) и 
проинтегрировав с учетом условий ортогональности (6 ), получим выраже­
ние для вариации перемещений берегов трещины под действием первой и 
второй ветвей нагружения:

д Ж 2п+к,2р+к( р , р ) 2п+к,2р+к(1 + д 2р+к,0 ) \ г-\21+к
----------- да----------- —--------------- /= ^ —  2  л 21+к (р , р ) ̂  2п+кк ,2 р+к .(39)

1 - р  1—р

Далее, представив функцию Л п в виде (20) и перегруппировав члены, 
получим

д Ж 2п+к,2 р + к ( р , р ) 1 2п+к ,2 р+к 2 1+к , п
----------- да----------- = I--------2 2  2  2 И2 1 + к /т + к р  С08( 2 т + к ) р , (40)

V1 -  р  1—р т —0 ]—т

где

, 2п+к,2р+к _  4<12п+к,2р + к (1+ д 2р+ к ,о) ^  , 21+к 0 2?+к
" 2 }+к,2т+к ^  2  к 2т+к,2(] -т ) “  2п+к,2р + к . (41)

I—тах|р, у |

Отметим, что нельзя получить решение для перемещений берегов трещины, 
находящейся в неоднородном поле нагружений, просто интегрируя (40) по 
характерному размеру трещины, поскольку при этом необходимо учитывать

32 ISSN 0556-171Х. Проблемыг прочности, 2002, №  1



Эллиптическая трещина нормального отрыва

изменение поля напряжений, происходящее из-за изменения формы тре­
щины.

Приравнивая выражения (37) и (40) при одинаковых степенях р  и 
аргументах косинуса, получаем следующую итерационную формулу для 
определения искомых коэффициентов поля перемещений берегов трещины 
(33 а) при действии первой и второй ветвей полиномиального нагружения 
(5а):

, 2п+к ,2 р+к  
® 2 у+к ,2т+к

, 2п+к,2р+к 
"2  у+к ,2т+к

2п — 2у + Г

* 2п+к,2р+к  ~ . г \\і2 п + к ,2р+к
"2у+к ,2т+к + (2п -  2у +  2 )й 2] —2+к ,2т+к

2п — 2у + 1
у' > т.

(42)

По аналогии определяются неизвестные коэффициенты в решении для 
поля перемещений берегов трещины (33б) при действии третьей и четвертой 
ветвей полиномиального нагружения (5б):

2п— к ,2 р —к = 
е  2 ] —к ,2т—к =

2п—к ,2 р —к 
2 ] —к ,2т—к

2п — 2у + 1

,2п—к,2 р —к 
12 ] —к ,2т—к +  (2 п

2п— к,2р —к 
■ 2у + 2)е 2 у—2—к ,2 т — к

2п — 2у + 1

у = т ;

у' > т,

(43)

где

,2п—к ,2р —к _  4 У2п—к ,2р—к /  21—к 
12 ] —к ,2т—к =  ц  / і  Г2 т—к

121—к
г—к,2(у—т) ^ 2п— к,2р—к •

1=тах|р, у |
(44)

Заметим, что выражения (33) представляют собой перемещения одного 
берега трещины. Для получения полного поля перемещений (обоих берегов 
трещины) необходимо удвоить полученные значения.

5. КИ Н  и перемещения берегов круговой трещ ины. В случае кру­
говой трещины а  = 1. Выражение (19) для весовой функции при этом примет 
следующий вид:

Р (  P , Р , () =

2

л а  2 ^ 1 — р  2

N N
/ ( £  пп ) 2 р п С08 пер С08 пі + / ( X п,п )2  Р  п 8ІП пР  8ІП пі
п=0 п=1

(45)

где

(£о,о)2  = 2 л ; (£п,п)2  = (х п,п)2  = - г , п > о.2 л  Л
( 4 6 )
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В результате интегрирования (45) КИН для первой и второй ветвей 
нагружения в случае круговой трещины имеет вид

_  2
К і2и+і,2р+к ( {) _ Л  4 С2 п+к,2р+ к1 2 (п+р+к)+1 со (̂2 Р  +  к ) t ,  0 ^  Р  ^  п - (47а)

Аналогично для третьей и четвертой ветвей нагружения запишем

-  2 _
К 12п- к,2р- к (?) _ Л  4 2п~к,2р —кІ 2(п+р —к)+1 ®іп (2 Р  -  к Х  1< Р  < п- (476)

Подставив (42) и (47а) в уравнение энергетического баланса (38), полу­
чим вариацию поля перемещений берегов круговой трещины:

^ ^ 2  п+к ,2 Р+к(р ,  ф ) 4^ 2п+к ,2 Р+к 2 Р+к /п 
-----------. -------------= --------, 1 2(п+ Р+ к)+ 1 р  Р+к С08(2Р +  к )Ф.

д а  Н 1 — р 2  2(п+Р+к)+ 1И (48)

Поле перемещений берегов круговой трещины представляется, как и в 
случае эллиптической трещины, в виде (33а) или (33б). Неизвестные коэф­
фициенты определяются аналогично. Таким образом, была получена следу­
ющая итерационная формула для определения постоянных коэффициентов 
поля перемещений берегов круговой трещины (33а):

2н+к ,2 р+к 1 2(п+р+к)+1

жИ (2 п -  2р  + 1) ’ ~  Р;
2п — 2у +  2
2п -  2у  + 1 Л2 ] —2 +к,2р + к , у  >  т =  р ; (49а)

0 , у , т *  р.

Лп+к,2Р+к _  
2 у+к ,2т+к

По аналогии получена итерационная формула для определения постоянных 
коэффициентов перемещений в случае третьей и четвертой ветвей нагру­
жения (33б):

е
2 п—к ,2 р —к _  
2] —к ,2т—к _

4ч2п-к  ,2 Р—к 1 2(п+Р—к )+1

л Н  (2п -  2р  + 1)’ ]  т  Р; 
2 п — 2у +  2
2п -  2у' + 1 Є2у-2~к,2р— , >  т _  Р;

0 , у , т *  р .

(496)
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С учетом (40) искомое решение для поля перемещений круговой трещины 
под действием первой или второй ветвей полиномиального нагружения (5а) 
имеет следующий вид:

______ п

^ 2 п+к,2р + к ( Р , ф ) = а л/1— Р 2 С0< 2Р + к )ф 2  й  1 & + Р 2 +к , (50а)
1=р

в случае третьей и четвертой ветвей нагружения (56) -

^ 2 п —к,2р—к ( Р , ф ) = а л/1— Р 2 81п(2Р  — к)ф 2  е2у— ё Р —к Р 21 к ■ (50б)
1=Р

Отметим, что выражения (50) получены с учетом изменения формы 
трещины в неоднородном поле напряжений (34). Пренебрежение происхо­
дящим при этом изменением поля напряжений приводит к существенным 
ошибкам, как, например, в решении [15] для круговой трещины под дейст­
вием симметричной полиномиальной нагрузки.

Как и выражения (33), формулы (50) представляют собой перемещения 
одного берега трещины. Для получения полного поля перемещений необхо­
димо удвоить полученные результаты.

6 . П римеры  расчета КИ Н  и перемещений берегов трещ ины.
6.1. Р еш ен и е для К И Н . В качестве примера рассмотрим аналитическое 

решение КИН для двух полиномов 3-й степени, симметричных относи­
тельно оси у  (вторая ветвь нагружения):

Р 1 = (ь )  = Р 3 С083 ф; (51а)

P 2 = | “ j =  Р 3 s™ 2 ^  cos (516)

Для удобства данные выражения представим в виде

P 1 =  р  3( q  3 jcos <р +  q  3 3 cos3<p), 1 =  1,2, (52)

где 1=1,2  для случаев нагружения (51a) и (51б) соответственно.
При этом КИН будет равен

K |  ( t) =  K  131( t) + K  133( t). (53)

Далее, используя (27) с учетом (28), (29) и (22), получаем искомое 
решение для КИН в случае эллиптической трещины:
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К I (г) = - ^ { с о в  г[1 Ц31(£ 11 )2 + 2Ц31(£31)2 + 6Ц33£31£33 ] +

+ со83г[2ц 31£ 31£ 33 + 6ц 3 3( £ 33)2]}, (54)

где I 5 = 8/15 (см. (23)). Заметим, что для второй ветви нагружения к = 1, а
3

из (22) следует а 1 0 = —4 £31. Коэффициенты £ у  определяются согласно

(11):
1 Р 31 1 , „£" = Р ц ; £ 31 =  — Р п Р 33 ; £ 33 = — р 33' (55)

В случае действия нагрузки вида (51а) полагаем ц31 = 0,15, ц 33 = 0,25. С 
учетом (55) и (11) искомое решение (54) для КИН примет следующий вид:

К ! ( г)=
3к2 Ф 3 (к)Ф  4 (к )
10 ^Ф 1(к ) Ф 1(к )Ф 2 (к )

сов г +
3к4 Ф 4 (к ) 

2 Ф 2 (к)
сов 3г. (56а)

Аналогично для нагружения (51б), принимая ц31 = 0,25, ц 33 = — 0,25, 
получаем

к 2

К  12( г) = —
2

+ Ф 3(к )Ф 5 (к )
10 ^Ф 1(к ) Ф 1(к )Ф 2 (к)

. к 4 Ф 5 (к) 
сов г — — - ——  сов3г.

2 Ф 2 (к)
(56б)

Здесь к 2 = 1— а 2;

Ф 1( к ) = (1— к 2)К + (2к 2 — 1)Е;

Ф 2( к ) = (8к 8 — 63к 6 + 114к 4 — 11к 2 + 12)К 2 +

+ (32к8 — 64к6 + 151к4 — 119к2 + 12)Е2 —

— (16к 8 — 19к 6 + 146к 4 — 95к 2 + 12)2ЕК; (51)

Ф 3 (к ) = (2к 4 + 3к 2 — 8)Е  — (к 4 + 1 к 2 — 8)К ;

Ф 4( к ) = (2к 4 — 2к 2 + 2)Е — (к 4 — 3к 2 + 2)К ;

Ф 5( к ) = (8к 4 — 3к 2 — 2)Е — (4к 4 — 2к 2 — 2)К ,

где К  = К (к ), Е  = Е ( к ) -  полные эллиптические интегралы первого и вто­
рого рода соответственно.

Решения для КИН в случае окружной трещины (а  = 1,0) при заданных 
случаях нагружения соответственно равны

- 1  4
К : ( г) = - —  (1сов г + 2сов3г); (58а)

35я
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- 9  4
к : ( г) = ^ т - (7008 г -  6соэ3г). (586)

105я

Результаты расчета КИН согласно (56) и (58), полученные в двух точках 
контура трещины для разных отношений а  полуосей трещины, представле­
ны в таблице.

Безразмерные КИН при нагружении (51а) и (516)

t, град а  = a / b K  1(t) K  i2(t)

0 1,0 0,32740 0,01213
0,8 0,38948 0,01551
0,6 0,47735 0,01928
0,5 0,53575 0,02089
0,2 0,80350 0,01663

45 1,0 0,12862 0,11147
0,8 0,15415 0,12304
0,6 0,18922 0,13650
0,5 0,21158 0,14395
0,2 0,30172 0,16752

Полученные аналитические значения с точностью до шестого знака 
совпадают с результатами, определенными по методу Бородачева [8] путем 
численного интегрирования обобщенных потенциалов эллиптического диска.

6.2. П оле п ерем ещ ений  б ер е го в  т рещ ины  при полиномиальном закон е  
нагруж ени я 2 -й  ст епени. Рассмотрим полиномиальное нагружение вида

q  2,0 ( р , р ) = q  2,0 р 2; (59а)

q 2,2 (р ,Р ) = q 2,2р 2 c o s 2  Р - (59б)

Поле перемещений при этом представляется согласно (33a) так:

W 2,i( P , Р ) = W 1_ Р 2 (d 0,0 + d 2,0Р 2 + d 2,2Р 2 c o s 2  Р ), i = 0 , 2  (60)

Искомые постоянные коэффициенты получим согласно (42) в виде

h 2,1,2,i _  h0,0 ,2,i _  , 2,i 0 ,2,i j2 ,i  _  , 2,i (6 1) 
a 0,0 -  3 ; d 2,0 -  h2,0 + 2 d 0,0 ; d 2,2 -  h2,2 - ( )

2 I 2
Коэффициенты Л2у 2р с учетом (41) , (29) и (22) (откуда а 0 0 = - 2 е 2 0) 

запишем следующим образом:
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, 2,0 16 Ч2,0 2 л, ч2 п , 2,0 32  Ч2,0 о
^0,0 _ 1С и  IX£ 0,0 ) 4 £ 2,0 ) ]; ^ 2,0 _  с и  (£ 2,0 ) ;

1 2,0 
^2,2 _

, 2,2 
’2,0 _

15 Н

32 ,0Ч

15 Н

32 ,2Ч

5 Н

' 2,0е 2,2 ;

£ 2,0£ 2,2 ;

, 2,2 
" 0,0 _

64 Ч2,2 

15 Н

5 Н

' 2 ,0С2,2 ; (62)

, 2,2 _  32 Ч2 2 (£ ) 2 
" 2,2 _  15 Н  (£2,2) ■

С учетом (62), а также (17) и (11) получим выражения для искомых 
коэффициентов (61):

2,0 _  4 ^  А 2 (к ) ; 2,0 _  2 Ч2,0 3 (А з(к ) ) 2 + 4А 2 (к ) ;
0,0 3 Н  А 1(к )Е(к ) ; 2,0 3 Н  А 1(к )Е(к ) ;

1 1 (63а)
, 2,0 _  _ 2к 2 Ч2,0 А 3(к) .
‘2,2 Н  А 1( к ) ’

,2,2 _  _  
а 0 ,0 _  3 Н

4 Ч2,2 к 2А 3 (к ) 
А 1(к) ;

,2,2
2,0

10 ^ 2 2  к 2 А 3( к ) _ 
3 Н  А 1(к ) ;

,2,2 , Ч2,2 , 4  Е (к) 
« 2,2 _  6^ “к --------

(636)

Н А 1( к )

где

А 1(к ) _  Е 2 (4 к 4 + 11к2 _  11) _  5 К 2 (1_ к 2 ) 2 + 8Е К (к 4 _  3к2 + 2);

А 2 (к ) _  Е 2 ( к 4 + 5к2 _  5) _  3 К 2 (1_ к 2 ) 2 + 4 Е К (к 4 _  3к2 + 2);

А 3 (к ) _  2К(1_ к 2 ) _  Е(2 _  к 2 ).

Заметим, что эти коэффициенты взаимосвязаны с эквивалентными коэффи­
циентами ч 'жп , полученными ранее (см. в [11] (45)). Например,

0,2 
Ч 0,0

Это позволило найти ошибку в записи коэффициента ч 0 2 , допущенную в

[11] (см. в [11] (45Г)). Правильное выражение с использованием ориги­
нальных обозначений указанной работы таково:
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( а
2,0
0,0 + ,2,2 , 

0,0 -
( , 2,0 

0,2 ( а 2,0 
Ч2,0 _

+ 2,0 (2,2 + £ 2 )

0,2 
Ч0,2 _

 ̂ ,2,0 
( а  2,0 + ,2 ,2 . , , ,2,0 

' 2,0 ) + (а 2,2 +
(64)

4 4

4



Эллиптическая трещина нормального отрыва

0 2  Е  2 (2к 4 + 6к 2 — 2) + Е К  (1— к 2)(2 — 5к 2)
4 «  = ------------------------3Ед<к)------------------------■ (65)

где
д 1( к )

д (к ) = - ^ А

В ы в о д ы

1. Модифицирована существующая методика [11] получения решения 
для весовой функции и КИН. При этом в общем разложении весовой 
функции неизвестные функции А п и В п представляются в виде разло­
жения в ряды относительно тригонометрических функций косинуса или 
синуса.

2. Предложен оригинальный подход к определению нормальных пере­
мещений берегов трещины при полиномиальном распределении напряже­
ний, в котором используются значения для весовой функции и К : , а также 
метод трансляции трещин в неоднородном поле напряжений. Получены 
общие решения для перемещений берегов эллиптической и круговой трещин 
нормального отрыва.

3. Разработан эффективный алгоритм расчета значений КИН и пере­
мещений берегов трещины, позволяющий численно получить решение для 
любой степени полиномиальной нагрузки. Получены аналитические форму­
лы расчета К± для полиномиального закона нагружения 3-й степени и поля 
перемещений берегов трещины для симметричного нагружения 2 -й степени.

Р е з ю м е

Розглянуто внутрішню еліптичну тріщину нормального відриву в необмеже­
ному тілі. Модифіковано запропоновану раніше методику визначення ваго­
вої функції та коефіцієнта інтенсивності напружень. Отримано аналітичні та 
чисельні значення коефіцієнта інтенсивності напружень вздовж фронту трі­
щини для різних випадків поліноміального закону навантаження. 
Запропоновано підхід до визначення переміщень берегів тріщини за зна­
ченнями коефіцієнта інтенсивності напружень, у якому використовуються 
рівняння енергетичного балансу Райса, теорема Дайсона і теорія трансляції 
тріщин у неоднорідному полі напружень. Одержано замкнений вираз для 
переміщень берегів еліптичної тріщини при поліноміальному законі наван­
таження довільного ступеня, котрий можна використати в розв’язку просто­
рових задач теорії пружності з тріщинами.
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