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��� �������	� ������ PNK-

����� 	���������� �������	�-
��� �������	
��	� �����	, ����-
������ �� ����� �� ��������
������ � ������� ����� – 
��-
�	�� �����, �� ��� � �� ������	-
�� !����	� � ������ ��������	�
	�����	�. "�� ��������� �����
����� 	 ���� �� �������	
	��-
��� ������. #���
���	������
�������� ���	����� 
�����.

 �.�. �����, �.�. ��	
����,
2010

���������

��������������������	���

���������	
��
��	�	���
������������
��
��
����������������

��������. �������� � ������ ����� ��-
����� ������� ������� �� ������� �����-
��� 	������ �� ����, �����
�� ����
��
����� ���	�� � �������
�� [1, 2].
��� ���� ���
 ������, ������� � ��-

���
	����� � ����!�� � ���������� ��-
��"�� �����. #�� �	 ����� ������� – ���-
��������� PNK-����� [3]. #��� �����-
��� PNK-������ ��� ������ ���������
	���� ����	�� ����������
�$ �  �����-
���
 � ���%���
 ����� ������ [4, 5].
#���� ��� ������ ������� 	���� ��� 	�-
���, � ������� � �������� ���������� ��-
���� 	����� �������� �������, ��%�� �-
��$���
�� ������� ���������
 ������.
������� � �����"�� ������ �����������

��	��%���
 �����
	����� �����������
����������!��, ������� � ���
�� � ��-
���
�� ���� � ������ ����	�����, �
���%� � 	������  ��!�� � ������ �����-
��"�� �����!��. &�� ��	������ ��������-
���
 �����
�$ � ����!�$ �� ������	�-
������ 	�����, ���$"�$�� � ����"�� ��-
������ �����, � � ����!��� � ��������
���������� ���� �����. '�� ����� ����-
���� ������ � 	������
�� 	����������
�������� ���������� ������� ������� ��-
����� �� ���	���� � ����� ��������. (����
��������������� �����
�� �������� ��-
������ ��������� ����������� ������-
����!��, ������� � ����� �������, �
��������, ��� �����
	����� � ������!��
��������	���$"�� ����������� �����!�,
������!�� �����!� )���� � ����� ��"��
���!�����.
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� ��"�� ���� 	�����  ������������ �����$"�� ����	��:

},1,0)(:)({min Mxmjxfxf j
x

∈≤≤≤ ,                            (1)

��� j
n ffRx ,;∈  – �������� ���������  ��!��, ������$"�� ������

	����� � M , ��� M – �������� ���������.
����%�� }1:)({max)( mjxfx j

j
≤≤=ϕ  � ���� ���������� 	����� ���:

},0)(:)({min Mxxxf
x

∈≤ϕ .

����
 ����� ������ nk <−1  �����!�$. � ��	��
���� ������� ��%�����
����� kX , ������"�� �	 ����
�� ����� Mx ∈1  � k ����� kiMxi ,2, =∈  – ��-
	��
����� �����!��.

#������� k-� �����!�� 	���$������ � ���%���� ����� 1+kx  ����� ����-
�� �!����� 	�����, � ������� �"���� ������ ���� ��  ��!��, � !���-
���  ��!�� � ��������� 	����� � �� ������ ����������!��, ������-
��� �� ������ ��%����� kX , � ����:

}
2

1
{min 21

2

,, 21

ξ+ξ+−
ξξ kr

kx
Nxx

h
,                                (2)

kiiii Xxxxxfxf ∈∀ξ≤−′+ ,)),(()( 1 , (3)

kiiii Xxxxxx ∈∀ξ≤−ϕ′+ϕ ,)),(()( 2 , (4)
Mx ∈ξ≤ ,0 2 ,                         (5)

��� }:)(min{arg kkr XxxFx ∈=  – ����� ������� ���� ��  ��!��
)}(;0max{)()( xNxfxF kk ϕ+=  � kX ; r – ����� ���� �����; )(),( xxf ϕ′′  –

������� �����  ���!����� )(),( xxf ϕ∂∂ ; kN  – 	����� ���� ��� ��%�-
���� � �����!�� k; �������� 1ξ  �������������� !�����$  ��!�$ f � ��-
��"
$ ������� �������� (3); �������� 2ξ  ��������������  ��!�$ ����-
����� : � ����"
$ ������� �������� (4); ����������� ������� � (2) ���-
%�� ��� ��������	�!�� 	����� (2)–(5) � ��������� ���������� ������ � ��-
��"
$ �������� ��%����� kh .

+����� ���������� 	����� � ������� !������  ��!���. � ���� ������ ��-
������ ����������$ ����������!�� !������  ��!�� � ������� �� � �������
(3) ��� ����� ����� ����������!��. ����������$ ����������!�� ����� ��-
���
 � ���� ),(*5.0),()( 0 xCxxdqxq ++= , ���, ����� ���������


iiiii fxCxxdqxq =++= ),(*5.0),()( 0 , ki Xx ∈∀ , (6)

rrr gxCdxq =+=∇ )( , (7)

��� d – ������, C – ����������� �����!����
� ���������� �����!�,
)( ii xff = , )( rr xfg ′= .
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(�� ���%����  d  � C ������� �������	����� ����������� � ������� �
��	���, ������� ������� �	 ��	����� rii xxp −=  � ����� �������� ��������
��	���.

#�"�� ��� �	�����  ��!�� � �������� ��� �  ��� �������	�����

����������� wTxy +=  	���$��� ����������� )())(()( 1 ywyTfxf ψ=−= − ,

))(()( 1 yxfTy xy
T

∇=ψ∇ − , ��� )()( 1 wyTyx −= − . ��������������, ��� �������-

	����� �������� �	����-���	���� ������%���� � ������� �����!� 1−T
��"�������.

� ���� ������ ������ ������� �������	����� ����������� rxxp −= ,
� ��	��
���� ������� ����� �������� �������� � ����� rx . (�� ����� �������-
	����� ET =  – ������� �����!�, rxw −= . 5��!�� )(xq  	�������  ��!�-
�� )( ps , � ����:

 =+++++==+= ))(,(*5.0),()()()( 0 rrrr xpCxpxpdqpsxpqxq

),(*5.0),(),(*5.0)(),(),(0 pCppgfpCppxCdxCxxdq rrrrrr ++=+++++= .

'�� ��� rr xCgd −= , �� ��� ��������� ����������� ����������!�� ���-
������ ���� �����!� C.

6���, ��� 0=rp , ������� (6), (7) 	�������� ����� ��������

iiiirri fpCppgfps =++= ),(*5.0),()( ,   rki \,1∈ . (8)

��������%��, ��� ������� 1,1, −∈ kipi  ����� �	������� (��� �����
������������, ��� rk = ). (������ �� �� ����� ��	��� 1+− kn  ������ ��-
������ ��	���. ����
 �����!� T  	����� �������	����� ����"��� ��	��� � �-
��� ����� ����	��, ��� �������� ip  �����������$� ������ 1−k  ����� ie  ���-
�� ��	���: ii Tpe = .

�������� �����!� T. '�� ��� ii peT =−1 , 1,1 −∈ ki , �� ������ 1−k  �����-

!�� �����!� 1−T  �������$� � ��������� ip . #����
�� 1+− kn  �����!��

�����!� 1−T  �������$� � ��������� ������ )(ije  �������� ��	���, ���$��-

��� � ���� ��	��, ��� ��� )(
1

iji eeT =− , nki ,∈ .

����
 Π  – �����!� �����������, �������"�� �����!� 1−T  ����� �������-

���� ����� � ���� ��
�

�
��
�

�
=Π −

22

11 0
EP

P
T . '���� =ΠΠ= − )( 1TT
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�
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�
�

�

�

−
=ΠΠ= −

−
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2
1

12

1
111 0

)(
EPP

P
T . .���
 Π  �������� ����������� �����!��.
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� ���� ��	��� ����������� ����������!�� )(yψ  ����	���� ���:

=++=ψ=== −−−− ),(5.0),()()()()( 1111 yTCyTyTgfyyTspsxq rr

),(*5.0),( 111 yTCTyygTf
TT

rr
−−− ++= .

#��	���� 111 ˆ,ˆ −−− == CTTCgTd
TT

r . '���� ������� (8) �������	����� �
����

iiiir feCeedf =++ )ˆ,(*5.0),ˆ( ,   1,1 −∈ ki .    (9)

#��$�� �������� 1−k  ������ �������
�� ������� �����!�

)ˆ(*2ˆ:ˆ
iriii dffcC −−= , ��� ),(ˆ

rii gpd =  – i-� �������� ������� d̂ , �������
���� ������%�$� !�����$  ��!�$ � ������ ki Xx ∈ . 0��� )(xf  – ��������
 ��!��, �� ���  �!���� iiĉ  – �����!����
�.

�� ������ ���� 	����� ������ �������� �����!� Ĉ  ������� � �����-
!� C. �� �����!� Ĉ  ������� �����!� C �������� �����$"�� ����	��:

TCTC T ˆ= Π�
�

�

�

�
�

�

�

−�
�

�

�

�
�

�

� −Π= −

−−−

2
1

12

1
1

2

1
12

1
1 0ˆ
0

)(
EPP

P
C

E
PPP T

T
T

.

��� nk <<  ��� �������	����� �����!� ����% � �� ��	��%��� �� ;����-
�����, ������� ����� �����
	����� ����������� ����������� ������	�!��.

.�� �����!� C, ������� � ������� (3) ����������$ ����������!�$ !���-
���  ��!�� )(xf  ������� 	����� � ���� ���������

1))(,(*5.0),( ξ≤−−+−+ rrrrr xxCxxxxgf  �, ���$��� ��� � ����"
$ ��%�-
���� ,����%� 0≥λ  � !�����$  ��!�$ (2), �������� ����$ !�����$  ��!�$
	����� (2)–(5):

=�
�

�
�
�

� ξ−−−+−+λ+ξ+ξ+− 121
2 ))(,(

2
1

),(
2

1
rrrrrkr

k
xxCxxxxgfNxx

h

rkrrr
k

r fNxxgxxCE
h

xx λ+ξ+ξλ−+−λ+
�
�

�

�

�
�

�

�
−��

�

�
��
�

�
λ+−= 21)1(),()(

1
,

2
1

. (10)

*	 ��������� ����%��� ����, ��� �������
�� 	����� ��%����� λ
� ����������� 1, �. �. ��%�� � �������� [0, 1]. ������
�� ����������� ��-
��������!�� � �������� ���������� � 	����� (2)–(5), �� ��%����
 λ  ��%��
���
 �����
	��� ��� �������� ������. / ����: ��� 0=λ  �������� �����-
�� PNK-�����, � �����
	�$"�� ����������� ����������!��, � ��� 1=λ
�������� 1ξ  � ������� ��������� (3) ��������� ���"�������� � � ��-
���� �����
	����� ���
�� ����������� ����������!�� ������� !������  ��-
!�� )(xf , �����������$"�� ������� (3).
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������
�� � ������������ � !��
$ ����������!�� � �����!� Ĉ  ���������
���������
 ���
�� 1−k  ������ �������
�� �������, �� ��"������� �������
� ���������� �����
�� �������� �����!�, ��� ����%���� ������� �� ��-
�������. 1��������� ��.

1. 9����!� Ĉ  �������� ������, ����� 1−k  ������ ������ �������
-
�� ��������. � ���� ������ �������	����� �����!� Ĉ  � C ����"�����. /

����: TCTC T ˆ= Π
�
�

�

�

�
�

�

�
Π=

−−

00
0ˆ 1

11
1

1 PCP
T

T , ��� 1Ĉ  – ��������!� � ������-

�������� �������� �������
��� ��������� iiĉ .

���  ���������� �������� kixx i ,1, ∈=  � �����	�!�� �� 21 , ξξ

	����� (10), (3)–(5) ����� ������ },0max{)2(/2
ikikri Nfhxx ϕ++− , ����-

��� ���
��, ��� 	����� ���� ��  ��!�� � ������ rkixx i \,1, ∈= .

2. �������� �����!� Ĉ  ����� ����	��, ����� ������ 	����� (10), (3)–(5)
� ������ kixx i ,1, ∈=  ��������� �� ���� ��  ��!��� ���  ����������
	����� ��%����� 0>λ . ����%�� EhE k ⋅λ⋅=λ )/(1 . �������� �����!�

11ˆ −
λ

−
λ = TETE

T
, ������� ������� �������	����� �����!�. �������� ���-

����
�$ �����!� R, ��� ������� ������ 1−k  ������� ��������$��� ���

iiiiii ecr λ= ˆ/ˆ , ��� iieλˆ  – �������
�� ������� �����!� λÊ , � �����
�� ��-

����$��� ������ 1. 9����!� RERC λ= ˆˆ  ����� ����
 ������ 1−k  �������
-
�� ������� ����� iiĉ  � ����� ����������� ����%����
� ����������. �

��	��
���� �����!� C ����� ��������
�� ��� == −
λ

− RTTERTTC
TT 11

Tk
T

k ÑhRTTRTTh ⋅λ⋅=⋅λ⋅= −− )/(1)()/(1 11 .
.������  ��!�$ (10) ��	 ������� ��������	���$"�� �������

)2(/2
kri hxx − . �������

=�
�

�
�
�

� ξ−−−+−+λ+ξ+ξ 121 ))(,(
2
1

),( rrrrrk xxCxxxxgfN

( ) rkrrrTr
k

fNxxgxxCxx
h

λ+ξ+ξλ−+−λ+−−= 21)1(),()(,
2

1
.    (11)

 � ���� ��������� �����!� C ������ 	����� (11), (3)–(5) ���  ������-
���� �������� kixx i ,1, ∈=  ���� },0max{ iki Nf ϕ+ , ��� ���� ���� 	�-
���$ ���� ��  ��!��. .� �������� �����
 ������ vx  �����, ��� ��	���


rvv xxp −=  � ��	��� ip , 1,1 −∈ ki , )(ije , nki ,∈  ����%����� ���
�� ����	
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������� )(ije , �. �. ����� � ����� 1−k  �����$ �������� ��
�

�
��
�

�

2

0
V

.

'���� vv p
V
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V

RTRTpT =��
�
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��
�

�
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�
= −−−

2

1
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11 00
. #��$�� ��������

( ) 211

2
1

),(
2

1
)(,

2
1

rv
k

vv
k

rvTrv
k

xx
h

RTpTRTpT
h

xxCxx
h

−==−− −− ,

��� ��������� � ������� ��������	���$"�� ��������.

��	
������. � ��	��
���� �������� ������ �������� ������� PNK-
������, ������� � ����������� �!��� 	����� �� ��%����� �����. � ��-
������ � ������ ����������!��� 	����� ��� ��	������ 	������
� �������

������ ������ � ������ ������� � ������-�������  ��!��.

$.$. %����, $.&. '��
����

�*�#1*+'/��4 ��/(1/'*2�#)# �/�,*30��4 56��7<8 6 PNK-90'#(<

(�� ��������� ������ PNK-������ �����������=�
�� ���������� ���������!>� 	����>, ���
�����=�
�� � �>�
�� � �����
> ��> � �����>� ���!> (�����!� )����), ��� � � 	����
 ��!>� � ������ �������>� >����!>�. 7� ��	����= �>�
� ���� > ��>�� �������������
	�����. 1�	�����$�
�� ���>�
�� ���>��>� ������.

V.V. Boyko, V.M. Kuzmenko

USING QUADRATIC APPROXIMATION FOR FUNCTION IN PNK-METHOD

A quadratic approximation for functions is used in PNK-method to increase its productivity. Quad-
ratic approximation uses not only local information in a current point (Hessian matrix) but functions
values in previous points. This approach permits make more precise and reliable approximation.
Authors consider some variants of approach.
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