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������
����	
����

�����

��������� 
����	, 	
���	� �
���	�	
�� ����
����� ��� �	�-
�������, ��� 	 ����������� ���-
�	. ���� 	� �	� – Tobit-
����,
������� �������� ����	�	�
 pro-
bit-
����	, �� 	 ���	
 	� ��������
� ������
�  ���������	�. !�����-
"����� ��� ���
�#��� 
�����
�����������"� � ��	���	� ��#�
��	 �����	�� "������������	���-
��	. ��	�������� ����� ������
,
��������	� ��������� ������ 	
��������, 	 ������"���� 
����
��� 	� �����	�.

 �.�. ������	
�, 2009

����������

������������


����������	�
��	���
�����������������������
��	������������

��������. �� �������	�	 ������ �	�����
���������	, ��	 ��
����� ��������� �����
��� ����������, ��� � �������
��� �����.
���	� �� 
�������� �	����� ���	�	 ����

���� Tobit-�	���� (���
���� ��	���	���
	�  ������ �
�	�� – Tobin [1]). !	����, 

�����	���, 
���� ���
����� probit-�	����
[2], 	����	 �� ���	� ���� – "�	 	��� �� �	�-
�	�	
 � ��	#���� $�����	
��� ������.

Tobit-����	
 ��� ������� probit-
����	�. %����	����, ��������, ��	#����
�	�����. &�������� *y  ������������� ��-
����� ����	�� ������. ��������� �������-
��� ,y  ��
��� 1, ���� ����	�� �	������, 0 –

 ��	��
�	� ������. '	������	 	��������
��	#���� �	��	 � 	������	
��� ��� probit-
�	����. (��� �� 
����	 ��	��	�	 �	������-
�	
��� 	 �	����� 
	��	��	 ����� �		#-
)��� � 
������� �� ��	��	���, �	 ����� ��-
��	 	��	 �� ����	���� ���
���� probit-
�	����, ���
���	� Tobit-�	����� (Tobin’s
probit), �	�	�	� ������� 
 
���

*
i i iy X= β + ε , (1)

���   
* *

2

*

, 0,
~ (0, ),

0, 0.
i i

i i

i

y y
y

y

� >�ε Ν σ = �
≤��

*�� �	���� ��
����� ��� $�����	
���� ���-
�����	��� �	���� (censored regression
model), ��� ��� ���� 
	��	��	��� ���������-

��� ��	#���� ��� �����, 
 �	�	�	� ��#��-
���� *y  
 ���� � ���� ��� �	�
�������
$������, �.�. �	���� �	��	 �������� 
 
���
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{ }max 0, .i i iy X= β + ε  /������ 	������� ���	� �������
����� 	� 	����$�� ���-

����, �	��� ��������� iX  �� ��#�������, �	 ��� "�	� 	������
��� � 	�
�-

���)� �� ��������� *
iy .

�$���� 
�������

( ) ( ) ( )*0 0 0 1i i i
i i i i

X X
P y P y P X P

ε β β� � � �= = ≤ = β + ε ≤ = ≤ − = − Φ� � � �σ σ σ	 
 	 

,

( ) ( )* 1i i i i i
i i i i i

y X y X
P y y P X y P

ε − β − β� � � �= = β + ε = = = = φ� � � �σ σ σ σ	 
 	 

,

��� Φ  � φ  –  ���$� ������������ � ��	��	��� �	������	�	 ������������,
�		�
����
���	. 0	���  ���$�� ���
�	�	�	#� �	��	 �������� 
 
���

( ) ( )*

0 0 0 0

1
0 1

i i i i i i i i

i i i
i i i

y y y y y y y y

X y X
L P y P y y

= > = >

β − β� �� � � �= = = = − Φ φ� � � �� �σ σ σ	 
 	 
	 

∏ ∏ ∏ ∏ . (2)

�������, ��	, 
	-���
��, 
�	�� ����� "�	�  ���$�� ����� ��	���
	 �
 ���$��� ���
�	�	�	#� ���	
�	�	 	#���	
���	�	 ���	�� ���������� �
��-
���	
 (��+-���	�) �� �	��� 
�#	���, �� �	�
�����)��� $������ (�.�. #	��-
��� ���). &��
� ����� 
��������� 
  ���$�� ���
�	�	�	#� probit-�	����.
�	-
�	���, ���� 
 probit-�	���� �	�������$� 1σ =  
���� #��
����	�, �	 

����	� ������ "�	 �	
��� �� ���, ��	 �	���1� ����1���� ��	#���� ��� �������
�����	����������	���. *�	 ������
�� �	�	, ��	 
 ���
	� ����� (2) «������ �$�-
�����» 	��	����� β σ  (��� 
 probit-�	����), � 
	 
�	�	� ����� σ  � β  ������-
 �$������ �	�	��� (��� ��� ��+-	$���
����). �-�������, 
	��	��	 �� 
�����
����� ����� �����������	
��� �	"  �$����� Tobit-�	����, ��� "�	 �����	

 ��$�����	
���	� ������	� ��������	�	� �	����. %����	���� ������)�� ���
��	��
	���� 	��	�������	 �����	� ��������	� kX  �� ��#������ i .

�� ���	
�	�	 ������������	�	 	������ ������	� ��������� (1)

( )*
i i iy X XΕ = β  "�	 #����  ( )*

i i k ky X X∂Ε ∂ = β .

�� ���	
�	�	 ������������	�	 	������ probit-�	����
( ) ( )0* >=Ε iii yPXy  ����� ( ) ( )* 0i k k iP y X X∂ > ∂ = β φ β σ σ .

�� ���	
�	�	 ������������	�	 	������ Tobit-�	����

( ) ( ) ( )
( )

2
* *

0

, 0 , 0 i
i i i i i i i i

i

X
y X y z dP z X y X

X

∞ φ β σσΕ > = > = β +
β Φ β σ� ,

( ) ( )
( )

( )
( )

2
*

2, 0 1 i i i
i i i k k

i i

X X X
y X y X

X X

� φ β σ σφ β σ
∂Ε > ∂ = β − −� �Φ β σ βΦ β σ� �

.

�� Tobit-�	���� ���	������ � ���	
�	� ������������	� 	������� 
���
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( ) ( ) ( ) ( )* * *0 , 0 0 0i i i i i i iy X P y y X y P yΕ = > ⋅ Ε > + ⋅ = ,

�	���

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
* *

0 , 0
, 0 0i i i ii i

i i i i
k k k

P y y X yy X
y X y P y

X X X

∂ > ∂Ε >∂Ε
= Ε > + >

∂ ∂ ∂
.

0��� ���	��	��$� #��� �����	���� 
 [3] � ��	��� ���	�� �� �	����	�.
-�#� �� "��� ����������$�� �	"  �$����	
 �	���� �	��� #��� ��������	�
� ���	������	� �� �������� 
 ��
����	��� 	� �������	� ��	#����.

4, ���	��$, ���� ������� �	���� ���� Tobit, �	 ���	���	
���� $�����	
�-
�� � ���	���	
���� ��+-	$���
��� ���
	��� � ���	������	���. �����
�-
�����	, �� �	���� (1) ���� 	$���� ����� 
��

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1* * *ˆ 0 0 0 0�$% X X X y P y P y X X X y P y
− −′ ′ ′ ′β = ⋅ > + ⋅ ≤ = ⋅ > .

0�� ��� ( ) 10* <>yP , �	 ��+-	$���� #���� 	���#����. (��� ���� 
	��	��	���

	��������� �	��	������� 	$���� ( )0* >yP , ��������, 
 
��� 1 ,n N  ��� N –

	#)�� ����	 ��#�������, � 1n – ��, �	�	��� #	���� ���, �	 �	��	�����	�

	$���	� β  #���� 1
ˆ .�$% N nβ

���� ��� 	$���
���� Tobit-�	���� � ���	���	
����� ��  ���$�� ���
�	-
�	�	#� 
	��	��� ������, �	��� Tobit-�	���� ���
	��� � �		��	�����, �	�	-
�	� �� 
����� �		�
����
��� ������. ���� �� �	��	�	
 �� �	������ ��	���	-
�)��	 �	��	�� 
 �����	������ ����� ���$� ���$��, 	��	
���	�	 �� ������-
)��  ����. &�� ���
����	� ���$� ���$�� Tobit-�	���� 	��	����� 	$��	�
����������	�	 ���
�	�	�	#� �� Tobit-�	����, ˆ ˆ ,T Tβ σ  �	���	 #��� �����

��, ��� � �� probit-�	����, ˆ ˆ ,p pβ σ  �� 	���� � ��� �� ������, ���� �����	
���

������
	� �������� ��� 1, � ����
	� ��� 0. 0	 ���� �� Tobit-�	���� ���#����
���	� ���	
��, ��	#� �		��	�����, ���������)�� ���� � �����$�, #��	 #�
����� ��, ��� � ��	$���, ��	��
	�)�� �	�	��������� �������. �� ��	
����
�	��� 	������� �	������ ���� 3������� [4], 	��	
����� �� "�	�  ����.
� ������� ������ �	��	 ���#������ � 
�������	�� ���
����� 
������ ˆ ˆT Tβ σ
� ˆ ˆ ,p pβ σ  ��	 ����������� 
 [5]. /����	� �������� "��� 	$��	� #���� �
���-
������
	
��� 	 �����
����	� ���$� ���$�� Tobit-�	����.

��������� ������� ����������. 0����	��� ��� 	$���
���� Tobit-
�	����� 
	������� ��-�� �	�	, ��	 *y  �� ��#�������, � 	��#�� ��#������
�� y  �� 
���� ����������	 ���������������. %���� 	������	��, ��	 � ��-
���	����������	��� �	���1� ����1���� ��	#���� ��� 	$���
����. �����	 
 [6],
[7] �����	���� ��	�	#� �	������ �	��	������� 	$��	� Tobit-�	����� ����
��� ������� �����	����������	���, ��	 
����$� ��������� �����. ���� �� �����
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���	�	
 ���
�� ����������	 	����1���� ���	�	� ���������� �
�����	

(symmetrically trimmed least squares) [6]. �� ����	� ������	� ����
����	�
��������	� ����������� ��#������ �� �	���	 �������� ��
����	� ��������	�,
� $���� 	#����� �� ��������, ����)�� ���
�� 0 � ��
�� 2 iX β , �� 
����� ���-

���� ��
�� 0 � 
������
� ��, ��	 ���
�� 2 iX β . (��� ����� 	#���	� «	���-
����» ������, �	 ������������� ����	
��� ������������, � �	��	 #����
���	���	
��� ��+-	$���
���� ��  ���$�� $��� ������)��	 
���:

( )
2 2

2
21 1

1 1
( ) max , 1 max 0,

2 2i i

n n

i i i y X i ii i
F y y X y X> β= =

� �� �� � � �β = − β + − β� �� � � �� � � �	 
 	 
	 
 	 

� � .

�� ���	����� �	��	�����	� 	$���� ����������� ������)�� ���	����:
1. ���	��� 	$���� β , ������, ��+-���	�	� �� ���	���� ������.
2. �������� ������������� 
�������:
     ���� �1 �������� 	���$������	�, �	 	������� ��;
     ���� �������� ��
����	� ��������	� #	���� ��
	���	�	 ������� ����-
�������	� 
�������, �	 ������� ��	 ��
��� 2 iX β .
3. &������� ��+-	$���
���� � "��� ���������� ������.
4. &	�������� 	$���� β  ���	������ �� ���	���� ������ ��� 
 �. 2.
5. &	
�	��� 	$���
���� ,β  �	�� �������� �������� 	$����.
&��
���������	� 	�	#���	���� "�	�	 ���	�� 
���� ��	 ���	���
	���

� �����	���������	��� 	��#	� ��#������, �	 ��� ���	
�� ����������	���
� ����	�����	��� �� ������������. �� ���#	��� �	�����, �	��� ��������� $��-
���	
��� �� 
���� 	���� ���	���. �����	 	��������, ��	 ��	$����� �� ���-
���� ���	���	
��� �� 	���������	�	 �	������
� ������, ��	 �	��� ���
����
� �	���� "  ����
�	��� 	$����.

�����	 ��+-	$���
��� 
 [7] ����������� ���	���	
��� ���	� �������-
��� �#�	������ 
������ (�.�-���	�), ��	 �		�
����
��� ��������� �� ��-
����� � 	���#��� ���#	
��� �� 	��#�� ��#������. /�	
� 	#7�� ��#����-
��� �� �	���� #��� 	�����������. � ������
�  ���$�� $��� #�����  ���$�

1
( )

n

i ii
y X

=
Ψ β = − β�  ��� ( ) ( )

1
( ) sgn

n

i i i ii
y X y X

=
Ψ β = − β − β� ,

��� )sgn(⋅  ��������� ������� – 1, 1, 0 
 ��
����	��� 	� �	�	, 
���� �� ����-
���� 	���$������	�, �	�	�������	� 
������	� ��� �����, �		�
����
���	.

&�� �.�-	$���
���� 
���� ���� 	�����	
, � �� �� ��������. /������ 	���-
����, ��	 ������� ������������ *y  �� �������� ��� �����	�� � y  
 	������
	� ������������	�	 	������, ��� #��	 
���	 �� 
������
������� 
������-
���. &����� "�	 �	������� ��� ����� 	#)��  	���� ������������ 	��#	�
��#������. � �����	���, �����	�	���� 	 �	�	����������	��� � �	������	-
��� ��� �� 	#�������	. 4������
�� ��	$����� 	���1�� ���	� ��, ��� � ���
��+-	$���
����, �	���	 ��������� �.�-���	� � 
 ������ 2 	������
��� 
�	-
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�	� �	������. 0��	� �	��	� �� ����������� ���	����� ��	#����	�	 ������-
��, ��	 �	��	 �����
���, ���� �������� 
��������� � ��������� ���������
�	���. &	
���� ��	#���� � � 
���������� ����������� 	��#	�, �� �����-
���� �	�	�	� 
 [7] ����� ���	�	��� ���	�����$��.

������� �������� ������ � ����������� ������. /	���
����� ��-
���� �	�����, �	�����)�� 
 ��#� 	����������� � �������
��� ����������,

���� �	
	���	 �����	� �������, 	����	 
 [8] �	��	 ����� �	����	��	 �	-
�	��� 	#�	� ����� �	�����.

����� #���� �����	 	����� ����� ��	#���, 
������)�� ����������, ����-
���
��)�� 	#��#	��� (	#���	 ���	�	������� 
�������) � ��������� (	#���	
�������
�� 
�������). 0�����	�	�� 
��� �� #�	�	���, ����$���, �	��� ��-
�	�	������� ��������� 	$���
��� ����	 �
���� � ���	���	
����� �	
	�	
��������� ��� ������
������	�	 ������, � ��������� – � ���	� �	������
�� 	#-
��#	���. � ��#	�� [9] 3����� 	����� 	#)�� 
�� �	���� ���	�	 ����:

1 1 1 1i i iy X= β + ε ,                                                  (3)

2 2 2 12 ,i i iy X= β + ε                                                (4)

( )01 0 ,i i iT Z= γ + ε >                                            (5)

( )1 21 ,i i i i iy T y T y= + −                                          (6)

��� iT  – ���������, �
����� � 	#��#	��	�, �	�	�� ��������� �������� 1

��� 0 
 ��
����	��� 	� �	�	, 
���� �� ��
�������� ( )⋅1  �������� ��� �	�-

���, �		�
����
���	. �������
��� ���� iy1  � iy2  �		�
����
���	 	����
���
�
�� ����� ���������	� � �	
�
����� ����������, �
������� � ���, �	�-

������ ��� ��� ����
�� 	#��#	���.

� ���	� ���� "�	� �	���� ���	���� �
� 
	��	���� ���	��, �	�	��� ���
�-
�� (�	
	���	 ��	��
	���	):

– ����	�	��	��� "  ���� 	#��#	���, �	��� 	#��#	��� ������ 	� ����
���
� ����
��� 
 ��
����	��� 	� �� �������������;

– ������� 	�#	��, �	��� ��������
��� ���	�	�� �������������� 	#��#	���,
�	�	�� �
���� ��� �	 ������
	� 	#��#	���, ��� � � �	�������� ����������, ��	
���
	��� � �������
���� �	��	� �������	� �
��.

3����� �����	��� 
 [10] ��	��	� �
�����	
�� ���	� �� ��	��� �� �	��-
��� (3)–(6), ��)� 
���	 ���	�������� 
 ������, �	��� ����� ����	 	�#	�, �.�. Z
� X  �	��� 
������� 	#)�� ����������, � �	��� #��� � �����������. ��
��	��	�� 	��������� ���
������ (3) � (5). 8�	#� �	��� ������
�� ���	��-
�	
��� 	�#	��, 
	���1� ���	
�	� ������������	� 	������� 	� (3) ��� ���	
��,
��	 ��	
����� 	#��#	���, �.�.
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( ) ( )1 1 1 1 1 0, 1 .i i i i i i iy X T X ZΕ = = β + Ε ε ε > − γ

�������� ( )1 0i i iZΕ ε ε > − γ  �	��	 	���������, ���� ����� 
�� ��
����	��� 1iε
	� 0iε . &�� �	
�����	� �	������	� ������������� 1iε  � 0iε  �� ������	�

�������
����������	� ��������� �������, ��	 ( ) 2
1 0,1 0 0

i
i i iε = σ ε σ , ��� 2

0iσ  – ���-

����� 0iε , ( )
0,1
iσ  – �	����$� ����� 1iε  � 0iε , � 0 1 0i iΕε = Εε = . 0	���

( ) ( )
( )

( ) ( )
0,1 0,1 00 0

1 0
0 0 00 0 0

i i
i ii i i

i i i
i i ii i i

ZZ
Z

Z
σ σ φ γ σ� �ε ε γΕ ε ε > − γ = Ε > =� �σ σ σσ σ Φ γ σ	 


,

��� 
������� ( ) ( )0 0i i i iZ Zφ γ σ Φ γ σ  ��
����� ��� 	#����	� 	��	����� !��-

���. &	��	� 3������ ���������� 
 �	�, ��	#� ��� ���	���	
���� ��+-���	��
�� (3), (5) 	$���
��� ��������� �� ���	
�	�	 ������������	�	 	������

 
���

( ) ( )
( )

0
1 1 1

0

, 1 i i
i i i i i

i i

Z
y X T X

Z
φ γ σ

Ε = = β + α
Φ γ σ

,                         (7)

�� ���	 ����������� ���	���	
��� ������)�� �
�����	
�� ���	�:
– 	$���
��� probit-�	���� 	#��#	��� (5) �� �	������ 	$���� 0 ;iγ σ
– 	�� ���	������� �� 	$���
��� 	#����	�	 	��	���� !�����;
– � �	�	)�� ��+-���	�� 	$���
���� ������� (7).
�$���� ( )

0,1 0
i

iσ σ  �	��	 
������� ��� �	"  �$���� iα  �� 	#����	�	 	��	-

���� !�����, � �	������� ���������	� 	��#�� �	��	 ����� 
 [8]. .���	���-
�	 	$���
���� � ���
���� (4), (6). ��������� ���	� 	���� ��
��
������ �
��������� �����	�	�����, 
 �	�	��� 	� ���	�������, �	"�	�� 
 [11] ������-
����� ������� ������	
��� ��������
�� ������
� 	�#	��. (��� 	#������
����
��	 	�	 	������
���, �	 ���	�������� ���	���	
��� !&-	$���
����.

Tobit-����	
 ��� ������	
��� �	���� ����	� (3)–(6). (��� ,02 =y  �	
��������� ��	#���� �	��	 �����������	
��� � �	�	)�� �
�� ��������� ��-
�������� [12] ������)�� 	#���	�:

* * *
1 1 1 1 0

*
0 0

, , 0,

�� ��#������� �����.,
i i

i

y X y y
y

y Z

� = β + ε � >� =� �
−= γ + ε� ��

0���� 	#���	� 
������� *
0iy  ���	��� �� ��#�������, ���� 	�������� �� ����,

� ��� �	�	�������	� ��	 �������� ��#������� 
������� *
1iy , �.�. ������	� ��-

������ y  ���	�	 �� 	�������
����. 0���� �	���� ���	������� 
 ��	#�����
�����	
���, �������, �	��� ���
����� 	�#	�� (5) � ���
����� ���������� (3)



� !��(-23 / �.�4/4!�5 &(%(!(���5 �(&%(%,���6� 4 �4/+%(0��6� �4�.

������ ���	
���	� �����. 2009, � 8 97

	#�������	 
���� ����������. (��� 2 1 0 10, , , ,y X Z= = γ = β ε ≡ ε
�	 �	����� �����$�	���� Tobit-�	����.

���	 �����. %����	����	 ����	���	 	������� �	�����, ��
����� ����-
����� �	�	��� ����� ��� �������
���, ��� � ���������� �����. 0���� �	����
�	��	 ���	���	
���, ��������, �� ������� ��	#��� �����	
���, �	������
�
�����
�� ����������$�� �� ����������, ������� � ��	���. &����	���� ��-
�	�	��� 	����������� ��	�	#� �� 	$���
���.
&.'. $���	����

&%� !��(-9 9� �.-(:��;  �!9���;  �(&(%(%���6� 9 �4/+%(0��6� �46-2�<

��
������ �	���=, )	 ����� 
 ������=� ��=��=� � ���������, ��� = �������
�� �������.
���=>� � ��� > Tobit-�	����, )	 > �	�
���	� probit-�	���=, ��� � 	���� =� �=��	�=
 �	
��	#���� $������
���. &�	�	������ �
� �	���
= ���	�� �	���������	�	 	$=��
���
��
=��

 ��	
�� �����	����������	��=. ��
	���� �	���� �� ����� ��	#���, )	 �=����� 	#�	#��
����� = ���������, = �
	��	�	
�� ���	� �� ?? 	$=��
���.

Z.V Nekrylova

ABOUT THE MODELS WITH BOTH DISCRETE AND CONTINUOUS PARTS DEPENDENT
VARIABLE

The models that have both discrete and continuous parts dependent variable are investigated. One
important model is the Tobit. It is an extansion of the probit, but it is one approach the problem of
censored data. Two possible solutions for consistent estimations even in the face of heteroscedas-
ticity are discussed. A class of problems involving a treatment and an outcome and two-step method
for them are discribed.
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