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������ � !-" �� �����--
�#$���� ���� ���#����. %	��-
���� ��
�#���� �� �����	�
	

����$, ��� &��
$'� ���� ��-
���	�
��, ���#�	� �� ��������
 ��
���	
������ ����’���$ ������.

 �.�. �������, 2009

���������

�����������

������������	��
���
��		�
����
������	

�����. 	
� ����������� ��
������ �����-
��������� ������ ������������ ���
�����-
�� ������� ������������
��� ���������:
��
��� ���
� ����, �� ������������
���

���
������� ������ ����
������ �������-
����  ���������� ������, ���
������ ��-
��������� ���
����� ��� �� ������ !���-
��������� ������������ �� ��
��� ����-
���� ��
������ �����
��
��� �����-
�������, �
� " ���������� ���
�������.
#�,  ������, �����
��� ��
������� ����-
����� ���������- ��������� �� �
�����

��� ������������ ���
������� �������-
������� ������.

$���� �  ��"��
����� ������ �����-
������� ���
������� ������������ �
��-
����� �  �������� �� ������
����� �� -
’� ��. ������ ������������ ���������

�����������, ��� ���
���������, � ���-
�����  ��������, �������� ��
��������

��������� �
�������,  ���� ’� ��   ��-
���� ��������� ��%�.

	��� ������ �� �
���� ��������" ����-
���������" ����� ������������� ����-
�� ���� $&'-( [1], ���" �� ���� � ���
�!��������� ��� ������������
����� ��-
�
�������. )��� ���  ��������  �  ��������
������ �
��� �
������� ����� ������.

)����" �� ��
 ������  ���
��� �����

������ $&'-(. * ���������� �� ��
� !��-
��
��� �������  ����� ������������� ����-
�� ����, %� �� �
��������, ��
����� �� ��-
������� ���� �
�� �
������� ������

$&'-( � ���� ���  ��������  �  ��������
�
�������, ��� ��
����� �� ����� �
���.
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)������� �� ���
�� �������� �� ���� ���
������� ������� � �������.
1. ����	 
��-�. #� ��������" �������������" ����� �������������

������ ���� ('$), ���" �� ������ �� ����������� ���" ��� ����
���"���

������� [1] – ������ ���� ���������� ��
������ ($&') [2] �� "-������ [3].
����� ������, ���� ��� �� ���. 1 [1], �� ���
��� �
� ���������  ���� �����-

�������� ������ ����. f �� ������ ��
��� !������  �����.
$������ �
���� ����� �
������� ������ $&'-(.
(� ������� ������ ������������ $&'-(  ��"�������� ������
� ���� �
��-

����� $&',  ������, !���������  ������ T [2]. $������ �
������ �� ��-
��
���� ����
���� ��!��������, %� �� ��   ���������� ��!�������� ���
 �����, �������������� �������� („��������”) �
� ���������������� ���-
��������� �� ’� ��  ����� �� ��� ������ ��������  ������� �
� ������-
����� ������, ������������  ������� ������ �� ’� ��.

procedure 
��-H(x)
(������������)���
���	�*�����(T);
x := +���	�����’����();
repeat

P := Ø;
for i:=1 to r do

s := ,��$��������’���$ $����'(T);
if +��$��	
	�����’����(z) then

��������������	 (z);
if f (x) > f (z) then

x := z;
end if
P := P ∪ z ;

end if
end for;
���������)���
���	�*�����(T, P, x); {������’������}
H(P, x);
���������)���
���	�*�����(T, P, x);

 +��+�
���(); {������’������}
until �� �	���$���� $
��� ����������;
return x;

end procedure

+.�. 1. &����������� ������ $&'-(

�������� �
������� $&'-( �� �����������   ������� r ��������

�� ’� �� �  ����
����  ����������� �� ��� ������������ ������ (������
��,

���
����� ������). (� ����� ��������� ������� ������� �� ’� �� P
���
������ !��������  ������� (�����’� ���). $��
���� !���������
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 ������ �
���� ��  ��
������ – �������� �������� !������� �������� ��
���������� ���� �� ’� ��, ��� �  �������� – ���������� !�������, ���-
���  � ��������� ����� ������������ !���������� �
��� ����������  �����-
�����   �����. 3����������  ��"���� ������� !���� " �������", ��������

���
������� ���� ��
����" � �������� ������ �  ���������� ���� �����"

 �������� �
������� �� ���������
���� ��
����.
)���� �������� ������� ������� �� ’� �� �� �������� ����
����, ����-

������  ����!������ �
������� "-������ (���. 2 [1]) �� �� �  ��"���%��

 ��"����� �� ’� ��� x. 3�� ������������ "-������ [3] �� ����!������

���� ������� ���������� ������
� ���� ��������� ����
����, ���  � �������
 ���������� ��"���%���  ��"������ �� ’� �� �� ���, %� �
������ �������
������� ������� �� ’� ��   ��������� ��������. 3��
����� �������  ���
���
����� �
������� "-������.

'
����" ���� "-������ – �� ’� ���� ��� ����, � ������� ���� ������

������ ������� d-���� �� [3], %�  ’����� �� ����� x, y X� , ��%�

( )X X ,d�  – ��������" �������   �������� d . 3����������� d-���� �� ��-
 �
��  ��"������ �
���
��� ��������� �������� �� ’� ��, ������� ��

��������� � �������  � ���������� ��������, �� ������ �� ���������

 ������� [4], ����%���� ��� ������� [5], ��� �������������� � ���� �
�������

�
� ��������� ������������ ������  ��������" �����
���� �������� ������.

procedure � (P, x);
begin

 repeat
�` := Ø;

 for i:= 1 to t do
 %�����+��%������� (x,y∈P);
 ,��$����"������������$ < x,x-/ : y∈< x, x- /;

z := arg min {f (u) : u ∈ < x,x-/, u ∉ Lx (x), u ∉ Ly (y)};
��������������	 (z);
�` := P` ∪ z;
if f (x) > f (z) then

x := z;
end if

 end for;
 P := %����� (�,P`);

 until �� �	���$���� $
��� ����������;
 return P, x;

 end

+.�. 2. &���!������ ������������ "-������
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(� ��� d-���� ��� / x,y / , x, y X� , ���������� ���������� �����

1ix X ,i ,...,k� � , %�  ����
������ �����: 1 kx x,x y� � , ( () )i id x,x d x ,y� �
( )d x,y� , 1i ,...,k� , 1( () )i id x,x d x,x �� , 1 1i ,...,k� � ; ��� ����� �� ����� �����

z X�  �����, %� 1:{1 1} { }i ii ,...,k z x ,x �� � � � , 1 1( ) ( ) ( )i i i id x ,z d z,x d x ,x� �� � .
(� ��� d-������
�� x, y� �  – ���������� / x, y / ��  ����� x, y  ��

d-����������
�� x, y /�  – ���������� / x, y / ��  ����� x .
(� �������� "-������  ��"�������� ���������� ������� �������

�� ’� ��. )�������� %�����+��%������� ������ ����� ������� ���� x , y
������� �� ’� ��, �� ����� ���� ��������� � �� ’� ������ ��� ����� ��
���

arg min { ( ) : , / , , /, ( ), ( )}x yf u u x x y x x u L x u L y∞ ∞∈< ∈< ∉ ∉ ,

�� x∞  – �����, �������
��� ����
���  �������� ������� �� ’� �� �� �����
x ,  �  ( ), ( )x yL x L y  – ����� ���
� ����� x, y . ,���� ��� ���
� �� �� �
��������

��� �� ’� ���� ��� �����, %� ��
���� ����������  ������ �
� ���� �� x, y
������� �� ’� ��. 	� ���  ��"����� ����� ����� ���������
���� �� ’� ��
 ������������ ����������" ����� (������
��, 
���
���" �����). )��������

������� ������� �� ’� �� P̀  ���
�� ������� ����
���� P   � ���������

��������� %�����.
(� ����� ��������� "-������� ������� �� ’� ��  ��"��������

���
���� !���������  ������. (�  �������� �������� �
������� ����������

��� ������ �
������� $&' [2] (�����’� ���). 	�� ������ ������ �����-
��������� �
�  ��"������ ������
� ����� ��������, ��� �� ������ ����

������� �������� ��������. (�����
��,  ��� �
���
���� ��!�������, %� ����

���� ���������� �
� ���
���� �������: ���� ��� �� ���� �������� ��-
�
������ ���������� !������� �
� ����
���� ������� ������ �� 
���
����
����������.

$������ ���, ���������   ����� ������� �� ’� �� ��������, ����-
������� �� �������� ���  �����. 4
������ ������� ��"���%�"  ��"����"
�� ’� ��.

3���� �����������, ����� �� %����� ��� +��+�
���, � �
������� $&'-(
�  ���"��� �
� �� ��� ������. 5�
�� ����
��� ����
����� �
������� ����-
�� $&' �������  [2, 6], � �
������� "-������ –  [3].

2. ��������� ���������� ����	� 
��-�. $������ !����
���   ���-
��������� ������� �������������� ��’����  �������������  [7], ���������
 ���� '$, ��� ����
� �� �
�����������.

+� �
�����  �����  ���������� *x X�  ������, %�:

Arg min ( )*
x D X

x f x
� 	

� ,
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�� X  – ���������" ������� ������� �� ’� ��  �����, �
�������� ����� � ���-
��������� ��’����, D X	  – ���������� ���������� �� ’� ��  �����, %�

� ��������� �����������  �����, ���  ����� ���������� Π , 1:f X 
�  –
��
��� !������  �����.

)�� ������������� ��’����� ������ �� ����� �������!� � :Y Xϕ 
 � , ���"
 ����
���� ������� ��������, %�  ����� ������ ���������� Ω , ��Y �
= {1 },...,m ,m �� , � 1{ ,..., },nX z z n= ∈� �  – ����� ��������� �������    ������
������� 
���"��� ��������, ��� �� �������� �� ���.

)�� �����, ������  �
������� $&'  ��"������ ����� � �� ��������

������� X  ��������  ����� S ,  ���" !����
��� ������� ���:

1,...,

,i
i m

S X
=

= �

{ : , {1,..., }}, 1,..., 1, ,i
i i i mX Y X Y i i m X X= ϕ → = = − =�

�� iϕ  – ������������" ��’���, ���"  ����
���� �����" ������� ��������, %�

 ����� ���������� iΩ , � ����� ����� ���� ����:

1) 1i i−Ω → Ω , 2,...,i m= ;

2) mΩ ≡ Ω .

3���������, %� �� �������� S  � ������ ������� ���
� | |: 2 SN S → :

1

1 1
1

1

: , ��%� , 2,..., 1;
( )

, ��%� .
i

i i i i
i i

Y

m

X s X i m
N s

X s X
−

− −
−

−

�� �ϕ ∈ ϕ = ϕ = ϕ ∈ = −� ��= �� �
� ∈�

	
�  ���� '$ � ������ ������� ���
����� �������  �������� �
�������

$&'-(. $���� ��������� ��
��� �����  �������� ������������ �
�������

�  ��������  �  ��������, ��� � �����, %� �
������ ����������  ��"��

�����"��� ���� ������
���" �� ’� ��   ����������, ��� ���� ����  ���
���
��  ������ �
� ���� �� 1,  � ���� ����������� ����. 3 ������ [2],  ������,
������� ���� ������� ���  ��������  � �� ’� ��� �
� �
������� $&' �
���

minbs,ACO τ .

������ 1. (���" (6)p*  – ���������� ����, %� �
������  ��"��

������
���" �� ’� �� �����"��� ���� ��  �������� ������ θ  �������".
,��� �
� ��  ������ ��
��� 0ε �  �� ��������� �
����� θ  ��� �����

(6) 1p* ε� �  �, ������������, lim (6) 1p*θ
� � .
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)�������, %� ������� ���� �
������� $&' ����� �
���   ����!�������

"-������� � ������ $&'-(, ������ �
�������, ��� �����  �����  �  ��������.
(� ���������  ���
������ ���������, %� !��������  ������� T  �� �-

��� �
������� $&' �� �������, ����� �
����� ���� �����"����" �  �����
�
������ �� ���� �������� X� : T {1 }( )

i jz z i, j ,...,nτ ��  (�
� ����� ������ ����

�
��� �
������� �� ��������  ��������  ��"��������  ���
������" ������).
(���
�, �
����� ( ) ( )i jx i , x j i i j j,x X ,x Xτ � � , ��
� �� �� ��
������� �� ���-

�����, �� ���������� 
i jx xτ . ,���� ���������, �
� ������ ���� i jz ,z

�
������ �� ���� �������� X�  � ������  ������� 
i jz zη , ��� ��������� ���-

������ ��!������� ���  �����, ������� min max[ ]
i jz zη η η� , ,

min max0 η η�  � �� . 4��
������ ������������, ��
� �� �� ��
������� ��-

 �������� ���������� 
i jx xη   ������ ( ) ( )i jx i , x j ,η  i i j jx X ,x X� � .

+� �
����� �
�� 
min

OMK - Hτ  �
������� ������ $&'-(, ���" �
����

������ 
����������:
1) �� !��������  ������� ��������  �� � �������� �
������ min 0τ � ;
2) ����� ���������� !�������   ���� ����� 0 1ρ�  ;
3) ������� �� ’� �� ��������  ��"��������  � ����� ����
��: ��

��������� �� ’� �� 1 1i ix X ,i ,...,m ,� � �  ��� ���������� �� ��������� (���

������, ��%� 1i m� � ) �� ’� �� 1 1i ix X� ��  �  ����� "���������:

1 1
1

( )1

( )
��%� ( );

( )( )

0 ������;

i i i i

j i i j i j

x x x x
i i

x N x x x x xi i

F ,
, x N x

F ,P x | x

,

τ

τ η

τ η
� �

�
��

�
��

� �
�
�

� (1)

�� ( )F ,��  – ����� �������� �� ���������  � ������  ������ !������;

4) ����� !�������, ���" ���
��� ������ ���� ������ �������� ��������,
��������" ������ �
������ 0 τ̂� � �� .

7� ������, %� ���� 2) – 4) 
����� ��
������ �
������� $&', ��� ��-
���� �������� �� ���� ��� �� ����� �
������� $&'-(. * ������ [2]
���� ���, %� ���� 1) ��� ����� �
� ����� ��������� ��
��� �
�������

$&' �� &&4S [2, 8] �� ACS [2, 9]. $���, ��������� �
��� 
min

OMK - Hτ

�� �
���� ������������ ��
������ �
������� $&' �� �� ��. $��������

�� "-�����, �� �� ��", � �
��� 
min

OMK - Hτ  �������.
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	������, ���
������ ������� 1 [2], %� �
������� ����� �
��� �  �������

 �  ��������.
������ 2. (���" (6)p*  – ���������� ����, %� �
������ �
���

min
OMK - Hτ   ��"�� ������
���" �� ’� �� �����"��� ���� ��  ��������

������ θ  �������". ,��� ��� ����� lim ( ) 1p*
θ

θ

�

� .

+��������. &������
��� ���
��" ����� !������� ���" ���� ����

������" �������� �� ���
�����  ������� 
i jz zτ  �������� ���
���� ��������

��
���� ˆrτ . 7�� ���
�, %� �������
��� ���
��  ������� !������� �� �����-

��� 1 ��
���� 0(1 ) ˆrρ τ τ� � , �� �������� 2 – 2
0(1 ) (1 ) ˆ ˆr rρ τ ρ τ τ� � � �  � ��� ��
�. $���,

����  ���������� !�������, !��������  ������� �� �������� θ  ��������

 ���� �
������

max 1
0

1

( ) (1 ) (1 )
i

ˆr�

θ
θ θτ θ ρ ρ τ�

�

� � � �� .

,�� �� 0 1ρ�  , �� �� ����  ��������� ������������ �� max
ˆrττ ρ� . 7����,

!��������  ������� �� ���
���" �������� �������� �
������� minτ  � maxτ .

$���
��� !������ ( )F ,��  ���������  � ������ ����������, �� �
�

i jz ,z X� � �  ��� ����� ���� ������������:

min max( )
i j i jz z z zF F , Fτ η  ,

�� min min
{1 }
min ( )

i jz z
i, j ,...,n

F F ,τ η
�

� , max max
{1 }

max ( )
i jz z

i, j ,...,n
F F ,τ η

�
� .

7����� ����� ������ ����������, %� ����� ���������" ����  � ���-
�
�� (1)  ��"��������   ���������� min 0p � .

,����
��� ����� ���� �
� minp  ��
����

min
min min

max min( 1)
F

p p
n F F

� �
� �

� .

$��� ���
���" �� ’� ��,  ������ ������
���", ���� ����  ���������"

  ���������� min 0rp p� �
� � . $���
��� ���������, %�� 
��� ���� ������  ����-

���
� ������
���" �� ’� ��, �� ����� ���� (6)p*�  �
� (6)p*  ��
����:
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6(6) 1 (1 )p* p� � �
� � .

7����, ����� 
6
lim (6) 1p*

�

� .

,������ �������.

��������. ,��������� ���
������� ���
������ �
������� �������������

������ ����,  ������, ��������������, – ��
����" �� ��
��" ��������

�� ���� ��
� �.

	��� ������ �� �
���� ���� �
�� ������������ �
������� 
min

OMK - Hτ .

)��� ���, %� �
������� ����� �
���  �����  �  �������� �� ������
����� �� -
’� ��  �����.

$������� �� �
����� �� ������� ��!������� ��� ��������  ��������

�
������� ������ $&'-(. $�������� ������ ��������  �������� � ��
���

��������� ���������� ������������ ���
�������. ����� ���������

���
���� �� ���� ���
������� � ������������
��� ��������� �
�������

$&'-(, ��� ��
����� �
��� 
min

OMK - Hτ  �  �
���������, ��� ����� �
��� ��

��
�����.

C... /	�����

$ ,-$+-,./-�'$&  .��0-	$34(.. &-,$	4 $&'-(

+������������� �������8" ����9����������" ����� ������������" ������ ���� $&'-(
� ���
������� ��� ����������. 38����8 ����������� �� �
������8 ������, �����8�

����8��� �
��� �
�������, �����%���� ��  ������� � ������
����� �������  �����.

S.I. Sirenko

ON THEORETICAL STUDY OF AN ACO-H METHOD

+aper considers a hybrid metaheuristic method of combinatorial optimization $&'-( and studies
its convergence. A class of method’s algorithms is formally described. A convergence in value to an
optimal solution for the algorithms from this class is shown.
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