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Энергетический вариант теории ползучести материалов, 
разносопротивляющихся растяжению и сжатию

Предложен энергетический вариант теории ползучести начально изотропных материалов, 
содержащих плоские параллельные микротрещины. Получены определяющие уравнения пол­
зучести и кинетическое уравнение накопления поврежденности. Рассмотрены базовые 
эксперименты по определению параметров материала согласно описанной теории. Теоре­
тические данные сопоставлены с экспериментальными для легкого сплава, разносопро- 
тивляющегося растяжению и сжатию.

П р о ц е с с  р а з р у ш е н и я  м а т е р и а л о в  м а ш и н о с т р о и т е л ь н ы х  к о н с т р у к ц и й  в  

у с л о в и я х  п о в ы ш е н н ы х  т е м п е р а т у р  я в л я е т с я  д о с т а т о ч н о  с л о ж н ы м  и  с о с т о и т  

и з  н е с к о л ь к и х  с т а д и й .  П е р в а я  с т а д и я  -  р а с с е я н н о е  н а к о п л е н и е  п о в р е ж д е н и й  

( м и к р о д е ф е к т о в )  т и п а  м и к р о т р е щ и н  и л и  п о р  с  т е ч е н и е м  в р е м е н и .  О ч е в и д н о ,  

ч т о  п р о ц е с с ы  п о л з у ч е с т и  и  п о в р е ж д а е м о с т и  -  с о п у т с т в у ю щ и е  и  в л и я ю щ и е  

д р у г  н а  д р у г а .  П р и  р о с т е  д е ф е к т о в  в  м а т е р и а л е  в о з н и к а е т  д е ф о р м а ц и о н н а я  

а н и з о т р о п и я  х а р а к т е р и с т и к  п о л з у ч е с т и ,  ч т о  п р и в о д и т  к  и з м е н е н и ю  т и п а  

с и м м е т р и и  м а т е р и а л а .  Д а ж е  н а ч а л ь н о  и з о т р о п н ы е  м а т е р и а л ы  п р и о б р е т а ю т  

а н и з о т р о п и ю  с в о й с т в  в с л е д с т в и е  р о с т а  и х  п о в р е ж д е н н о с т и  п р и  п о л з у ч е с т и .  

Р о с т  д е ф е к т о в  в  м а т е р и а л е  н о с и т  н а п р а в л е н н ы й  х а р а к т е р ,  з а в и с я щ и й  о т  

в и д а  н а г р у ж е н и я .  В  с л у ч а е  о д н о о с н о г о  р а с т я ж е н и я  н а б л ю д а е т с я  р а з в и т и е  

м и к р о т р е щ и н ,  о р и е н т и р о в а н н ы х  п е р п е н д и к у л я р н о  р а с т я г и в а ю щ е м у  у с и л и ю ,  

в  т о  в р е м я  к а к  п р и  о д н о о с н о м  с ж а т и и  -  з а к р ы т и е  н о р м а л ь н ы х  к  н а п р а в ­

л е н и ю  с ж а т и я  м и к р о т р е щ и н  и  и х  р о с т  в  н а п р а в л е н и и  с ж и м а ю щ е г о  у с и л и я .

В  р а б о т е  и з л о ж е н  э н е р г е т и ч е с к и й  в а р и а н т  т е о р и и  п о л з у ч е с т и  н а ч а л ь н о  

и з о т р о п н ы х  м а т е р и а л о в  с  д е ф е к т а м и  т и п а  п л о с к и х  м и к р о т р е щ и н  о д и н а ­

к о в о й  о р и е н т а ц и и .  В ы б о р  у к а з а н н о й  с и с т е м ы  д е ф е к т о в  о б у с л о в л е н  т е м ,  ч т о ,  

к а к  п р а в и л о ,  и н ф о р м а ц и я  о  д е й с т в и т е л ь н о м  р а с п р е д е л е н и и  д е ф е к т о в  в  м а т е ­

р и а л е  о т с у т с т в у е т .  В  с в я з и  с  э т и м  о с н о в н а я  з а д а ч а  з а к л ю ч а л а с ь  в  п о с т р о ­

е н и и  ф е н о м е н о л о г и ч е с к о й  т е о р и и ,  о п и с ы в а ю щ е й  о с н о в н ы е  о с о б е н н о с т и  

п о л з у ч е с т и  и с с л е д у е м о г о  п о в р е ж д е н н о г о  м а т е р и а л а .  Х а р а к т е р н а я  о с о б е н ­

н о с т ь  п о л з у ч е с т и  п о в р е ж д а ю щ и х с я  с р е д  -  и х  н е о д и н а к о в а я  с о п р о т и в л я ­

е м о с т ь  р а с т я ж е н и ю  и  с ж а т и ю  [1 , 2 ] .

Р а с с м о т р и м  н а ч а л ь н о  и з о т р о п н ы й  м а т е р и а л ,  с о д е р ж а щ и й  с е м е й с т в о  

п л о с к и х  п а р а л л е л ь н ы х  м и к р о т р е щ и н .  П у с т ь  в е к т о р  п о п р е д е л я е т  о р и е н ­

т а ц и ю  э т и х  м и к р о т р е щ и н .  П р и м е м  с у щ е с т в о в а н и е  п о т е н ц и а л а  п о л з у ч е с т и
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Энергетический вариант теории ползучести ...

и ассоциированный закон
д Т

Ькі = Л ~ -----, (2)
до г  V ’

где о  е -  так называемое эквивалентное напряжение, устанавливающее экви­
валентность одноосного и сложного напряженного состояния; -  ком­
поненты тензора деформаций ползучести; точка над символом обозначает 
производную по времени г; о  м -  компоненты тензора напряжений; Я -  
скалярный множитель, подлежащий определению.

Пусть анизотропия, обусловленная поврежденностью при ползучести, 
определяется симметричным тензором й м = п к Н1 . Тогда эквивалентное на­
пряжение должно быть функцией тензора напряжений и тензора й  и :

0 е 0 е(0 кі кі )■ (3 )

Система базовых инвариантов двух рассматриваемых выше тензоров 
включает:

11 = о к1 & к1;

12 =  о к1о  к1;
I13 = о к1о  1т о  тк; (4)

14 =  п ко  к1п 1;
15 =  п ко к1о  1тп т ,

где д кі -  символ Кронекера. Пренебрегая влиянием третьего инварианта 
тензора напряжений, используем квадратичную

о 2 = А І 2 + В І 2 (5 )

и кубическую

0  з =  С І41 5 (6 )

скалярные функции инвариантов, где А , В , С  -  параметры материала. 
Введем эквивалентное напряжение в виде

з , (7 )

где а  -  некоторый числовой коэффициент, учитывающий удельный вес 
кубической функции в представлении (7).

Выполняя дифференцирование согласно формуле (2) с использованием 
зависимостей (1), (4)-(7), получаем уравнение

А І  1д кі + В о  кі + а С І  4( п ко  ітп т + п т о  ткп і ) + 15 п к п і

о 2 3о3
(8 )
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Теперь перейдем к определению скалярного множителя X. Для этого 
введем по определению эквивалентную скорость е е деформации ползу­
чести как величину, которая, будучи умноженной на эквивалентное напря­
жение, равняется удельной мощности рассеяния:

Умножив левую и правую части уравнения (8) на о  и с последующим 
суммированием по повторяющимся индексам, приходим к равенству

Опишем процесс поврежденности материала при ползучести. За меру

Таким образом, процессы ползучести и, как следствие, поврежденности 
определяются уравнениями (13), (14). Для использования зависимостей (13), 
(14) необходимо задать эквивалентную скорость е е деформации ползу­
чести, обобщая результаты базовых экспериментов на случай сложного 
напряженного состояния. Так, для неупрочняющихся материалов можно 
принять зависимость

Ж — ° к ї  ЄкІ , (9 )

т.е.
о  е ё е — Ж . ( 1 0 )

Ж — 2Х о 2. (1 1 )

В результате сравнения формул (10) и (11) получаем

2 Х о  е Є е . ( 1 2 )

Уравнение ползучести (8) преобразуется к виду

+ а С 1 4( п к 0 1тп т + п т 0  ткп 1 ) +  1 5 п кп 1

30 3
. ( 1 3 )

поврежденности примем величину удельной энергии рассеяния о  =  J  ,
*

а £  [0, о  ]. Тогда

О — Ж . ( 1 4 )

В начальный момент времени о  — 0, в момент разрушения о  — о  .

(1 5 )

Функция у ( о  е) может быть задана как степенная зависимость

К  0  е )  — 0  к . (16)
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Между предложенным параметром поврежденности и параметром по- 
врежденности Работнова р  Е  [0,1] [3] существует следующая связь:

О
Р = ~ -  (17)

О

Следовательно, зависимость (15) является обобщением предложения Работ­
нова [3] на случай повреждающихся сред, разносопротивляющихся растя­
жению и сжатию.

Таким образом, уравнения (10), (13)-(16) описывают процессы ползу­
чести и поврежденности рассматриваемых начально изотропных матери­
алах.

Перейдем к нахождению трех параметров материала, входящих в выра­
жение для эквивалентного напряжения, которое определяется соотноше­
ниями (4)-(7). Для этого рассмотрим серию базовых экспериментов на 
одноосное растяжение, одноосное сжатие и чистое кручение образцов из 
исследуемого материала.

Пусть в случае одноосного растяжения (о ц  > 0) получаем зависимости

\-Ш

1 — ° т  I ; 0  =  о ц ё ц , (18)
О )

при одноосном сжатии (о ц  < 0) -

1 — ° Г ) ; 0  =  о  11^11, (19)
О )

при чистом кручении (о 12 ^  0) -

\ —т

1 *) , 0  = 2о 12 ̂ 12, (20) 
О) )

где К  + , К — , К  0 , к  и т  -  некоторые константы материала.
Теперь можно воспользоваться полученными ранее уравнениями (13), 

(14) вместе с соотношениями (4)-(7), (10), (15), (16). Предположим, что 
ориентация микротрещин в материале всегда соответствует направлению 
наибольшего главного напряжения, и запишем зависимости (13), (14) для 
рассмотренных выше базовых экспериментов.

В случае одноосного растяжения микротрещины перпендикулярны рас-
г Ттягивающему усилию, поэтому п = [1, 0, 0] . Тогда уравнения (13), (14) име­

ют вид
-т

1 0 1  , 0  = о ц ё ц .  (21)
о  )

£ц = (V А  +  В  +  а  3 С ) к+1 о к1

2^12 = К  0о0й 12

£11 = — К -  | о 111

11 = К +о 11
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При одноосном сжатии микротрещины ориентированы в направлении
г Тсжимающего усилия, поэтому п = [0,1,0] , и зависимости (13), (14) запи­

сываются так:

I \~ т
£ ц  =  — ( л/ А  + В  ) ^ + 1 | О ц \к I 1 * 1  , О) = о  11^11.

\ О  !
(2 2 )

Ориентация микротрещин в случае чистого кручения определяется 

г Г 1 1 1Гвектором п = | —;=, —;=, 0 | . При этом уравнения (13), (14) принимают сле- 
|_л/ 2 л/2 ]

дующий вид:

__  I \ —т
2е п  =  (л/2В +  а  Ч С ) к+1 о  ̂ (1  —^ * 1  , О =  2о 12 Ё12. (23)

\ О /

Сравнивая попарно зависимости (18) и (21), (19) и (22), (20) и (23), 
легко найти параметры материала:

а  Ч С  =  К+/(к+  — ^ —/(к+1);

В  = 2 (К  0/(к+1) —а  Ч С  ) 2; (24)

А  = к —/(к+1) — В.

Определяющие уравнения ползучести (13) записываются в достаточно 
общем виде и включают в себя как частный случай ряд физических зави­
симостей.

1. Пусть константы материала, определенные по данным базовых экспе­
риментов, удовлетворяют следующим соотношениям:

К — = К  + , К  0 =  3(к+1)/2 К  +. (25)

Подставляя (25) в (24), получаем

В  = 3  К  +/(к+1), а  = 0 и А  = — 1 В. (26)

С учетом (26) получаем выражение для эквивалентного напряжения на 
основе интенсивности напряжений
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где Б ы -  компоненты девиатора напряжений, Б ш = о  ы — 3 1 ^  ы , т.е.

О е = Л13  В  О г , (27)

и определяющие уравнения ползучести

к+1

£к!

/

/

— т
Ок—1|1 —Л - ) Б к1 

а>
(28)

для традиционных повреждающихся изотропных материалов, нечувстви­
тельных к виду нагружения. При этом равенства (25) обеспечивают условия 
для использования зависимостей (28).

2. Предположим, что согласно данным базовых экспериментов

К — = К  + , К 0 *  3(к+1)/2К  +. (29)

С учетом (29) в (24) получаем а  = 0. Поэтому из (7) следует О е = О 2 . Тогда 
определяющее уравнение (13) записывается так:

& ~ к \ Л О)
£к1 О е \ 1 * 

О

-т ‘ А11д к1 +  В о  к  '
. О 2

(30)

Следовательно, для описания ползучести рассматриваемых повреждающих­
ся материалов на основе (30) необходимо использовать характеристики 
материала при растяжении и кручении.

3. Пусть константы материала удовлетворяют соотношениям

К  + *  К — , К 0 =  [(л/3 — 1)К1/(к+1) +  К  +/(к+1)]к+1. (3 1 )

Подставляя (31) в (24), получаем следующие равенства:

В  = 3  к —/(к+1), А  = — 3  В , а  3 С  = К+/(к+1) — К —/(к+1). (3 2 )

Учитывая последние в соотношениях (5)-(7), приходим к выражению для 
эквивалентного напряжения:

Ое = ^13^ О ' + а 3 С141 5. (33)
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При этом определяющие уравнения (13) принимают вид

о .
£ы —

ю
*

ю

В Б к!
+ а С

о
14( п к 0 1тп т +  п т 0  ткп 1 ) +  1 5 п к п !

3о  3 (34)т
1

4. Если в базовых экспериментах установлено

К  + *  К -  , К 0 *  [(л/э -  1)К-/(к+1) +  К+/(к+1) ]к+1, (35)

то ползучесть исследуемого начально изотропного материала определяется 
независимыми законами при одноосном растяжении, одноосном сжатии и 
чистом кручении. Следовательно, условия (35) соответствуют наиболее 
общему случаю поведения материала, описываемому уравнениями (13) с 
параметрами (24).

О 100 200 300 400 500 t , ч
а

О 100 200 300 400 t , ч

в
Экспериментальные -  точки (О -  £п ; •  -  £22 

£ц, штриховые -  £22) по зависимостям (13), 
АК4-1Т при одноосном растяжении для о11 = 
сжатии для о11 — -200 МПа (в) и о11 - —21

0 50 100 150 200 t , ч

б

О 50 100 150 200 250 t , ч

г
Ш -  £ 33) и рассчитанные -  линии (сплошные -  
(14) кривые ползучести алюминиевого сплава 
: 160 МПа (а) и о11 — 180 МПа (б) и одноосном
0 МПа (г).
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В  к а ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  а л ю м и н и е в ы й  с п л а в  А К 4 - 1 Т  п р и  т е м ­

п е р а т у р е  4 7 3  К  [4 ] . К о н с т а н т ы  м а т е р и а л а :  К  + =  5 ,5 *  1 0 —23 М П а - к  - ч - 1 ;

К — = 2 ,2 5 *  1 0 —23 М П а - к  * ч - 1 ; К 0 =  1 1 ,3 6 * 1 0 —21 М П а - к  * ч - 1 ; к  = 8; т = 3. 

К р и т и ч е с к о е  з н а ч е н и е  п а р а м е т р а  п о в р е ж д а е м о с т и  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м  

ю* = о 2 ( а — Ь11) ,  г д е  а =  4* 1 0 —4 М П а - 1 ; Ь =  4* 1 0 —7 М П а - 2 . Л е г к о  у с т а н о ­

в и т ь  с п р а в е д л и в о с т ь  у с л о в и й  ( 3 5 )  и  с д е л а т ь  в ы в о д  о  т о м ,  ч т о  и с с л е д у е м ы й  

м а т е р и а л  о т н о с и т с я  к  н а и б о л е е  о б щ е м у  с л у ч а ю  4 .

Р и с у н о к  и л л ю с т р и р у е т  к р и в ы е  п о л з у ч е с т и  а л ю м и н и е в о г о  с п л а в а  в п л о т ь  

д о  р а з р у ш е н и я  п р и  о д н о о с н о м  р а с т я ж е н и и  и  о д н о о с н о м  с ж а т и и .  У ч и т ы в а я  

е с т е с т в е н н ы й  д л я  п о л з у ч е с т и  р а з б р о с  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х ,  с о г л а ­

с о в а н и е  т е о р е т и ч е с к и х  и  э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  р е з у л ь т а т о в  м о ж н о  с ч и т а т ь  

у д о в л е т в о р и т е л ь н ы м .

Р е з ю м е

З а п р о п о н о в а н о  е н е р г е т и ч н и й  в а р і а н т  т е о р і ї  п о в з у ч о с т і  п о ч а т к о в о  і з о т р о п ­

н и х  м а т е р іа л ів  і з  п л о с к и м и  п а р а л е л ь н и м и  м ік р о т р і щ и н а м и .  О д е р ж а н о  к р и -  

т е р і а л ь н і  з а л е ж н о с т і  п о в з у ч о с т і  т а  к і н е т и ч н е  р і в н я н н я  н а к о п и ч е н н я  п о т к о д -  

ж е н о с т і .  Р о з г л я н у т о  б а з о в і  е к с п е р и м е н т и  щ о д о  в и з н а ч е н н я  п а р а м е т р і в  м а т е ­

р і а л у  з г ід н о  і з  з а п р о п о н о в а н о ю  т е о р і є ю .  В і д з н а ч е н о  з а д о в і л ь н у  з б іж н і с т ь  

р о з р а х у н к о в и х  т а  е к с п е р и м е н т а л ь н и х  д а н и х  д л я  л е г к о г о  с п л а в у  з  р і з н и м  

о п о р о м  р о з т я г у в а н н ю  т а  с т и с к у в а н н ю .
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