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�"�
	����� A�ξ =
∑∞

j=0�a(j)�ξ(j) ��� AN
�ξ =

∑N
j=0�a(j)�ξ(j) $��


� ������ �� 	�� "�#��$� %��"�� �� � !"�	�!������� �	�	�����

�	�
���	
 ��&"��
� �ξ(j)  ���� �� � ���%�	��� �� 	�� ��&"��
� �ξ(j)�
j < 0, ���! 	�� 
���� Ξ �� ��&"��
�� $�
� ��	��� 
���	��� E�ξ(j) =
0� ‖�ξ(j)‖2 ≤ P � ��� !�'!"! %��"�� �� 	�� !�����&"��� ������ ��

	�� ��	!�� ��	!�	�� �� 	�� �"�
	����� A�ξ ��� AN
�ξ ��� ��"��� (	 �

���$� 	��	 	���� !�'!"! %��"�� �� 	�� ������ � 	�� 
���� Ξ )%�

	�� !�%�) �%���)� ��&"��
�� $�
� ��� ��	��!���  � �)��%�
	���

�� 
�!��
	 �����	��� 
���	�"
	�� $	� 	�� ���� �� 	�� ��&"��
� �a(j)�

�� ������	
����

����������� ������� �� �������� �� ��� ������ ����� �������! ����� �����"
�� ��� #������$  ��%���� ��� ���������& ���'�����'  ��'����� ��� ��(���'��
��� �� ��&�� ����� ��� '�������� ���� � �'���� ��������� ��  ��'����� ���
)��*� ���'��& +���! ��� ���� ��! ����'��� *��)� �� �, �, �����$���- +.//01!
���-�& %& �, ������� +./231! ��, �, ��4���- +.//51! �, 6����� +./7718
�, �, ��$��� +./9211, ��  ��'��'�! ��*�-��! '�� ���� ����������� �� ���
� �'���� ��������� �� �� ����%�� �� ���� '����, �� ���-� ���  ��%��� ��� #���
 ��������' �� ��� ��������' ��������� �� ��� ��)��*� � �'���� ��������� ��
����'�� ����� ��������� %& ����� ��������$, ���� �  ���� ��� �� ��� �����"
������ ���������� �������  ��-���� ���� ��� ��������� �� ����'��� ������&
�� ��� ���� ���, ����  ��'����� '�� ������ �� � ��$��#'��� ��'������$ �� ���
-���� �� ����� �� �, �, :������ ��� �, :, ;��� +./9<1 ��-� ������������
*��� ��� ��� �� ���� ���� ���, ���� �� � ������ �� ����'� ��������� *��'�
��� � ����� ��� ��� ��������� ���� � '������ '���� �� ��� �������%�� � �'����
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���������, ����� ��������� ��� '����� ������� ���'� ���& ������4� ��� ����"
��� -���� �� ��� �����, � ���-�& �� ������� �� ������� +��%���1 ������� ��
����  ��'�����$ '�� %� ����� �� ���  � �� %& �, �, ������ ��� �, :, ;���
+./9=1, ���  � �� %& 
�� >�������� +./=21 ������ %� ���)�� �� ��� #���
��� *���� ��� ������� �  ���'� �� ����� �������  ��%��� ��� ���������&
 ��'����� *��  �� ����, ?, @���)� +./93! ./9=! .//.1! ?, @���)� ��� �, :,
;��� +./931 ��-����$���� ��� ������� ����� ������� ��� #������$  ��%����
��� ���������& ��(���'�� *��� ��� ��� �� '��-�� � ����4����� �������,
���� �  ���'� ��)�� ��  ����%�� �� #�� �(������� ���� ��������� ��� �����
��-���%�� � �'���� ��������� ��� -������ '������ �� ���������, �� ���  � ���
%& �, ;, ��)�&�'��) +.//3! .//2! .//9! 0555! 055.1! �, ;, ��)�&�'��)
��� �, ��, ���&��)� +055=! 05571 ��� ������� �  ���'� �� ����� �������!
����� ������� ��� #������$  ��%���� ��� ��-����$���� ��� ���'������� *��'�
�� ��� �� ��� ��)��*� -����� �� ���������&  ��'����� ��� ��(���'��,

�� ���� ����'�� *� '������� ���  ��%��� �� ���������� �� ��� ��)��*�
-���� �� ��� ���'������� A�ξ =

∑∞
j=0�a(j)

�ξ(j) ��� AN�ξ =
∑N

j=0�a(j)
�ξ(j)

*��'� �� ��� �� ��� ��)��*� -����� �� � ���������������� ���������&
���'�����' ��(���'� �ξ(j) = {ξk(j)}Tk=1 ���� ��� '���� Ξ �� ��(���'�� �� ���
���) m +1 ≤ m ≤ T 1 *��'� ������& '���������

E�ξ(j) = {Eξk(j)}Tk=1 = �0, ‖�ξ(j)‖2 =

T∑
k=1

E |ξk(j)|2 ≤ P, +.1

%���� �� �%���-������ �� ��� ��(���'� �ξ(j) ��� j < 0. ��� ������� -����� ��

��� ����"�(���� ������ �� ��� � ����� ��������� �� ��� ���'������� A�ξ, AN�ξ
��� �����, �� �� ���*� ���� ����� ������� -����� �� ��� ������ �� ��� '����
Ξ $�-� ��� ��-��$ �-���$� ��(���'�� *��'� ��� ���������� %& ��$��-�'����
�� '�� �'� � ������� '������'��� *��� ��� ��� �� ��� ��(���'� �a(j),

�� ����	� ���	� �� ��� ����� �� ���������� �� ���

�	�
������ AN�ξ

��� Δ(ξ, ÂN) = E
∣∣∣AN�ξ − ÂN�ξ

∣∣∣2 ������� ��� ����"�(���� ����� �� ���

�������� ÂN�ξ �� ��� ���'������ AN�ξ, ������ %& Λ ��� '���� �� ��� ������
��������� �� ��� ���'������ AN�ξ,

������� �� ��� �����	
� Δ(ξ, ÂN) ��� � ���� �
	�� 
� ��� ��� Ξ × Λ
�� ��� �
��
�	�� �����	�� �
�� ����

min
ÂN∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) = max
ξ∈Ξ

min
ÂN∈Λ

Δ(ξ, ÂN) = Pν2
N .
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��� ����� ���
����� ����		����	
��� ����	
���� ��
�����	� �������� 	� ���
����� Ξ �
� ��� 
��	��� ���	���	
� 
� ��� �����	
��� AN�ξ 	� � �
�	�� �������
�������� 
� ��� 
��� N 
� ��� �
��

�ξ(j) =

j∑
u=j−N

Φ(j − u)�η(u).

���� ν2
N 	� ��� �������� �	�������� 
� ��� �
����� 
�����
� QN 	� ��� �����

CT (N+1) �����	�� �� ����	� �
�������� �	�� ��� ���� 
� ��� T × T ��
���
����	���

QN = {QN(p, q)}Np,q=0 =

min(N−p,N−q)∑
u=0

(�a(p+ u))∗�a(q + u);

�η(u) = {ηk(u)}mk=1 	� � ����		����	
��� ����	
���� ��
�����	� �������� �	��

���
�
��� ������ E�η(i)(�η(j))∗ = δijE� ����� E 	� ��� 	���	�� ����	�� δij 	�
��� ��
������ ����
�� Φ(u), u = 0, 1, . . . , N ��� T ×m ����	���� ��������

� ��	�� ��� �����	�� �� ��� �	�������
� ���� �
�����
�� �
 ν2

N � �� ���

�
�	�	
� ‖�ξ(j)‖2 = P �

 �

�� ��*�� %����, ������ %& ΞR ��� '���� �� ��� ��$���� �������"
��������� ���������& ���'�����' ��(���'�� ���� ������& '�������� +.1, ���'�
ΞR ⊂ Ξ! *� ��-�

max
ξ∈Ξ

min
ÂN∈Λ

Δ(ξ, ÂN) ≥ max
ξ∈ΞR

min
ÂN∈Λ

Δ(ξ, ÂN). +01

-��& ��$���� ���������������� ���������& ���'�����' ��(���'� ������ ���
'�����'�� ��-��$ �-���$� �� ����������� A05B

�ξ(j) =

j∑
u=−∞

Φ(j − u)�η(u), +<1

*���� �η(u) = {ηk(u)}mk=1 �� � �������� ���������������� ���������& ���'���"

��' ��(���'� *��� �����$���� -�����! Φ(u) = {Φkl(u)}Tk=1
m
l=1 ��� '��C'�����

�� ��� '�����'�� �� �����������! m +1 ≤ m ≤ T 1 �� ��� ���) �� ��� ��(���'�
�ξ(j) = {ξk(j)}Tk=1, ��� ��(���'�

�ξ(j) ∈ ΞR �� ���������� �� ����� �� �������"
��� {Φ(u) : u = 0, 1, . . .} ��'� ����

∥∥∥�ξ(j)∥∥∥2

=

T∑
k=1

E |ξk(j)|2 =

T∑
k=1

E

∣∣∣∣∣
j∑

u=−∞

m∑
l=1

Φkl(j − u)ηl(u)

∣∣∣∣∣
2

=

=

T∑
k=1

j∑
u,v=−∞

m∑
l,n=1

Φkl(j − u)Φkn(j − v)Eηl(u)ηn(v) =
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=
T∑
k=1

j∑
u=−∞

m∑
l=1

|Φkl(u)|2 =
∞∑
u=0

T∑
k=1

m∑
l=1

|Φkl(u)|2 =
∞∑
u=0

‖Φ(u)‖2 ≤ P. +31

��� -���� �� ��� ����"�(���� ����� E
∣∣∣AN�ξ − ÂN�ξ

∣∣∣2 �� ������� �� *� ��)�

�� �������� ÂN�ξ �� ��� ����

ÂN�ξ =

N∑
j=0

�a(j)
�̂
ξ(j) =

N∑
j=0

T∑
k=1

ak(j)ξ̂k(j),

*���� �̂ξ(j) �� �� � ����� �������� �� ��� -���� �ξ(j) %���� �� �%���-������

�� ��� ��(���'� �ξ(p) ��� p < 0, @��� ��� '�����'�� �� ����������� +<1 �� ���
��$���� ��(���'� ��� ��� ���� �� ��� � ����� �������� �� ��� -�����

�̂ξ(j) =
−1∑

u=−∞
Φ(j − u)�η(u), +=1

�� �����*� ����

min
ÂN∈Λ

E
∣∣∣AN�ξ − ÂN�ξ

∣∣∣2 = E

∣∣∣∣∣
N∑
j=0

�a(j)

j∑
u=0

Φ(j − u)�η(u)

∣∣∣∣∣
2

=

=

N∑
i,j=0

T∑
k,l=1

ak(i)al(j)

i∑
u=0

j∑
v=0

m∑
n,r=1

Φkn(i− u)Φlr(j − v)Eηn(u)ηr(v) =

=

N∑
i,j=0

T∑
k,l=1

ak(i)al(j)

min(i,j)∑
u=0

m∑
n=1

Φkn(i− u)Φln(j − u) =

=

N∑
i,j=0

T∑
k,l=1

ak(i)al(j) Rkl(i, j) =

N∑
i,j=0

�a(i)R(i, j)(�a(j))∗, +71

*����

R(i, j) = {Rkl(i, j)}Tk,l=1 , Rkl(i, j) =

min(i,j)∑
u=0

m∑
n=1

Φkn(i− u)Φln(j − u).

D& '���$��$ �� -����%��� p = i− u, q = j − u! *� '�� �� ������ + 71 �� ���
����

min
ÂN∈Λ

E
∣∣∣AN�ξ − ÂN�ξ

∣∣∣2 =

N∑
p,q=0

T∑
k,l=1

m∑
n=1

Φkn(p)Φln(q) Q
N
kl(p, q), +21
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*����

QN
kl(p, q) =

min(N−p,N−q)∑
u=0

ak(p+ u)al(q + u). +91

������ %& QN ��� � ������ �� ��� � �'� CT (N+1) ���������� %& ������ *��"
'� '������� �� ��� %��')"�����'�� {QN (p, q)}Np,q=0� QN (p, q) =

{
QN
kl(p, q)

}T
k,l=1

,

� ������ QN �� ����"��E���� +��� ������ �� ���������1 ��� '�� �'�, �� '�� %�
�� �������� �� ��� ���� QN = AN ·A∗

N ! *���� ��� � ������ AN �� �������"
��� %& ��� ������ {AN (p, q)}Np,q=0 *��'� '������� *��� ��� %��')� �� -�'���
'������F

AN (p, q) =

{
�a∗(p+ q), p+ q ≤ N,
�0, p + q > N.

��� � ������ QN ���  �����-� ����"-����� ��$��-�����, �� �����*� ���� +21

���� Φij(p) = 0 ��� p > N + 1, ������ Φ̃(p) =
{
P−1/2Φij(p)

}T
i=1

m
j=1! Φ̃ ={

Φ̃(p)
}N
p=0

, ���� '�������� +31 ��� ��� ����

‖Φ̃‖2 =
N∑
p=0

‖Φ(p)‖2 ≤ 1, +/1

*���� ‖Φ̃‖ �� ��� ���� �� ��� � �'� CTm(N+1),
@��� +21 ��� +/1 �� �����*� ����

min
ÂN∈Λ

Δ(ξ, ÂN) = P
〈
QN Φ̃, Φ̃

〉
,

*���� 〈·, ·〉 �� ��� �'����  ����'� �� ��� � �'� CTm(N+1) ��� QN Φ̃ �� ���
������ '������'��� *��� ��� ��� �� %��')"�����'��

QN Φ̃ =
{
QN Φ̃(p, q)

}N
p,q=0

=
{
QN(p, q) · Φ̃(q)

}N
p,q=0

.

��)��$ ���� �''���� +01! *� *��� ��-� ��� �����*��$ ��*�� %���� ��� ����"
��� �� ��� ����"�(���� �����

max
ξ∈Ξ

min
ÂN∈Λ

Δ(ξ, ÂN) ≥ P max
‖Φ̃‖≤1

〈
QN Φ̃, Φ̃

〉
= Pν2

N . +.51

���� ν2
N �� ��� $������� ��$��-���� �� ��� � ������ QN ,


  �� %����, 6� *��� ��� ��� �����*��$ ���(�����& �� #�� �� �  ��
%���� �� ��� ����"�(���� �����

min
ÂN∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) ≤ min
ÂN∈Λ1

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN). +..1
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���� Λ1 �� ��� '���� �� ��� ������ ��������� �� ��� ���'������ AN�ξ! *��'� ��-�
��� ����

ÂN�ξ =
−1∑

j=−∞
�c(j)�ξ(j). +.01

*���� �c(j) = {ck(j)}Tk=1 ��� '�� ��� -�'���� ��'� ����
∑−1

j=−∞ ‖�c(j)‖2 <∞,
��� � �'���� �� ������������ �� ��� ���������������� ���������& ���'�����'
��(���'� ��� ��� '���������� ���'����� $�-�� �� �  ����%����& ��$�� ��� ��������

Δ(ξ, ÂN) = E
∣∣∣AN�ξ − ÂN�ξ

∣∣∣2 = E

∣∣∣∣∣
N∑
j=0

�a(j)�ξ(j) −
−1∑

j=−∞
�c(j)�ξ(j)

∣∣∣∣∣
2

=

= E

∣∣∣∣∣
∫ π

−π

(
N∑
j=0

�a(j)eijλ −
−1∑

j=−∞
�c(j)eijλ

)
Z(dλ)

∣∣∣∣∣
2

=

=

∫ π

−π

(
AN(eiλ) − C(eiλ)

)
F (dλ)

(
AN (eiλ) − C(eiλ)

)∗
,

AN(eiλ) =

N∑
j=0

�a(j)eijλ, C(eiλ) =

−1∑
j=−∞

�c(j)eijλ.

���� Z(dλ) = {Zk(dλ)}Tk=1 �� ��� � �'���� ������ ������� ��� F (dλ) =

{Fkl(dλ)}Tk,l=1 �� ��� � �'���� ������"-����� ������� �� ��� ������������"
���� ���������& ��(���'�, ������� Fkl(dλ) �� ��� � �'���� ������"-�����
������� ��� '�� ��� �������� *��� %������ -�������� *��'� ������& ���
�����*��$ '��������� A05B

Fkk(dλ) ≥ 0, |Fkl(dλ)|2 ≤ Fkk(dλ)Fll(dλ). +.<1

	��������� +.1 ���� ���� ∫ π

−π
Tr F (dλ) ≤ P. +.31

@��� ����� �������
max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) =

= max
F

∫ π

−π

(
AN(eiλ) − C(eiλ)

)
F (dλ)

(
AN(eiλ) − C(eiλ)

)∗ ≤
≤ max

F

∫ π

−π

∥∥AN(eiλ) − C(eiλ)
∥∥2 ‖F (dλ)‖ ≤

≤ max
λ∈[−π,π]

∥∥AN(eiλ) − C(eiλ)
∥∥2

∫ π

−π
‖F (dλ)‖ .
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�� �����*� ���� +.<1 ��� +.31 ���� ��� � �'���� ������"-����� ������� ������&
'��������

π∫
−π

‖F (dλ)‖ =

π∫
−π

(
T∑

k,l=1

‖Fkl(dλ)‖2

)1/2

≤
π∫

−π

(
T∑

k,l=1

Fkk(dλ)Fll(dλ)

)1/2

=

=

∫ π

−π

T∑
k=1

Fkk(dλ) =

∫ π

−π
Tr F (dλ) ≤ P.

@��� ����� ������� *� ��-�

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) ≤ P max
λ∈[−π,π]

∥∥AN(eiλ) − C(eiλ)
∥∥2
.

�� ��������
max

λ∈[−π,π]

∥∥AN (eiλ) − C(eiλ)
∥∥2

*� '������� ��� '���� �� -�'���"-�����  �*�� ������ �f(z) =
∑∞

n=0 �α(n)zn!
*��'� ��� ��$���� �� ��� ���� ���) |z| < 1 ��� ����� ���� $�-�� ��������∑N

j=0
�d(j)zj , ������ %& ρ2

N ��� $������� ��$��-���� �� ��� ������ H =

{H(p, q)}Np,q=0 '������'��� *��� ��� ��� �� %��')"�����'��

H(p, q) =

min(p,q)∑
j=0

�d∗(p− j)�d(q − j), p, q = 0, N.

���� *� ��-� ��� �����*��$ �������� A0B

min
{�α(n):n≥N+1}

max
|z|=1

∥∥∥�f(z)
∥∥∥2

= ρ2
N .

���'� �� ��� '��� �d(p) = �a(N − p), p = 0, N ! *� ��-� �� #�� ��� $�������
��$��-���� �� ��� ������ '������'��� *��� ��� ��� �� %��')"�����'��

GN = {GN(p, q)}Np,q=0 , GN(p, q) =

min(p,q)∑
u=0

(�a(N − p+ u))∗�a(N − q + u).

������ ���� ��$��-���� %& ω2
N , ��� *� *��� ��-�

min
ÂN∈Λ1

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) ≤ Pω2
N .

�� �����*� ���� +..1 ����

min
ÂN∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) ≤ Pω2
N . +.=1
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��* ���� ���� GN(N−p,N−q) = QN (p, q), ��������� ω2
N = ν2

N , ���������
+.51 ��� +.=1 $�-� �� ��� ���(�����&

min
ÂN∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) ≤ max
ξ∈Ξ

min
ÂN∈Λ

Δ(ξ, ÂN). +.71

���'� ��� �  ����� ���(�����& ����� ����! *� ��-� �(�����& �� +.71, ���  ����
�� '�� ����,

@��� ���  ���� �� ��� ������� *� ��-� � '������'���� �� ��� � �����
������� �������� �� ��� ���'������ AN�ξ,

	���

��� �� ��� 
��	��� �	�	��� ���	���� ÂN�ξ 
� ��� �����	
��� AN�ξ 	�

� ��� �
��

ÂN�ξ =
N∑
j=0

�a(j)

( −1∑
u=j−N

Φ(j − u)�η(u)

)
,

����� �η(u) = {ηk(u)}mk=1 	� � ������ ����
������� ����	
���� ��
�����	�

�������� �	�� 
���
�
��� ������� Φ(u) = {Φij(u)}Ti=1
m
j=1 	� ��	����� �����	�

�� �� �	�������
� 
� ��� 
�����
� QN ��	�� �
�����
�� �
 ��� �������� �	�
�������� ν2

N � �� �
�	�	
� ‖�ξ(j)‖2 = P � !� ����	����� ���� 
� ����	
����
�������� 
� ��� �	�	��� ���� (m = 1)� ��� ����
� Φ = {Φ(u)}Nu=0� ���� �
��	�

��� 
� ��� ��
�������
�� Φ(u) = {Φk(u)}Tk=1� 	� �	�������
� 
� ��� 
�����
�
QN � ��	�� �
�����
�� �
 ��� �������� �	�������� ν

2
N �

������� �	 .�	 = 1 ��� ��	 A1
�ξ = ξ1(0)+ ξ2(0)+ ξ1(1)+ ξ2(1)� ��� �)��%��"��

�� 	�� �����	�� Q1 ��� �&"�� 	� λ1,2 = 2±√
2� ��������� ν2

1 = 2+
√

2� 5)��%�
	��
�� 	�� �����	�� $�
� 
���������� 	� 	�� )���	��	 �)��%��"� ν2

1 = 2 +
√

2 � ��

	�� ���! Φ = {Φ(0),Φ(1)}� $����
Φ(0) =

( √
2/2, 1/2

)
,Φ(1) =

(
1/2, 0

)
.

(� 	�� 
��� �� 	�� !�!�� ���# (m = 1)� 	�� ����	 ��%��� �� ��&"��
� �ξ(j) � ��
	�� ���!

�ξ(j) = Φ(0)η(j) + Φ(1)η(j − 1) = 1/2 · ( √
2η(j) + η(j − 1), η(j)

)
.

��� ��	!�� ����� !�!�' ��	!�	� Â1
�ξ �� 	�� �"�
	���� A1

�ξ � �� 	�� ���!

Â1
�ξ = �a(0)Φ(1)η(−1) = η(−1)/2.

(� 	�� 
��� �� 	�� !�'!�� ���# (m = 2)� 	�� ����	 ��%��� �� ��&"��
� �ξ(j) � ��
	�� ���!

�ξ(j) = Ψ(0)�η(j) + Ψ(1)�η(j − 1),

$���� Ψ(0), Ψ(1) ��� 2 × 2 !�	�
�� 
���	�"
	�� $	� 	�� ���� �� 	�� %�
	���


��"!��

Ψ(0) = 1/
√

2 · {Φ(0),Φ(0)} ,Ψ(1) = 1/
√

2 · {Φ(1),Φ(1)} .
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���������

�ξ(j) =
1

2
√

2

( √
2(η1(j) + η2(j)) + η1(j − 1) + η2(j − 1), η1(j) + η2(j)

)
.

��� ��	!�� ����� !�!�' ��	!�	� Â1
�ξ �� 	�� �"�
	���� A1

�ξ � �� 	�� ���!

Â1
�ξ = �a(0)Ψ(1)�η(−1) =

1
2
√

2
(η1(−1) + η2(−1)) .

��� !�����&"��� ������ �  �	� 
���� ��� ��	 )���	�� 	��� 2 +
√

2�

������� 
	 .�	 = 1 ��� ��	 A1
�ξ = ξ1(0) + ξ2(0) + ξ1(1) + ξ2(1)� �)��%��"��

�� 	�� �����	�� Q1 ��� �&"�� 	� 3 ± √
5� ��������� ν2

1 = 3 +
√

5� 5)��%�
	��
�� 	�� �����	�� $�
� 
���������� 	� 	�� )���	��	 �)��%��"� ν2

1 � �� 	�� ���!

Φ = {Φ(0),Φ(1)}� $����

Φ1(0) = Φ2(0) =
√

(5 +
√

5)/20,Φ1(1) = Φ2(1) =
√

(5 −
√

5)/20.

(� 	�� 
��� �� 	�� !�!�� ���# (m = 1)� 	�� ����	 ��%��� �� ��&"��
� �ξ(j) � ��
	�� ���!

�ξ(j) = Φ(0)η(j) + Φ(1)η(j − 1) =

=
√

(5 +
√

5)/20
(

η(j), η(j)
)

+
√

(5 −
√

5)/20
(

η(j − 1), η(j − 1)
)
.

��� ��	!�� ����� !�!�' ��	!�	� � �� 	�� ���!

Â1
�ξ = �a(0)Φ(1)η(−1) =

√
(5 −

√
5)/5η(−1).

(� 	�� 
��� �� 	�� !�'!�� ���# (m = 2)� 	�� ����	 ��%��� �� ��&"��
� �ξ(j) � ��
	�� ���!

�ξ(j) = Ψ(0)�η(j)+Ψ(1)�η(j−1) =
√

(5 +
√

5)/40·I ·�η(j)+
√

(5 −
√

5)/40·I ·�η(j−1),

$���� I � � �&"��� !�	�' ���!��	� �� $�
� ��� "�	��

��� ��	!�� ����� !�!�' ��	!�	� � �� 	�� ���!

Â1
�ξ = �a(0)Ψ(1)�η(−1) =

√
(5 −

√
5)/10 (η1(−1) + η2(−1)) .

��� !�����&"��� ������ �  �	� 
���� ��� ��	 )���	�� 	��� 3 +
√

5�

�� ����	� ���	� �� ��� ����� �� ���������� �� ���

�	�
������ A�ξ

������� � "�� ��� �������� 
� ����
�� �a(j), j = 0, 1, . . . ���	�#�� �
�	�	�

��

T∑
k=1

∞∑
j=0

|ak(j)| <∞,
∞∑
j=0

(j + 1) ‖�a(j)‖2 <∞, +.21
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��� �����	
� Δ(ξ, Â) ��� � ���� �
	�� 
� ��� ��� Ξ×Λ �� ��� �
��
�	��
�����	�� �
�� ����

min
Â∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, Â) = max
ξ∈Ξ

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â) = Pν2.

��� ����� ���
����� ����		����	
��� ��
�����	� �������� 	� ��� ����� Ξ �
�
��� 
��	��� ���	���� 
� ��� �����	
��� A�ξ 	� � �
�	�� ������� �������� 
�
��� �
��

�ξ(j) =

j∑
u=−∞

Φ(j − u)�η(u).

���� ν2 	� ��� �������� �	�������� �� Φ = {Φ(u)}∞u=0 	� ��� �
�����
�	��
�	�������
� 
� ��� �
����� 
�����
� Q 	� ��� ����� �2 �����	�� �� ����	�
�
�������� �	�� ��� ���� 
� ��� ��
�������	���

Q = {Q(p, q)}∞p,q=0 , Q(p, q) =

∞∑
u=0

�a∗(p+ u)�a(q + u),

�η(u) = {ηk(u)}mk=1 	� � ����		����	
��� ����	
���� ��
�����	� �������� �	�
�� 
���
�
��� ������� Φ = {Φ(u)}∞u=0 ��� ����	���� �������� 
� ��	�� ���
�����	�� �� ��� �	�������
� 
� ��� 
�����
� Q ���� �
�����
�� �
 ν2� ��
��� �
�	�	
� ‖�ξ(j)‖2 = P �

 �

�� ��*�� %����, ��� ξ ∈ ΞR, ���� *� ��-� ��� ���(�����&

max
ξ∈Ξ

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â) ≥ max
ξ∈ΞR

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â). +.91

��)��$ ��� ��� '�����'�� �� ����������� �� ��� ��$���� ���������& ��(���'�
+<1 ��� ��� ���� +=1 �� ��� � ����� ��������! *� $��

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â) = min
Â∈Λ

E
∣∣∣A�ξ − Â�ξ

∣∣∣2 = E

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

�a(j)

j∑
u=0

Φ(j − u)�η(u)

∣∣∣∣∣
2

=

=

∞∑
p,q=0

T∑
k,l=1

m∑
n=1

Φkn(p)Φln(q)Qkl(p, q), +./1

*����

Q(p, q) = {Qkl(p, q)}Tk,l=1 , Qkl(p, q) =
∞∑
u=0

ak(p+ u)al(q + u). +051

������ %& Q ��� � ������ �� ��� ���%��� � �'� �2 ���������� %& ��� ������
'������'��� *��� ��� ��� �� %��')"�����'�� Q = {Q(p, q)}∞p,q=0, ���'� �����
��� �����#�� '��������� +.21 ���

∞∑
p,q=0

‖Q(p, q)‖2 =

∞∑
p,q=0

T∑
k,l=1

|Qkl(p, q)|2 =
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=

∞∑
p,q=0

T∑
k,l=1

∣∣∣∣∣
∞∑
u=0

ak(p+ u)al(q + u)

∣∣∣∣∣
2

≤

≤
∞∑

p,q=0

T∑
k,l=1

( ∞∑
u=0

|ak(p+ u)|2 ·
∞∑
u=0

|al(q + u)|2
)

=

=

( ∞∑
p=0

T∑
k=1

∞∑
u=0

|ak(p+ u)|2
)2

=

=

( ∞∑
p=0

∞∑
u=0

‖�a(p+ u)‖2

)2

=

( ∞∑
p=0

(p+ 1) ‖�a(p)‖2

)2

,

*� ��-�

‖Q‖ ≤ N(Q) ≤
∞∑
p=0

(p+ 1) ‖�a(p)‖2 <∞,

*���� N(Q) �� ��� ���%���"�'����� ���� �� ��� � ������ Q, ��� � ������ Q
�� � ����"��E���� ���%���"�'����� � ������ ., �� '�� %� �� �������� �� ��� ����
Q = A ·A∗! *���� ��� � ������ A �� ���������� %& ������ '������'��� *���
��� ��� �� %��')"'������ A = {A(p, q)}∞p,q=0 = {�a(p+ q)}∞p,q=0, @�� �����
������� ��� � ������ Q ��� ����"-�����  �����-� ��$��-�����, ��� � ������
A �� �� ���%���"�'����� � ������ ��� ��� ���%���"�'����� ���� �� �(��� ��

N(A) =

( ∞∑
p=0

(p+ 1) ‖�a(p)‖2

)1/2

.

���'� Φ̃(p) =
{
P−1/2Φij(p)

}T
i=1

m
j=1! ���� +./1 '�� %� �� �������� �� ��� ����

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â) = P
〈
QΦ̃, Φ̃

〉
.

��)��$ ���� �''���� ������'����� +31! *� *��� ��-�

max
ξ∈ΞR

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â) = P max
‖Φ̃‖=1

〈
QΦ̃, Φ̃

〉
= Pν2,

*���� ν2 �� ��� $������� ��$��-���� �� ��� � ������ Q! 〈 ·, ·〉 �� ��� �'����
 ����'� �� ��� � �'� �2, �� �����*� ���� +.91 ���� *� '�� �������� ��� ����"
��� -���� �� ��� �����

max
ξ∈Ξ

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â) ≥ Pν2. +0.1
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  �� %����, 	������� ��� ��(���'� �� � ������� QN ���������� %&
�����'�� +91 ��� ��� � ������ Q ���������� %& �����'�� +051, ���'� '����"
����� +.21! *� ��-�

N(Q−QN) =
∞∑

p=N+1

(p+ 1) ‖�a(p)‖2 → 0,

��� N → ∞, ��)��$ ���� �''���� ����

‖Q−QN‖ ≤ N(Q−QN),

*� *��� $��
lim
N→∞

‖Q−QN‖ = 0.

�� ��� ��(���'� �� � �������QN '��-��$�� �� ��� � ������Q, @�� ���� ������
A.! <B lim

N→∞
ν2
N = ν2! *���� ν2

N �� ��� $������� ��$��-���� �� ��� � ������ QN !

��� ν2 �� ��� $������� ��$��-���� �� ��� � ������ Q, @��� ������� . ��
�����*� ����

min
Â∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, Â) = lim
N→∞

min
ÂN∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, ÂN) = lim
N→∞

Pν2
N = Pν2. +001

@��� ��������� +001 ��� +0.1 *� ��-�

min
Â∈Λ

max
ξ∈Ξ

Δ(ξ, Â) = Pν2 ≤ max
ξ∈Ξ

min
Â∈Λ

Δ(ξ, Â),

*���� ���& �(�����& ��  ����%��, ������� ��  ��-��,

	���

��� � ��� 
��	��� �	�	��� ���	���� Â�ξ 
� ��� �����	
��� A�ξ 	� 
�
��� �
��

Â�ξ =

∞∑
j=0

�a(j)

[ −1∑
u=−∞

Φ(j − u)�η(u)

]
,

����� �η(u) = {ηk(u)}mk=1 	� � ������ ����
������� ����	
���� ��
�����	�

�������� �	�� 
���
�
��� ������� Φ(u) = {Φij(u)}Ti=1
m
j=1, u = 0, 1, . . . 	�

��	����� �����	�� �� �	�������
� 
� ��� 
�����
� Q ��	�� �
�����
�� �

��� �������� �	�������� ν2� �� �
�	�	
� ‖�ξ(j)‖2 = P � !� ����	����� ���� 
�
����	
���� �������� 
� ��� �	�	��� ���� (m = 1) ��� ����
� ��	�� �
��	���

� ��� ��
�������
�� Φ = {Φ(u)}∞u=0� 	� �	�������
� 
� ��� 
�����
� Q� ��	��
�
�����
�� �
 ��� �������� �	�������� ν2�

������� �	 .�	 = 1 ��� ��	 A�ξ =
∑T

k=1

∑∞
j=0 e−λjξk(j)� λ > 0� 5��!��	� ��

	��  ��
#�!�	�
�� �� 	�� �����	�� Q ��� �� 	�� ���!

Qkl(p, q) =
∞∑
u=0

ak(p + u)al(q + u) = e−λ(p+q)(1 − e−2λ)−1. ����
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��� �)��%��"�� �� 	�� �����	�� Q ��� ��	��!���  � 	�� ���	�! �� �&"�	���

μΦk(p) =
T∑
l=1

∞∑
s=0

e−λ(p+s)(1 − e−2λ)−1Φl(s), k = 1, T , p = 0, 1, . . . . ����

8��! ���� $� $�� )�	 	��	 Φk(p) � �� 	�� ���! Φk(p) = Ce−λp, k = 1, T � ���

���	��	 C � ��	��!���  � 	�� ���!��:�) 
���	��� (� 	�� 
��� �� 	�� !�!��

���# (m = 1) $� ��%�

C = (1 − e−2λ)1/2T−1/2, Φk(p) = T−1/2(1 − e−2λ)1/2e−λp, k = 1, T .

�" �		"	�� �� 	����� �'�������� �	� ���� )%�� "� μ = T (1 − e−2λ)−2� (� 	��


��� �� 	�� !�!�� ���# (m = 1)� ��� ����	 ��%��� �� � 	�� 
���� Ξ %�
	���%��"��

�	�	����� ��&"��
� �ξ(j) � � !�%�) �%���)� ��&"��
� �� 	�� ���!

�ξ(j) = T−1/2(1 − e−2λ)1/2e−λj
j∑

u=−∞
eλuη(u)I,

$���� I � � �&"��� !�	�' ���!��	� �� $�
� ��� "�	�� �η(u) = {ηk(u)}Tk=1 � �

�	������ %�
	�� ��&"��
� $	� ��	��)���� %��"���

��� ��	!�� ����� !�!�' ��	!�	� Â�ξ �� 	�� �"�
	���� A�ξ � �� 	�� ���!

Â�ξ = T 1/2(1 − e−2λ)1/2
∞∑
j=0

e−2λj

[ −1∑
u=−∞

eλuη(u)

]
.

(� 	�� 
��� �� !�'!�� ���# m = T $� $�� ��%�

�ξ(j) = T−1(1 − e−2λ)1/2e−λj
j∑

u=−∞
eλu I �η(u),

Â�ξ = (1 − e−2λ)1/2
∞∑
j=0

e−2λj

[
T∑
k=1

−1∑
u=−∞

eλuηk(u)

]
,

$���� I � � �&"��� !�	�' ���!��	� �� $�
� ��� "�	�� �η(u) = {ηk(u)}Tk=1 � �

�	������ %�
	�� ��&"��
� $	� ��	��)���� %��"���

��� !�����&"��� ������ �  �	� 
���� ��� ��	 )���	�� 	��� T (1 − e−2λ)−2�

�� ���
�	�����

6�  �� ��� �������� ��� '��'������� ��� ���� �(���� ������ ��� ���
� �'���� '����'�������' �� ��� � ����� ������ �������� �� ��� ��)��*� -����
�� ��� ���'������� A�ξ =

∑∞
j=0�a(j)

�ξ(j) ��� AN�ξ =
∑N

j=0�a(j)
�ξ(j) *��'�

�� ��� �� ��� ��)��*� -����� �� � ���������������� ���������& ���'�����'
��(���'� �ξ(j) %���� �� �%���-������ �� ��� ��(���'� �ξ(j) ���� ��� '���� Ξ

�� ��(���'�� *��'� ������& '��������� E�ξ(j) = 0! ‖�ξ(j)‖2 ≤ P ! ��� j < 0.
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