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ïðîìèññíûé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè, ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè Fuzzy-Logic,

íîðìàëèçàöèÿ ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ, âûáîð èç ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ÷àñòî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ýêîíî-

ìè÷åñêèõ èëè òåõíè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ôîðìóëèðóåìûõ â êà÷åñòâå îãðàíè÷å-

íèé çàäà÷è, óñòàíàâëèâàþòñÿ ñóáúåêòèâíî. Èç íåêîòîðîé îáëàñòè çíà÷åíèé,

â êîòîðîé ðåàëüíî ìîæåò íàõîäèòüñÿ ýòîò ïîêàçàòåëü, ñóáúåêòèâíî âûáèðàåòñÿ

îäíî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. ×àñòî â ðåàëüíîé ñèòóàöèè íåêîòîðûå èç òàêèì

îáðàçîì óñòàíîâëåííûõ îãðàíè÷åíèé ìîãóò áûòü íåñêîëüêî íàðóøåíû â ñëó÷àå,

åñëè ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó óëó÷øåíèþ ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâ-

íîñòè îáùåé ïðîáëåìû. Êðîìå òîãî, ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè óæå ïîëó÷åííî-

ãî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (â êîòîðîì âûïîëíåíà

âñÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé) íå ó÷èòûâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ ýòî îãðà-

íè÷åíèå (íàïðèìåð, ïîòðåáíîñòü â êàêîì-ëèáî âèäå ðåñóðñîâ) — êàê ñòðîãîå

ðàâåíñòâî ëèáî êàê íåðàâåíñòâî, ò.å. ñóùåñòâóåò åùå íåêîòîðûé çàïàñ èñïîëü-

çîâàíèÿ ýòîãî ðåñóðñà.

Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ðàññìîòðåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ äëÿ

íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé i I� 1 óñòàíàâëèâàåòñÿ îïðåäåëåííûé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ

ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé [ , ]b bi i1 2 , ïðè ýòîì åñëè çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîêàçàòå-

ëÿ â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè ìåíüøå èëè ðàâíî çíà÷åíèþ b i1 , òî ýòî íå ïðèâîäèò

ê ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ, ïðåâûøà-

þùåå çíà÷åíèå b i2 , íåïðèåìëåìî. Äîïóñêàåòñÿ çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ â äèàïàçîíå

[ , ]b bi i1 2 , íî ýòî êàêèì-òî îáðàçîì ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ

îáùåé ïðîáëåìû. Ýêñïåðò, ò.å. ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (ËÏÐ), ìîæåò îöåíèòü

óðîâåíü âûïîëíåíèÿ ëþáîãî èç îãðàíè÷åíèé ïîäìíîæåñòâà i I� 1 â äèàïàçîíå

[ , ]b bi i1 2 ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ôóíêöèè ïîòåðü, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê äîïîëíè-

òåëüíûå ëîêàëüíûå êðèòåðèè ýôôåêòèâíîñòè, êîòîðûå íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðî-

âàòü. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê çàäà÷àì ìíî-

ãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ìå-

òîäû. Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ ðàçìûòûõ («ãèáêèõ») îãðàíè÷åíèé âñåãäà ñóáúåê-

òèâíî è çàâèñèò îò âûáîðà ñõåìû êîìïðîìèññà è ïðåäïî÷òåíèé ýêñïåðòà.

Ðàçâèòèå òàêèõ ïîäõîäîâ ïðè ìíîãîêðèòåðèàëüíîì âûáîðå ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû-

÷àéíî âàæíûì äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ýô-

ôåêòèâíûé è îáîñíîâàííûé âûáîð ðåøåíèé â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïðèíÿòèå ðåøå-

íèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåæíèõ ïîäõîäîâ íå ïðåäñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÎÄÍÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÐÀÇÌÛÒÛÌÈ (ÃÈÁÊÈÌÈ)
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ È ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÅÅ ÐÅØÅÍÈÞ

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ïîíÿòèÿ «ðàçìûòûå» è «ãèáêèå» îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
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Â êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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íåäîïóñòèìî.

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà

ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ bi íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé I I� , ãäå

I m M�{ }1,... , ,... , , ìîãóò áûòü íàðóøåíû äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ( )b di i� , õîòÿ ýòî

êðàéíå íåæåëàòåëüíî. Âïåðâûå òàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà äëÿ çàäà÷ ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà G. Sommer (1978) [1]. Â äàëüíåé-

øåì êëàññ òàêèõ çàäà÷ Fuzzy-ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîäðîáíî èññëåäîâàëñÿ

H. Rommelfanger [2, 3], S. Orlovski (1984, 1985) [4, 5], ãäå áûëè ïðåäëîæåíû ýôôåê-

òèâíûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.

Â èçëîæåíèè âûðàæåíèÿ
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ìîæåò áûòü íàðóøåíî ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå bi , íî íàðóøåíèå ãðàíè÷íîãî çíà÷å-

íèÿ ( )b di i� íåäîïóñòèìî.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïëàíîâ
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ËÏÐ ìîæåò îöåíèòü óðîâåíü âûïîëíåíèÿ ëþáîãî èç îãðàíè÷åíèé ïîäìíîæåñòâà

i I� äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (äëÿ âåêòîðà ïåðåìåííûõ çàäà÷è X èëè äëÿ êàæäîé

àëüòåðíàòèâû) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè, àíàëîãè÷íîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè

� i X( ) [ , ]� 0 1 , i I� , ïðèìåíÿåìîé â íå÷åòêîé ëîãèêå (Fuzzy-Logic) [6–8]:
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Ðàññìîòðèì íå÷åòêîå ìíîæåñòâî
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Ñôîðìóëèðóåì ðàññìàòðèâàåìóþ âûøå ïðîáëåìó (äàæå â ñëó÷àå R �1), êàê
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Ïðèìåíÿÿ min-îïåðàòîð [6], ïîëó÷àåì
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ãäå L — ÷èñëî îãðàíè÷åíèé, âõîäÿùèõ â ïîäìíîæåñòâî I . Òîãäà óñëîâèå (11)

ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñëîâèåì
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Â ðàçâèòèè ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [11–13]) íàçîâåì Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì ðåøåíè-

åì (ìíîæåñòâîì ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé) íåêîòîðûé âåêòîð ïåðåìåííûõ �X Q�

òàêîé, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî äðóãîãî âåêòîðà X Q� , äëÿ êîòîðîãî ñïðà-

âåäëèâû âûðàæåíèÿ

� �k X X( � ) ( )� , k R�1, ,� ; � �i iX X( � ) ( )� , i I� . (14)

Ïðè ýòîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ âûðàæåíèé âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íå-

ðàâåíñòâî. M. Weber (1983) [14] íàçâàë òàêîå ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îäíîé öåëåâîé ôóíêöèåé Fuzzy-ýôôåêòèâíûì.

S.A. Orlovski (1985) [5] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå �-óðîâíÿ äëÿ ìíîæåñòâà

�
A

X( ), ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå (12),

A X Q X
A� � �� � �{ }| ( ) , 0 1� �� . (15)

Ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, åñëè A� ��.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé êîìïðîìèññíûé êðèòåðèé, íàïðèìåð, â âèäå ëèíåéíîé

ñâåðòêè ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè
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Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé êîìïðîìèññíîé çàäà÷è ñ ðàçìûòûìè îãðàíè÷åíèÿìè

ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è
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Íàéäåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (16)–(18) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé � � 0. S.A. Orlovski

â [5] ðàññìàòðèâàë ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ðàçìûòûìè îãðàíè÷åíèÿìè (1)–(3)

òîëüêî äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò ëèøü îäíà öåëåâàÿ ôóíê-

öèÿ, êîòîðàÿ (êàê è âñå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé âåêòîðà

ïåðåìåííûõ X . Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàëîñü íàéòè ðåøå-

íèÿ çàäà÷è
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X
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�
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�
�

1

(21)

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà � � 0, ïîñëå ÷åãî ýêñïåðò (ËÏÐ), ñðàâíèâàÿ

ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ( , )C X � , ïðèõîäèò ê ñîîòâåòñòâóþ-

ùåìó âûâîäó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îñíîâå òàêîãî ïîäõîäà ëåæèò ïðèìåíåíèå MIN-îïåðà-

òîðà Fuzzy-ëîãèêè âèäà

� �
Q i I

iX X1 ( ) min ( )�
�

{ }, � ( ) | ( )� � �� � �{ }X Q X
Q

1 ,
(22)

ò.å. ó÷åò òîëüêî îäíîãî «íàèáîëåå ïëîõî» âûïîëíÿåìîãî îãðàíè÷åíèÿ, íå ó÷èòû-

âàÿ ïðè ýòîì óðîâåíü âûïîëíåíèÿ äðóãèõ ðàçìûòûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è.

Ïðèìåíåíèå PRODUCT-îïåðàòîðà â âèäå

� �
Q

i I

iX X2 ( ) ( )�

�

� { }, � ( ) | ( )� � �� � �{ }X Q X
Q

2 (23)

ïîçâîëèò ó÷èòûâàòü â êàæäîì ðåøåíèè íå òîëüêî îäíî «íàèáîëåå ïëîõî» âûïîëíÿå-

ìîå îãðàíè÷åíèå, íî è óðîâåíü âûïîëíåíèÿ îñòàëüíûõ ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è.

Íàðÿäó ñ ýòèìè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèå Fuzzy-ëîãè÷åñêèå îïåðàòîðû [6–8].

Ïðîôåññîðîì H. Rommelfanger [2, 3, 8] â ðàçâèòèè ýòèõ ìåòîäîâ ïðèìåíèòåëüíî

ê ðåøåíèþ îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ñ ãèáêèìè îãðàíè÷åíèÿìè (çàäà÷à (1)–(3)

ïðè R �1) áûë ðàçðàáîòàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

1. Íàõîäèì

� �( ) max ( )Z X
X G

�

�
� , � �( ) max ( )Z X

X Q

�

�
� . (24)

2. Ââåäåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè

� �

� �

� � � �� [ ( )]

, ( ) ( ) ,

, ( ) ( ) (X

X Z

Z X Z�

�

� � � �

�

�
0

0 1

åñëè

åñëè �

��

�

�
	



	

) ,

, ( ) ( ) ,1 åñëè � �X Z

(25)

âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðòîì è ìîæåò áûòü âûáðàí â êà÷åñòâå ìîíîòîí-

íî-âîçðàñòàþùèõ èëè íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé (ðèñ. 1–4), ñâîéñòâà êîòîðûõ ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [15, 16].

3. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è íàõîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � � � �
�

�max
*[ ( )] max min [ ( )], ( )Z X X

Q
� �
� �0 1

{ }

�
� �

max min [ ( )]; min [ ( )]
X Q i I

i iX f X{ }� � �� . (26)

Çàäà÷à (26) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

� � �
�

max
*

,
[ ( )] maxZ

X Q
�

�
(27)

â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé

� � �� [ ( )]X � , (28)

� �i if X[ ( )] � , i I� . (29)
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Åñëè ôóíêöèÿ öåëè è ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (1), (2) ëèíåéíû, òî çàäà÷à

(27)–(29) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíà

ñèìïëåêñíûì ìåòîäîì.

3. ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È Ñ ÐÀÇÌÛÒÛÌÈ (ÃÈÁÊÈÌÈ) ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

Ðàññìàòðèâàåìûé âûøå ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ñ ãèáêèìè (ðàçìûòûìè) îãðàíè÷åíèÿìè äàæå ïðè íàëè÷èè îäíîé ôóíê-

öèè öåëè íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé

íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýêñïåðòû ìîãóò èìåòü íåñêîëüêî äðóãèå

ïðåäñòàâëåíèÿ î íàèáîëåå ýôôåêòèâíîì ðåøåíèè ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è (1),

ãäå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è Q îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (5). Íà-

ëè÷èå íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè â óñëîâèÿõ, êîãäà äîïóñòèìî íàðó-

øåíèå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è â êàêîé-òî äîïóñòèìîé îá-

ëàñòè, äåëàåò åùå áîëåå àêòóàëüíûì ðàçâèòèå ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ òàêîãî êëàñ-

ñà çàäà÷.

Îáîáùèì è óñëîæíèì ñôîðìóëèðîâàííóþ ïîñòàíîâêó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

çàäà÷è ñ ðàçìûòûìè îãðàíè÷åíèÿìè (1) , ãäå ìíîæåñòâî Q îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè-

åì (5), ââåäåíèåì ñëåäóþùåãî äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî

ðàçìûòûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è I âêëþ÷àåò L îãðàíè÷åíèé. Òîãäà â êà÷åñòâå äîïîë-

íèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, ñóùåñòâåííî îñëîæíÿþùèõ ìåòîäû åå ðåøåíèÿ,

ìîæåò áûòü ñëåäóþùåå óñëîâèå: êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå èõ

ëåâîé ÷àñòè äîïóñòèìî â ïðåäåëàõ

b f X b di i i i� � �( ) , b a x b di ij j

j

N

i i� � �
�
�

1

, i I� ,

äîëæíî áûòü íå áîëüøå, ÷åì L L1 � .

Çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî âûáîðà ñ ãèáêèìè (ðàçìûòûìè) îãðàíè÷åíèÿìè,

êàê è âñå çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ìîãóò áûòü óñëîâíî ðàçäåëåíû

íà äâà êëàññà:

— MADM-ïðîáëåìû, çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü âûáîð íàè-

áîëåå ýôôåêòèâíîé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ;

— MODM-ïðîáëåìû, çàäà÷è âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ êîëè÷åñòâî

âîçìîæíûõ ðåøåíèé áåñêîíå÷íî èëè êîãäà êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ïåðåáðàòü íåâîç-

ìîæíî è íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå íåêîòîðîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ.

Êàê äëÿ MADM-ïðîáëåì, òàê è äëÿ MODM-ïðîáëåì ôóíêöèè ïðèíàäëåæíî-

ñòè, ñâÿçàííûå ñ óñëîâèÿìè âûïîëíåíèÿ êàæäîãî ãèáêîãî îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è, ìî-

ãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ëîêàëüíûå êðèòåðèè ýôôåê-

òèâíîñòè çàäà÷è. Ñ ââîäîì ýòèõ êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè â äàëüíåéøåì ìîãóò

ïðèìåíÿòüñÿ âñå ðàññìîòðåííûå â âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çà-

äà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè [11–13, 17–21]. Ýòè ïîäõîäû îñíîâàíû íà

ïðèìåíåíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñâåðòîê êðèòåðèåâ, íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ (â ðàç-

ëè÷íûõ ìåòðèêàõ) ê îïòèìàëüíûì ðåøåíèÿì ïî êàæäîìó èç ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ,

íà ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè êðèòåðèåâ è ïðèìåíåíèè âçàèìíûõ óñòóïîê,

îãðàíè÷åíèè ëîêàëüíûõ öåëåé è äð.

Íàëè÷èå ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è âíîñèò íåêîòîðóþ ñïåöèôèêó â ìåòîäû

íîðìàëèçàöèè ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ ðàçëè÷íîãî âèäà, ôîðìèðîâàíèå ðàçíûõ ãðóïï

îäèíàêîâûõ ïî çíà÷èìîñòè ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ, â âûáîð âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîäõîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè ñ ðàç-

ìûòûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
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3.1. Ââåäåíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè ýôôåêòèâíîñòè íà îñíîâå ñâåðòêè íîð-
ìèðîâàííûõ çíà÷åíèé ëîêàëüíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé ïðèíàäëåæ-
íîñòè ëèíåéíîãî èëè íåëèíåéíîãî âèäà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ýôôåêòèâíîñòè

E X w X w f X
X Q

k

R

k k i

i I

i i1

1

( ) max ( ) [ ( )]* �
�
�



�
�
�

� � �

� �� � , (30)

wk � 0, k R�1, ,� ; wi � 0, i I� 1; w wk

k

R

i

i I� �
� �� �

1

1; (31)

E X w X w f X
X Q

k k

k

R

R
i I

i i2

1

1( ) max ( ) min ( [ ( )])* � �
�
�
	

� �
�

�
� � �

	

�
�
	


	
, (32)

ïðè ýòîì íà âåñîâûå êîýôôèöèåíòû íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

wk � 0, k R�1, ,� ; wR� �1 0; wk

k

R

�

�

� �
1

1

1. (33)

Åñëè ìåòîäû íîðìèðîâêè ëîêàëüíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ êðèòåðèåâ ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìèçàöè-

îííûõ çàäà÷ ïî êàæäîìó èç ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ (ò.å. çàäà÷ � �k
X Q

kX X( ) max ( )* �
�

,

k R�1, ,� ) ñóòü çíà÷åíèÿ �k X( )* �1, òî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òàêæå ñëåäó-

þùèå âèäû íåëèíåéíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè:

E X w X w f X
X Q

k k

k

R

i

i I

i i3
2

1

1 1( ) max [ ( )] [ [ ( )]]* � � � �
� � �

� �� � 2
�
�
	


	

�
�
	


	
(34)

(âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò âûáèðàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (31)),

E X w X w f
X Q

k k

k

R

R
i I

i i4
2

1

11 1( ) max [ ( )] [ min ( [* � � � �
� �

�
�

� � � ( )])]X 2�
�
	


	

�
�
	


	
(35)

(ïðè âûáîðå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (33)),

E X w X w
X Q k R

k k
i I

i i5
1

1( ) max max ( [ ( )]); min*

, ,
�

�
�



�
� � ��

� � [ ( )])f Xi
�
�



, (36)

E X w X w
X Q k R

k k R
i I

6
1

11( ) max max ( [ ( )]); min*

, ,
�

�
�



�
� �

�
��

� ( [ ( )])� i if X
�
�



(37)

(ïðè âûáîðå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (31)).

Êðîìå ïðèâåäåííûõ âûøå ôóíêöèé, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèå âèäû íåëè-

íåéíûõ ñâåðòîê êðèòåðèåâ è ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé, à òàê-

æå ôóíêöèè èõ îòêëîíåíèé îò ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé, ðàññìîò-

ðåííûå â ðàáîòå àâòîðà [13]. Êðîìå òîãî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàõîäÿò øèðîêîå ïðè-

ìåíåíèå íåêîòîðûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ðàçëè÷íîãî âèäà ñâåðòîê êðèòåðèåâ

E X E Xp

p

P

p( ) ( )�
�
� �

1

, ãäå � p � 0, � p

p

P

�
� �

1

1.

Òàê, â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñâåðòîê òàêèõ âèäîâ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ

E X w X w f Xk k

k

R

R
i I

i i( ) ( ) min ( [ ( )])� �
�
�
	


	

�
�
	


�
�

�
�� � �1

1

1
	
�

�
�



�
�
�

� �

� �2
1

1max ( [ ( )])
k R

k kw X .
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3.2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ïî ñòåïåíè âàæíîñòè ëîêàëüíûõ öå-
ëåâûõ ôóíêöèé è ñòåïåíè âûïîëíåíèÿ îòäåëüíûõ ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé è ìåòîäû
âçàèìíûõ óñòóïîê. Îñíîâíîå îòëè÷èå ìåòîäîâ ýòîé ãðóïïû îò èñïîëüçóåìûõ â àëãî-
ðèòìàõ âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïîäìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé íà êàæäîì óðîâíå èåðàðõèè âõîäÿò íå òîëüêî ëîêàëüíûå êðèòåðèè îïòè-
ìàëüíîñòè, íî è ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå òàêîå ïîäìíîæåñòâî ìîæåò âêëþ÷àòü òîëüêî îäèí ëîêàëüíûé êðèòå-
ðèé èëè ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè òîëüêî îäíîãî ãèáêîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì J J J Jt T1 2� ��� ��� óñòàíîâëåííóþ ýêñïåðòîì íåêîòîðóþ
èåðàðõèþ ñòåïåíè âàæíîñòè ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ è ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ãèá-
êèõ îãðàíè÷åíèé. Â êàæäîå ïîäìíîæåñòâî J t âõîäÿò íåêîòîðûå èíäåêñû ëîêàëüíûõ
êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè è ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè îïðåäåëåííûõ ãèáêèõ îãðàíè-

÷åíèé J k k k i i it t t t
V

t t t
Ut t�{ }1 2 1 2, , ... , , , , ... , . Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

t

T

tJ

�

��
1

� ,

t

T

tJ R I

�

�
1

1� �{ },... , . (38)

Ðåøåíèå çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà T ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè îáîáùåííîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, âêëþ÷àþùåé ëîêàëüíûå

êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè è ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé, êîòî-

ðûå âõîäÿò â ïåðâóþ ïðèîðèòåòíóþ ãðóïïó,

� �1 1 1 1 1{ )} { )}E X J E X Jp
X Q

p( | max ( |* �
�

. (39)

Â êà÷åñòâå îáîáùåííîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ëþáàÿ èç

ñâåðòîê êðèòåðèåâ (30)–(37), âêëþ÷àþùèõ íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ

öåëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå âõî-

äÿò â ïåðâóþ ïðèîðèòåòíóþ ãðóïïó. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíûå

ñâåðòêè äëÿ t -é ïî ñòåïåíè èåðàðõèè ãðóïïû âèäà

E X J w X w f Xt k k

k J i I J

i i i

t t

1 ( | ) ( ) [ ( )]

( )

� �

� �

� �� �

�

,

wk � 0, k J t� , wi � 0, i I J t� �1 , w wk

k J

i

i I Jt t� �

� �� �

( )�

1

èëè

E X J w X f Xt k k

k J
i I J

i i

t
t

2 ( | ) ( ) min ( [ ( )])
( )

� �
� �
� � � �

�

,

wk � 0, k J t� , � � 0, wk

k J t�

� � �� 1.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû âåêòîð

îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ X 1
* è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå îáîá-

ùåííîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè íîðìèðîâàííûõ çíà÷åíèé ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ

è ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé, âõîäÿùèõ â ïåðâóþ ïðèîðèòåò-

íóþ ãðóïïó �1 1 1{ )}E X Jp ( |* .

Íà âòîðîì ýòàïå ðåøåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè âèäà

� �2 2 2 2 2{ )} { )}E X J E X Jp
X Q

p( | max ( |* �
�

(40)

â óñëîâèÿõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè ïî-

ëåçíîñòè ïåðâîé ïðèîðèòåòíîé ãðóïïû âèäà

� �1 1 1 1 1 1 1{ )} { )}E X J E X Jp p( | , ( |*	 	� , (41)

ãäå 0 11� �	 — âåëè÷èíà «óñòóïêè», äîïóñêàþùåé óõóäøåíèå çíà÷åíèÿ îáîáùåí-

íîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïåðâîé ïðèîðèòåòíîé ãðóïïû ïî ñðàâíåíèþ ñ åå îïòè-
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ìàëüíûì çíà÷åíèåì. Ïðè 	1 1� òàêîå óõóäøåíèå íå äîïóñêàåòñÿ, è ìåòîä ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ óñòóïîê âûðîæäàåòñÿ â ìåòîä ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ

ãðóïï êðèòåðèåâ è ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé.

Ïóñòü âûïîëíåíû t ýòàïîâ ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ

îïòèìàëüíûõ ðåøåíèÿõ íà êàæäîì ýòàïå ( | , ; , ; ; , )*X J J J
 
 
	 	 	1 1 2 2 1 1� � � . Êðîìå

òîãî, îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì óñëîâíûå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îáîáùåí-

íûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè íîðìèðîâàííûõ çíà÷åíèé ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ è ôóíê-

öèé ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé, âõîäÿùèõ â ïðåäûäóùèå ïðèîðèòåòíûå

ãðóïïû, �
 
 
 
	 	 	[ ( | , ; , ; ; , )]*F X J J Jp 1 1 2 2 1 1� � � , 
 � �1 1, ,� t . Ýòè çíà÷åíèÿ çà-

âèñÿò îò ñîñòàâà áîëåå ïðèîðèòåòíûõ ãðóïï, îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè è êî-

ýôôèöèåíòîâ óñòóïîê 	 
 , âûáðàííûõ íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ. Òîãäà íà ( )t �1 -ì ýòàïå

ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ è ðåøàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à

� �( ) ( )
*

( ) ( ) ( )( | max ( |t p t t
X Q

t tE X J E X J� � �
�

� ��1 1 1 1 1{ )} { ( )t�1 )} (42)

â óñëîâèÿõ ñèñòåìû ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé:

�
 
 
	 	 	[ ( | , ; , ; ; , )]F X J J Jp 1 1 2 2 1 1� � � �

� � �	 	 	 	
 
 
 
 
� [ ( | , ; , ; ; , )]*F X J J Jp 1 1 2 2 1 1� , 
 � �1 1,... , ( )t . (43)

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ýòàïå ðåøåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå âèäû

îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè. Âûáîð âåëè÷èí óñòóïîê 	 
 , êîòîðûå ìîãóò áûòü

ðàçëè÷íû äëÿ îòäåëüíûõ ïðèîðèòåòíûõ ãðóïï, êàê è çíà÷åíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöè-

åíòîâ â îáîáùåííîì ïîêàçàòåëå ýôôåêòèâíîñòè êàæäîé ïðèîðèòåòíîé ãðóïïû ïðî-

âîäèòñÿ ýêñïåðòîì.

Íà êàæäîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è

ïîñòîÿííî ñóæàåòñÿ è â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè

íà êàêîì-òî ïðîìåæóòî÷íîì t -ì ýòàïå ðåøåíèÿ. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïðåêðàùàåòñÿ,

êîãäà íà íåêîòîðîì t -ì ýòàïå ðåøåíèÿ ïîëó÷èì

( | , ; , ; ; , ) ( | , ; , ;* *X J J J X J Jt t t1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2	 	 	 	 	
� �� � �� ; , )J t t� �2 2	 . (44)

3.3. Ìåòîäû äîñòèæåíèÿ óñòàíîâëåííûõ öåëåé. Èçâåñòíûå ìåòîäû Coal

Programming (ñì., íàïðèìåð, [17]) ìîãóò áûòü ìîäåðíèçèðîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ ðàçìûòûõ îãðàíè÷åíèé.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ËÏÐ èìåþò ÷åòêîå ïðåäñòàâëåíèå î æåëàåìûõ çíà÷åíèÿõ êàæ-

äîãî èç ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ, è ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ � k ,

k R�1,... , , íàçûâàåìûå ïîðîãîâûìè çíà÷åíèÿìè ëîêàëüíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé â êîì-

ïðîìèññíîì ðåøåíèè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå çà-

äà÷è ïîëó÷åíèÿ êîìïðîìèññíîãî ðåøåíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

E X f X
X i I

i i7 ( ) max min [ ( )]* �
� ��

{ }� èëè E X w f X
X i I

i i i7 ( ) max min [ ( )] ,* �
� ��

{ }� (45)

E X f X
X

i I

i i8 ( ) max [ ( )]* �
�

�

�
�

� èëè E X w f X
X

i I

i i i8 ( ) max [ ( )]* �
�

�

�
�

� . (46)

Çäåñü wi � 0, i I� , — âåñîâûå êîýôôèöèåíòû,

� � � � �{ }X Q X k Rk k| ( ) , , ,� � 1� . (47)

Çíà÷åíèÿ � k ìîãóò âûáèðàòüñÿ ËÏÐ íà îñíîâå èíôîðìàöèè î ëîêàëüíûõ îïòè-

ìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ, ïîëó÷åííûõ ïî êàæäîìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè, èç ñîäåð-

æàòåëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, à òàêæå íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïåðòà î íåêî-

òîðîì èäåàëüíîì çíà÷åíèè âåêòîðà öåëåâûõ ôóíêöèé Z z z zk R
* * * *( , , , , )� 1 � � .
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Çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ äðóãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷

E X X
X

l
l

9 ( ) max ( )* �
��

� , (48)

ãäå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé � l ìîæåò âûáèðàòüñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ

ñïîñîáîâ:

� l k k
i I

i iX Q X k R k l f X�
�
�



� � � � �
�
�

�
| ( ) , , , , ; min [ ( )]� � � �1 �



, (49)

� l k k i

i I

iX Q X k R k l f X�
�
�



� � � � �
�
�

�

�| ( ) , , , , ; [ ( )]� � � �1 � , (50)

� l k k i i iX Q X k R k l f X i I� � � � � � �{ }| ( ) , , , , ; [ ( )] ,� � � �1 � , (51)

à òàêæå

E X f X
X

j j
j

10 ( ) max [ ( )]* �
��

� , (52)
ãäå

� j k k i i iX Q X k R f X i I j� � � � � �{ }| ( ) , , , , [ ( )] , ( / )� � � �1 � . (53)

Ïðè íåïðàâèëüíîì âûáîðå ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé � k ( , , )k R�1 � , � �, èëè � i

( )i I� 1 çàäà÷è (45), (47) èëè (46), (47) è ñîîòâåòñòâåííî (48) ïðè âûáîðå ìíî-

æåñòâ � l ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (49), (50) èëè (51), êàê è çàäà÷è (52), (53), ìîãóò

îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíûìè, è ýêñïåðò äîëæåí êîððåêòèðîâàòü ÷èñëà ýòèõ ïîðîãîâûõ

çíà÷åíèé â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ.

4. ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÐÈÍÀÄËÅÆÍÎÑÒÈ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß
ÐÀÇÌÛÒÛÕ (ÃÈÁÊÈÕ) ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè, îïðåäåëÿþùèå óðîâåíü âûïîëíåíèÿ ðàç-

ìûòûõ îãðàíè÷åíèé.

— Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (ðèñ. 1)

� i i

i i

i i

i
i i i if

f b

f b

d
b f b d( )

, ,

, ( ),

,

�

�

�
�

� � �

1

1

0

åñëè

åñëè

åñëè f b di i i� �

�

�
		



	
	 ( ).

(54)

— Ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäà (ðèñ. 2)

� �
�

i i

i i

i i i

i

f

f b

f b d

d
( )

, ,

exp
( )

�

�

�
� ��

�



�
�



�

�
�

�

�
�

1

1

åñëè

, ( )

, ( ),

,åñëè

åñëè

b f b d

f b d

i i i i

i i i

� � �

� �

�

�
		



	
	0

(55)

ãäå � �1, � � 0.
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Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ëèíåéíîãî
âèäà

�i

fi

( )b di i�bi

1.0

0

Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî âèäà

�i

fi
( )b di i�bi

1.0

0



— Ñïëàéí-ôóíêöèÿ (ðèñ. 3)

�
�

� �

i i

i i

k k
i k k k k k

f

f b

g
f g g g

( )

, ,

( )
[ ][ ( ) (

�

�

�
� �� �

1
1 1

åñëè
)]

, ( ),

, ,... ,g g
b f b d

g f g k Kk k
i i i i

k i k
�

�
�

� � �
� � � �1

1 1 1

åñëè

,

, ( ),0 åñëè f b di i i� �

�

�
		



	
	 (56)

ãäå K — êîëè÷åñòâî ñïëàéíîâ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ïîäìíîæåñòâà îãðàíè÷å-

íèé i I� , âèä êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, íàïðèìåð, íà ðèñ. 1–4, à çíà÷åíèÿ

âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì (54)–(56). Ìîãóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèè ïðèíàä-

ëåæíîñòè âèäà

� �i i

i i

i
k

i
k

i i
kf

f b

b f b k K( )

, ,

, , , , ,

,

�

�

� � ��
1

1

0

1

åñëè

åñëè �

åñëè f b di i i� �

�

�
	



	 ( ).

(57)

Çäåñü è äàëåå b bi i
0 � , b b di

K
i i� �( ), K — êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ, â äèàïàçîíå êî-

òîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè èìåþò îïðåäåëåííîå ïîñòîÿííîå çíà-

÷åíèå. Âèä êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè, âû÷èñëÿåìîé ïî ôîð-

ìóëàì (57), ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.

Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ñïëàéí-ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè õàðàêòåðíà òåì, ÷òî ïðè

ïåðåõîäå ê êàæäîìó ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó ó÷àñòêó èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäèò ðàç-

ðûâ çíà÷åíèÿ, ò.å. çíà÷åíèå åå ïàäàåò íà íåêîòîðóþ îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó.

Ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì (ðèñ. 6):

� �
�i i

i i

i
k i

k
i
k

i
k

i

i
kf

f b

b b b f
( )

, ,

( )( )

(
�

�

�
� ��

� �
1

1
1 1

åñëè

�
� � � � �

�
�

�
�i

k
i i i i k i kb f b d g f g

k K
1

1

1

0

)
, ( ), ,

,... , ,

,

åñëè

åñëè f b di i i� �

�

�
		



	
	 ( ).

(58)

Íà ðèñ. 7, 8 ïðåäñòàâëåíà ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáùåãî âèäà,

ñîñòîÿùàÿ èç îòåëüíûõ ëèíåéíûõ è ðàçëè÷íîãî âèäà íåëèíåéíûõ ñïëàéíîâ, à òàêæå

ó÷àñòêîâ, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñòî-

ÿííûì. Ôóíêöèÿ õàðàêòåðíà òåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ó÷àñòêó åå çíà-

÷åíèå ïðèíàäëåæíîñòè ìîæåò èìåòü ðàçðûâ è ñêà÷êîîáðàçíî ïàäàòü:

�
� 
 � �

i i

i i

i
k

i i
k

i
k

i
k

f

f b

f b f
( )

, ,

( ) ,
�

�

� � �
�

1
1

åñëè

èëè åñëè i i
k

i i i i

i i i

b

b f b d k K

f b d

�

� � � �

� �

�

�
	 �1

1

0

,

( ), , , ,

, ( ).

�

åñëè

	



	
	

(59)
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Ðèñ. 4. Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè S -îáðàçíîãî âèäà

�i

fi

( )b di i�bi

1.0

Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ
äâóõ ñïëàéíîâ

�i

fi

( )b di i�b gi � 0

�1

�2

�0 1 0� .

g1

g2



Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 6–8 è ôîðìóë (57)–(59), çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíî-

ñòè â òî÷êàõ ðàçðûâà ìíîãîçíà÷íû.

Ââåäåíèå ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ðàçðûâíîãî âèäà öåëåñîîáðàçíî â òîì ñëó÷àå,
åñëè èçìåíåíèå çíà÷åíèé ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå ëèáî íå
èìååò äëÿ ËÏÐ êàêîãî-òî çíà÷åíèÿ, ëèáî âëèÿåò íà ýôôåêòèâíîñòü ïðèíèìàåìîãî ðåøåíèÿ
íåñêîëüêî ìåíüøå, ÷åì ïðè íàðóøåíèè ãðàíèö ýòîãî äèàïàçîíà.

Íà îñíîâàíèè ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1–4, à òàêæå íà
ðèñ. 5–8, ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ëþáîãî èç îãðàíè÷åíèé ïîäìíîæåñòâà i I� îïðåäå-

ëÿåòñÿ â äèàïàçîíå çíà÷åíèé 0 1 0� �� i i l
f X A[ ( | )] . , ïðè÷åì åñëè f X A bi l i( | ) � ,

òî �
i i lf X A[ ( | )] .�1 0. ×åì áëèæå çíà÷åíèå f X Ai l( | ) ê çíà÷åíèþ ( )b di i� , òåì

áëèæå çíà÷åíèå � i i lf X A[ ( | )] ê íóëþ.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýôôåêòèâíîñòü ïðèíèìàåìîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò òàêæå îò òîãî, íà-
ñêîëüêî ñòðîãî (ò.å. áëèçêî ê ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì) âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå ðå-
ñóðñíûå îãðàíè÷åíèÿ. Ïðè âûáîðå ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò íå ïîëíîñòüþ
èñïîëüçîâàòü ðåñóðñû îïðåäåëåííîãî âèäà, à èìåòü íåêîòîðûé ðåçåðâ äëÿ ïðèìåíå-
íèÿ èõ â äðóãèõ öåëÿõ. Ïîäìíîæåñòâî òàêèõ îãðàíè÷åíèé i I� 2 ìîæåò îòíîñèòüñÿ
êàê ê ïîäìíîæåñòâó ðàçìûòûõ îãðàíè÷åíèé I I2 1 , òàê è ê ïîäìíîæåñòâó æåñòêèõ
îãðàíè÷åíèé I I I2 1 / . Åñëè I I2 1 , òî ýôôåêòèâíîñòü âûïîëíåíèÿ ýòèõ îãðàíè-
÷åíèé îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé âèäà

�

� �

i

i i i

i iX

X f X b

f X b
( )

( ) , ( ) ,

, ( ) ,

.
�

� � �

�

� �

0

0

1 0

1 åñëè

åñëè

� i i i i

i i

X b f X d

f X d

1 0( ) , ( ) ,

, ( ) ,

� � �

�! �

�

�

	
	




	
	

åñëè

åñëè
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Ðèñ. 6. Ðàçðûâíàÿ ëèíåéíàÿ ñïëàéí-ôóíêöèÿ ïðè-

íàäëåæíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (58)

�i

fi

( )b di i�bi

1.0

bi
1

bi
2

�i
1

�i
2

�i
3

�i
4

�i
5

Ðèñ. 8. Ðàçðûâíàÿ ñïëàéí-ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è îáùåãî âèäà (59)

�i

fi

( )b di i�bi

1.0

bi
1

�i
1

�i
2

Ðèñ. 7. Ðàçðûâíàÿ ñïëàéí-ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è îáùåãî âèäà (57)

�i

fi

( )b di i�bi

�i
2

bi
1

1.0

�i
3

bi
2 bi

3

�i
1

Ðèñ. 5. Êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (57)

�i

fi

( )b di i�bi

�i
1

�i
2

bi
1

1.0

�i
3

bi
2



ïðè I I I2 1 / — ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé âèäà

�
� �

i
i i i

i i

X
X f X b

f X b
( )

( ) , ( ) ,

, ( ) .
�

� � �

�! �

�
�
	




0 1 åñëè

åñëè	

Çäåñü 0 1 0� �� . — íåêîòîðîå çíà÷åíèå, à â êà÷åñòâå ôóíêöèé � i X1 ( ) è ôóíêöèé

{ }� � i X2 ( ) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ëþáàÿ èç ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè (54)–(59),

ðàññìîòðåííûõ âûøå. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïðîìèññíûé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè ïðè-

íèìàåìîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí, íàïðèìåð, â âèäå ëèíåéíîé ñâåðòêè

ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ è ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè âûïîëíåíèÿ ëîêàëüíûõ îãðàíè÷å-

íèé (30). Ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû òàêæå äðóãèå íåëèíåéíûå ñâåðòêè.

5. ÇÀÄÀ×È MADM Ñ ÃÈÁÊÈÌÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(4) â óñëîâèÿõ, êîãäà âûáîð íåîáõîäèìî

îñóùåñòâèòü èç êîíå÷íîãî ÷èñëà Al , l L�1,... , , àëüòåðíàòèâ. Äëÿ êàæäîé àëüòåð-

íàòèâû îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèé f X A
i l( | ) êàê äëÿ i I� , òàê è äëÿ

i I I I� �� / , ãäå �I I I" � , �I I� ��, à òàêæå çíà÷åíèÿ âñåõ ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ

ýôôåêòèâíîñòè �k lX A( | ), k R�1,... , l L�1,... , . Ïîä îãðàíè÷åíèÿìè ôóíêöèè

f X A
i l i( | ) � � , ãäå � i ib� èëè � i i ib d� � , äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ â äàííîì

ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàþòñÿ êàê ëèíåéíûå, òàê è íåëèíåéíûå ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé

çàäà÷è. Åñëè îáùåå ÷èñëî ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, ñîñòàâëÿþùèõ ïîäìíî-

æåñòâî I , ðàâíî P, òî â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ ìîæåò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ óñëîâèå, êîãäà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé, ëåâàÿ ÷àñòü

êîòîðûõ ìîæåò ïðåâûøàòü çíà÷åíèå bi , íå äîëæíî ïðåâûøàòü ÷èñëà P P1 � .

5.1. Ââåäåíèå êîìïëåêñíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè.
1. Ñðåäè âñåãî ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ àëüòåðíàòèâ l L�1,... , ïðåäñòàâèì

òîëüêî òàêèå l L L� �1 1,... , , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò âñåì îáÿçàòåëüíûì îãðàíè÷å-

íèÿì çàäà÷è

f X A bi l i( | ) � , i I� �, f X A b di l i i( | ) � � , i I� , f X A bi l i( | ) � ,

i P� �1
1

,... , .� (60)

Îáîçíà÷èì # ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ è ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì àëüòåðíàòèâ.

2. Ñðåäè ïîäìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ îïðåäåëèì

� �

�

k
l L l

k l

k
l L

X A X A

X A

�

� � �

�

� �

�

�

( | ) max ( | ),

( | ) min

,

,

1

1

1

1

#

l
k lX A k R

�
�

#
� ( | ), ,... , .1

(61)

3. Âûïîëíèì íîðìèðîâêó ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè êàæäîé äîïó-

ñòèìîé àëüòåðíàòèâû, íàïðèìåð, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè

�
� �

� �
k l

k l k

k k

X A
X A X A

X A X A
( | )

( | ) ( | )

( | ) ( | )
�

�

�

�

� �
, l�#, k R�1,... , . (62)

Ïðè òàêîì âèäå íîðìèðîâêè çíà÷åíèÿ �k lX A( | ) äëÿ âñåõ àëüòåðíàòèâ íàõîäÿòñÿ

â ïðåäåëàõ 0 1 0� ��k lX A( | ) . .

4. Âûáåðåì âèä è ïàðàìåòðû ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ êàæäîãî ãèáêîãî

îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì ëåâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé ïî

ôîðìóëàì (54)–(59) âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ïðèíàäëåæ-

íîñòè � i if X[ ( )], i I� .

5. Íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè è ôóíêöèé

ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ (ïîäìíî-

æåñòâà äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ #) ìîæíî ñâåñòè â òàáëèöó.
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6. Ïðîâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûé îòñåâ íåïåðñïåêòèâíûõ àëüòåðíàòèâ íà îñíîâå

ñëåäóþùåãî ïðàâèëà ïðåäïî÷òåíèÿ.

Ïðàâèëî äîìèíèðîâàíèÿ 1. Åñëè äëÿ äâóõ àëüòåðíàòèâ Al è Aq ñïðàâåäëèâû

óñëîâèÿ

� �k l k qX A X A( | ) ( | )� , k R�1,... , ; � �i i l i i qf X A f X A[ ( | )] [ ( | )]� , i I� , (63)

è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà k1 ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ èëè îäíîãî èç èíäåêñîâ

ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé i1 âûðàæåíèå (63) âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

� �k l k qX A X A
1 1

( | ) ( | )� èëè � �i i l i i qf X A f X A
1 1
[ ( | )] [ ( | )]� , (64)

òî A Al q� , ò.å. àëüòåðíàòèâà Al äîìèíèðóåò íàä àëüòåðíàòèâîé Aq è ïîýòîìó

Aq ìîæåò áûòü îòáðîøåíà êàê íåïåðñïåêòèâíàÿ.

Îñòàâøååñÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïîäìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ
~
# #� ñîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî Ïàðåòî. Ñðåäè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ ïðî-

âîäèòñÿ â äàëüíåéøåì ïîèñê íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé àëüòåðíàòèâû.

Ïðàâèëî äîìèíèðîâàíèÿ 2. Åñëè íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ àëüòåðíàòèâà A � , äëÿ

êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

� ��k k lX A X A( | ) ( | )� , l�#, � �#, k R�1,... , ; (65)

� ��i i i i lf X A f X A
1 1
[ ( | )] [ ( | )]� , l�#, � �#, i I� , (66)

è äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ l è � õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà k R�1,... , èëè

õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà i I� îäíî èç íåðàâåíñòâ (65) èëè (66) âûïîëíÿåòñÿ

êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî àëüòåðíàòèâà A � ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé.

7. Ýêñïåðò íà îñíîâå àíàëèçà óñëîâèé è ïðåäïî÷òåíèé êîíêðåòíîé ïðèêëàäíîé çàäà-

÷è îñóùåñòâëÿåò âûáîð êîìïëåêñíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè E X Al1 ( | )–E X Al6 ( | )

(âûðàæåíèÿ (30), (32), (34)–(37)) è ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé âåñîâûõ êîýôôèöè-

åíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì íîðìèðîâêè (31) èëè (33).

8. Äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå âûáðàííîãî êîìïðîìèñ-

ñíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè. Â êà÷åñòâå íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé àëüòåðíàòèâû

âûáèðàåòñÿ òàêàÿ, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå êîìïðîìèññíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè

äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû

E X A E X Ap
l

p l( | ) max ( | )
~� �

�#
. (67)

5.2. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå ÷àñòíûõ ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâ-
íîñòè êîìïðîìèññíîãî ðåøåíèÿ è ââåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ óñòóïîê. Ýêñ-

ïåðòîì óñòàíàâëèâàåòñÿ íåêîòîðàÿ èåðàðõèÿ ñòåïåíè âàæíîñòè ëîêàëüíûõ êðèòåðè-

åâ è ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé. Êàæäàÿ òàêàÿ ãðóïïà îäíîãî

óðîâíÿ èåðàðõèè J t ìîæåò èìåòü èíäåêñû òîëüêî îòäåëüíûõ ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé

ëèáî èíäåêñû òîëüêî ëîêàëüíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé, ëèáî èíäåêñû êàê ëîêàëüíûõ

êðèòåðèåâ, òàê è ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå òàêàÿ ãðóïïà ìîæåò èìåòü

òîëüêî îäèí èíäåêñ êàêîé-ëèáî èç ýòèõ ãðóïï. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

1. Ïðåäñòàâèì äâå ãðóïïû èåðàðõèè J J1 2� .

1$. Â ãðóïïó J1 âõîäÿò ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è,

êîìïëåêñíûé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ýòîé ãðóïïû

âûðàæàåòñÿ â âèäå

E X A J w f X A Ji i

i I

i1 1 1( | , ) [ ( | , )]�

�

� � , (68)

ãäå w
i
� 0, i I� , — âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì íîðìè-

ðîâêè wi

i I�

� �1, ëèáî â âèäå

E X A J f X A J
i I

i i2 1 1( | , ) min [ ( | , )]�
�

� , (69)
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ëèáî âûðàæàòüñÿ íåêîòîðîé ñðåäíåâçâåøåííîé êîìáèíàöèåé ýòèõ êîìïëåêñíûõ

ïîêàçàòåëåé

E X A J E X A J E X A J3 1 1 1 1 2 2 1( | , ) ( | , ) ( | , )� �� � . (70)

2$. Â ãðóïïó J 2 âõîäÿò íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé,

è êîìïëåêñíûé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ýòîé ãðóïïû

âûðàæàåòñÿ â âèäå

E X A J w X A Jk

k

R

k1 2

1

2( | , ) ( | , )�
�
� � , (71)

E X A J w X A Jk

k

R

k2 2

1

2
21( | , ) [ ( | , )]� �

�
� � , (72)

E X A J w X A J
k R

k k3 2
1

2( | , ) min ( | , )�
� �

{ }� , (73)

ãäå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íîðìèðîâêè, àíàëîãè÷íûì

óñëîâèÿì äëÿ ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè (68).

Ïðåäñòàâëÿþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ òàêæå ñëó÷àè, êîãäà ëîêàëüíûå öåëåâûå

ôóíêöèè îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîé ïî ñòåïåíè âàæíîñòè ãðóïïå ïîêàçàòåëåé, à èíäåêñû

ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé — êî âòîðîé.

Ïåðâûå øåñòü øàãîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ àë-

ãîðèòìîì, îïèñàííîì â ðàçä. 5.1. Â äàëüíåéøåì ðåøåíèå áóäåò ïðîâîäèòüñÿ äâóìÿ

ýòàïàìè.

Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñðåäè ïîäìíîæåñòâà ïåðñïåêòèâíûõ àëüòåð-

íàòèâ
~
# #� âûáèðàåòñÿ òàêàÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîì-

ïëåêñíîìó ïîêàçàòåëþ ýôôåêòèâíîñòè êðèòåðèåâ íàèáîëåå âûñîêîé èåðàðõè÷åñêîé

ãðóïïû. Ïóñòü ýòî áóäåò àëüòåðíàòèâà A
�
1 , è çíà÷åíèå êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ýô-

ôåêòèâíîñòè äëÿ íåå ðàâíî E X A Jp1
1

1( | , )
�

. Çäåñü èíäåêñ p îïðåäåëÿåò âèä âûáðàí-

íîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè.

Çàäàäèì íåêîòîðóþ âåëè÷èíó óñòóïêè ïî êîìïëåêñíîìó êðèòåðèþ ýôôåêòèâ-

íîñòè ïîêàçàòåëåé ïåðâîé ãðóïïû 0 11� �	 . Ñðåäè ïîäìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ
~
#

â êà÷åñòâå ïåðñïåêòèâíîãî ïîäìíîæåñòâà l�
~
#1, ãäå

~ ~
# #1 � , îñòàâëÿåì òîëüêî òå

àëüòåðíàòèâû, äëÿ êîòîðûõ

E X A J E X A Jp l p1 1 1 1
1

1( | , ) ( | , )� 	
�

. (74)

Ñðåäè ïîäìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ l�
~
#1 íà îñíîâå ïðàâèë äîìèíèðîâàíèÿ 1 è 2,

êîòîðûå â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþò òîëüêî îäíó èç ãðóïï ïîêàçàòåëåé (òàê êàê

ïîêàçàòåëè, âõîäÿùèå â ïåðâóþ ïðèîðèòåòíóþ ãðóïïó íà ýòîì ýòàïå íå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ), ìîæíî èñêëþ÷èòü íåïåðñïåêòèâíûå äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ

àëüòåðíàòèâû. Îñòàâøååñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîäìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ

îáîçíà÷èì l� �
~ ~
# #

1
1

1.

Ñðåäè ïîäìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ l�
~
#

1
1 íàõîäèì òàêóþ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîìïëåêñíîìó ïîêàçàòåëþ ýôôåêòèâíîñòè êðèòåðèåâ ñëå-

äóþùåé ïî óðîâíþ èåðàðõèè ãðóïïû A
�
2 , ò.å.

E X A J E X A J E X A Jp
l

p l p l2
2

2 2 2 1 1

1
1

( | , ) max { ( | , ) | ( | , )
~�

� �
�#

	
�1 1
1

1E X A Jp ( | , )}. (75)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ïðàêòè÷åñêè íå

èçìåíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè íå îäíîé, à íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ èåðàðõè÷åñêèõ

ãðóïï. Ïðîöåññ ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè íà êàêîì-òî øàãå ðå-

øåíèÿ ïåðñïåêòèâíîå ïîäìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ
~
#t èëè

~
#

1
1 âêëþ÷àåò òîëüêî
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îäíó åäèíñòâåííóþ àëüòåðíàòèâó, êîòîðàÿ è âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå íàèáîëåå

ýôôåêòèâíîé.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî êðèòåðèÿ ýô-

ôåêòèâíîñòè è ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ãðóïï ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè

è ââåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ óñòóïîê íà ðàññìîòðåííîì âûøå ÷èñëîâîì ïðèìåðå 1.

5.3. Èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð 1.
Ïóñòü

�1 1 2
2( ) max ( )X x x

X Q
�

�
, �2 1

2
22( ) max ( )X x x

X Q
�

�
,

G x x x x x x x x x x� � � � � � � � � � �{ 1 2 1 2 1 2 1 1 2 13 18 2 20 15 5 10, | ; ; ; , 10 202� �x },

Q x x x x x x x x x x� � � � � � � � � � �{ , | ; ; ; ,1 2 1 2 1 2 1 1 2 13 24 2 25 21 5 10 10 202� �x }.

Îñóùåñòâèì îïòèìàëüíûé âûáîð èç 11 äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ ñ èñïîëüçîâàíè-

åì çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïåðåìåííûõ, öåëåâûõ ôóíêöèé è ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷å-

íèé (òàáë. 1).

Çäåñü f X x x f X x x x f X x x1 1 2 2 1 2 1 3 1 23 2( ) ; ( ) ; ( )� � � � � � . Âñå îãðàíè÷åíèÿ

ýòèõ àëüòåðíàòèâ ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Âûáîð áóäåì îñó-

ùåñòâëÿòü òîëüêî èç àëüòåðíàòèâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Ïàðåòî. Àëüòåðíà-

òèâû ¹ 1, 5, 8, 11 íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ïàðåòî, òàê êàê îãðàíè÷åíèÿ â àëü-

òåðíàòèâàõ A2 , A4 è A9 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó G è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

� �1 1 1 2( ) ( )A A� , � �2 1 2 2( ) ( )A A� ; � �1 8 1 2( ) ( )A A� , � �2 8 2 2( ) ( )A A� ; � �1 5 1 4( ) ( )A A� ,

� �2 5 2 4( ) ( )A A� ; � �1 11 1 9( ) ( )A A� , � �2 11 2 9( ) ( )A A� . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè àëü-

òåðíàòèâû ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ðåøåíèå ïðèìåðà 1 ââåäåíèåì êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè.
Âûïîëíèì íîðìèðîâàíèå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé âî âñåõ îñòàâøèõñÿ äëÿ ðàñ-

ñìîòðåíèÿ àëüòåðíàòèâàõ A p , p � 2 3 4 6 7 9 10, , , , , , , ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì

�

� �

� �
k p

k p
p

k p

p
k p

p
k p

A

A A

A A
( )

( ) min ( )

max ( ) min ( )
�

�

�
� �2 11

, , , , , , ,p � 2 3 4 6 7 9 10.
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Ò à á ë è ö à 1

Íîìåð
àëüòåðíàòèâû

Çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ

Çíà÷åíèÿ öåëåâûõ
ôóíêöèé

Çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé
îãðàíè÷åíèé

x1 x2 �1 ( )X �2 ( )X f X1 ( ) f X2 ( ) f X3 ( )

1 � 2 5 � 50 40 1 � 20 3

2 5 3 45 150 18 9 8

3 4 8 256 128 20 24 12

4 3 6 108 108 15 6 9

5 � 5 2 � 20 100 � 13 � 14 � 3

6 6 6 216 432 24 24 12

7 2 14 392 112 20 24 16

8 8 � 2 32 � 256 22 � 32 6

9 3 � 10 300 � 180 � 1 � 36 � 7

10 1 20 400 40 23 18 21

11 8 � 4 128 � 512 20 � 48 4



Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ âñåõ îãðàíè÷åíèé êàæäîé àëü-

òåðíàòèâû ïî ôîðìóëàì

�1 1

1

1
1

1 18

1
18

24
18( [ ])

, [ ] ,

[ ]
,f A

f A

f A
fp

p

p
�

�

�
�

�

åñëè

åñëè [ ] ,

, [ ] ,

A

f A

p

p

�

�

�

�
	
	



	
	

24

0 241åñëè

p � 2 3 4 6 7 9 10, , , , , , ,

�2 2

2

2
2

1 20

1
20

25
20( [ ])

, [ ] ,

[ ]
,f A

f A

f A
fp

p

p
�

�

�
�

�

åñëè

åñëè [ ] ,

, [ ] ,

A

f A

p

p

�

�

�

�
	
	



	
	

25

0 252åñëè

p � 2 3 4 6 7 9 10, , , , , , ,

�3 3

3

3
3

1 15

1
15

21
15( [ ])

, [ ] ,

[ ]
,f A

f A

f A
fp

p

p
�

�

�
�

�

åñëè

åñëè [ ] ,

, [ ] .

A

f A

p

p

�

�

�

�
	
	



	
	

21

0 213åñëè

p � 2 3 4 6 7 9 10, , , , , , .

Âû÷èñëåííûå íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé ïðèíàäëåæ-

íîñòåé îãðàíè÷åíèé äëÿ àëüòåðíàòèâ A p , p � 2 3 4 6 7 9 10, , , , , , , ñâåäåíû â òàáë. 2.

Ïóñòü ýêñïåðòîì îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ëîêàëü-

íûõ êðèòåðèåâ â êîìïðîìèññíîì êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè âèäà:

F X A w X A w X Ap p p[ ( )] [ ( )] [ ( )]� � �1 1 2 2� �

� � �w f A w f A w f Ap p p3 1 1 4 2 2 5 3 3� � �[ ( )] [ ( )] [ ( )] ,

w1 03� . , w2 025� . , w3 02� . , w4 015� . , w5 01� . .

Ñðåäíåâçâåøåííûå íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ öåëåâûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé

ïðèíàäëåæíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, à òàêæå çíà÷åíèÿ êîìïðîìèññíûõ êðèòåðè-

åâ äëÿ âñåõ ïåðñïåêòèâíûõ àëüòåðíàòèâ ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîìïðîìèññíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè äîñòèãàåòñÿ

äëÿ àëüòåðíàòèâû A9 , êîòîðàÿ ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé.
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Ò à á ë è ö à 2

Íîìåð
àëüòåðíàòèâû

Íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ
öåëåâûõ ôóíêöèé

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ïðàâûõ
÷àñòåé îãðàíè÷åíèé

�1 ( )X �2 ( )X �1 1[ ( )]f X �2 2[ ( )]f X �3 3[ ( )]f X

2 0 0.539 1.0 1.0 1.0

3 0.594 0.503 0.667 0.2 1.0

4 0.177 0.471 1.0 1.0 1.0

6 0.482 1.0 0 0.2 1.0

7 0.977 0.477 0.667 0.2 0.2

9 0.718 0 1.0 1.0 1.0

10 1.0 0.359 0.167 1.0 1.0



Â êà÷åñòâå äðóãîãî êîìïëåêñíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè âûáåðåì êðèòåðèé

âèäà

E X A w X A w X A w f X A
i I

i i2 1 1 2 2 3( | ) ( | ) ( | ) min [ ( | )]� � �
�

� � �

ñî çíà÷åíèÿìè âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, ðàâíûìè w1 0 3� . , w2 025� . , w3 045� . .

Ïðè âûáîðå ýòîãî âèäà êðèòåðèÿ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè âåñîâûõ êîýôôèöèåí-

òîâ áîëüøåå ïðåäïî÷òåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèòåðèåì E X A1 ( | ) äîëæíî îò-

äàâàòüñÿ àëüòåðíàòèâàì, â êîòîðûõ ëåâûå ÷àñòè âñåõ ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé ïðèíèìà-

þò çíà÷åíèÿ, íàèáîëåå áëèçêèå ê âåëè÷èíàì bi .

Çíà÷åíèÿ êîìïðîìèññíûõ êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè E X A2 ( | ) âñåõ ïåðñïåê-

òèâíûõ àëüòåðíàòèâ ñâåäåíû â òàáë. 4. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîìïðîìèññíîãî êðè-

òåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè E X A2 ( | ) äîñòèãàåòñÿ, êàê è ïî ðåçóëüòàòàì ðåøåíèÿ ïî

êîìïëåêñíîìó êðèòåðèþ ýôôåêòèâíîñòè E X A1 ( | ), äëÿ àëüòåðíàòèâû A9 , êîòîðàÿ

ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé.

Ðåøåíèå ïðèìåðà 1 ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ óñòóïîê. Áóäåì âûïîëíÿòü

ðåøåíèå ïðèìåðà 1 â óñëîâèÿõ òåõ æå ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ãèáêèõ îãðàíè÷å-

íèé, êîãäà â ãðóïïó ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè J1 âõîäÿò ôóíêöèè ïðèíàäëåæíî-

ñòè îãðàíè÷åíèé, à â ãðóïïó J 2 — ëîêàëüíûå öåëåâûå ôóíêöèè. Ïóñòü êðèòåðèè
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Ò à á ë è ö à 3

Íîìåð
àëüòåðíàòèâû

Ñðåäíåâçâåøåííûå
íîðìèðîâàííûå

çíà÷åíèÿ öåëåâûõ
ôóíêöèé

Âçâåøåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
ïðèíàäëåæíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé

îãðàíè÷åíèé
Çíà÷åíèÿ

êîìïðîìèññíîãî
êðèòåðèÿ

w X1 1� ( ) w X2 2� ( ) w f X3 1 1� [ ( )] w f X4 2 2� [ ( )] w f X5 3 3� [ ( )]

2 0 0.135 0.2 0.15 0.1 0.585

3 0.1782 0.126 0.1334 0.03 0.1 0.5676

4 0.0532 0.118 0.2 0.15 0.1 0.6212

6 0.1446 0.25 0 0.03 0.1 0.5246

7 0.2931 0.119 0.1334 0.03 0.05 0.6255

9 0.2154 0 0.2 0.15 0.1 0.6654

10 0.3 0.09 0.033 0.15 0 0.573

Ò à á ë è ö à 4

Íîìåð
àëüòåðíàòèâû

Âçâåøåííûå íîðìèðîâàííûå
çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé

Ãèáêèå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è Çíà÷åíèÿ
êîìïðîìèñ-

ñíîãî
êðèòåðèÿw X1 1� ( ) w X2 2� ( ) min { [ ( )]}

i I
i if X

�
� w f X

i I
i i3 min { [ ( )]}

�
�

2 0 0.135 1.0 0.45 0.585

3 0.1782 0.126 0.2 0.09 0.3942

4 0.0531 0.1178 1.0 0.09 0.6209

6 0.1446 0.25 0 0 0.3946

7 0.2931 0.119 0.2 0.09 0.5021

9 0.2154 0 1.0 0.45 0.6654

10 0.3 0.09 0.167 0.075 0.465



ýôôåêòèâíîñòè ïîêàçàòåëåé ýòèõ äâóõ ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

E X A J f X A f X A1 1 1 1 2 20333 0333 03( | , ) . [ ( | )] . [ ( | )] .� % � % �� � 34 3 3% � [ ( | )]f X A ,

E X A J X A X Al2 1 1 205 05( | , ) . ( | ) . ( | )� % � %� � .

Âåëè÷èíó óñòóïêè ïî ïîêàçàòåëÿì ýôôåêòèâíîñòè ïåðâîé ïðèîðèòåòíîé ãðóïïû

âûáåðåì ðàâíîé 	1 08� . .

Â òàáë. 5 ñâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûå íà ïåðâîì

ýòàïå. Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ �
i if X[ ( )] ãèáêèõ îãðàíè÷åíèé è êîìïðîìèññíîãî êðè-

òåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè E X A J
1 1( | , ) âñåõ ïåðñïåêòèâíûõ àëüòåðíàòèâ.

Ïîäìíîæåñòâî ïåðñïåêòèâíûõ àëüòåðíàòèâ
~
#2 , ðàññìàòðèâàåìûõ íà âòîðîì

ýòàïå ðåøåíèÿ, âûáèðàåòñÿ (ñì. òàáë. 2) èç óñëîâèé
~ ~

| ( | ) .# #2 1 0 8� � �{ }l E X Al è

âêëþ÷àåò òðè ñëåäóþùèå àëüòåðíàòèâû
~

, ,#2 2 4 9�{ }A A A :

A A11 1� , òàê êàê � �1 11 1 1( | ) ( | )X A X A� , � �2 11 2 1( | ) ( | )X A X A� ,

A A11 4� , òàê êàê � �1 11 1 4( | ) ( | )X A X A� , � �2 11 2 4( | ) ( | )X A X A� ,

A A11 7� , òàê êàê � �1 11 1 7( | ) ( | )X A X A� , � �2 11 2 7( | ) ( | )X A X A� .

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè âòîðîãî óðîâíÿ èå-

ðàðõèè äëÿ êàæäîé èç ýòèõ àëüòåðíàòèâ

E X A J2 2 2 05 0 05 0539 02695( | , ) . . . .� % � % � ,

E X A J2 4 2 05 0 177 05 0 471 0324( | , ) . . . . .� % � % � ,

E X A J2 9 2 05 0 718 05 0 0359( | , ) . . . .� % � % �

è âûáåðåì èç íèõ îïòèìàëüíóþ:

A A A9 4 2� � , òàê êàê E X A J E X A J E X A J2 9 2 2 4 2 2 2 2( | , ) ( | , ) ( | , )� � .

Ñëåäîâàòåëüíî, àëüòåðíàòèâà A9 âûáèðàåòñÿ êàê íàèáîëåå ýôôåêòèâíàÿ.
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Ò à á ë è ö à 5

Íîìåð
àëüòåðíàòèâû

Âçâåøåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè
ïðàâûõ ÷àñòåé îãðàíè÷åíèé

Êðèòåðèè
ýôôåêòèâíîñòè

ïîêàçàòåëåé ïåðâîé
ãðóïïûw f X1 1 1� [ ( )] w f X2 2 2� [ ( )] w f X3 3 3� [ ( )]

2 0.333 0.333 0.334 1.0

3 0.222 0.0666 0.334 0.6226
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