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Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñòàöèîíàðíàÿ

ýðãîäè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óñëîâèå ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ,

áîëüøèå óêëîíåíèÿ.

Ïóñòü { }� i i Z, � — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ýðãîäè÷åñêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� G P è ïðèíèìàþùàÿ

çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå ( , )Y � ; X a b� � �[ ; ] ; ôóíêöèÿ

{ }h i x y Z X Y( , , ): � � 	 �

âûïóêëà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó è èçìåðèìà ïî òðåòüåìó.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà
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1

1

� . (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïðè âñåõ i Z x X� �, E h i x| ( , , ) |� 0 � � ;

2) äëÿ ëþáîãî x X� ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f x E f x
n

n( ) lim ( )�
	�

;

3) íàéäóòñÿ òàêèå x X c� �, 0, ÷òî

f x f x c x x x X( ) ( ) | |� � � � � . (2)

Èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà

min ( )
x X

f x
�

, (3)

è ýòî ðåøåíèå — òî÷êà x.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ n, � ôóíêöèÿ fn ( )� âûïóêëà è äëÿ êàæäîãî n âûïóê-

ëà ôóíêöèÿ E fn ( )� .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g : �	 � îáîçíà÷èì

� �
� �

�
	 �

g x
g x g x

( ) lim
( ) ( )

�

�

�0
, (4)

� �
� �

�
	 �

g x
g x g x

( ) lim
( ) ( )

�

�

�0
, (5)

åñëè ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå g x E f xn n( ) ( )� , x X� . Òàê êàê èç âûïóêëîñòè ôóíêöèè

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ íåå ïðåäåëîâ (4), (5), ïîëó÷àåì, ÷òî òàêèå ïðåäåëû

ñóùåñòâóþò:

— ïðè âñåõ i y, äëÿ ôóíêöèè h i y( , , )� ;

— ïðè êàæäîì i äëÿ Eh i( , , )� � 0 ;

— ïðè ëþáûõ n, � äëÿ fn ( )� ;

— ïðè êàæäîì n äëÿ g n ( )� .

Ëåììà 1. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ u X: � 	 �� , âûïóêëàÿ ïî ïåðâîìó àðãó-

ìåíòó è èçìåðèìàÿ ïî âòîðîìó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x X� E u x| ( , ) |� � � .

Îáîçíà÷èì � �( ) ( , )x Eu x� . Òîãäà

� � � � � �� � � �� � � �( ) ( , ) , ( ) ( , )x E u x x E u x{ } { }.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
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, (7)

ïðè÷åì äðîáè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (6) è (7) óáûâàþò ìîíîòîííî ïðè � 	 � 0. Òîãäà

ïî òåîðåìå î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè

E
u x u x

E u x
( , ) ( , )

( , ) ,
� �

	 � 	 ��
�

�
�

� �
�{ } 0.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì äëÿ ��� ( )x . Ëåììà äîêàçàíà.

Ïî ëåììå 1 ïðè ëþáûõ i Z� , x X�

( ) ( , , ) ( , , ) , ( ) ( , , )Eh i x E h i x Eh i x E hi i i� � � �� � � �' '� � �{ } { ( , , )i x i� },

à òàêæå äëÿ âñåõ n N x X� �,

� � � � � �� � � �g x E f x g x E f xn n n n( ) ( ) , ( ) ( ){ } { }.

Ëåììà 2. Ïóñòü, êðîìå ïðåäïîëîæåíèé 1)–3), âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � � �� �h i x E h i x
i i( , , ) ( , , )� �{ }, i Z� , è � ��h i x

i
( , , )�

� ��E h i x
i

{ }( , , )� , i Z� , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ñ êîýôôè-
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c

j
�

� �
0

11
, � � 0;

á) íàéäåòñÿ òàêîå � �� 2/ , ÷òî ïðè êàæäîì i

E h i x E h i x| ( , , ) | , | ( , , ) |� � � � � ��
�

�
�� �� �

0
2

0
2 ;

â) ñóùåñòâóåò � �c 0 òàêîå, ÷òî

E h i x c E h i x c i Z[ ( , , )] , [ ( , , )] ,� � � � � � �� �� �0
2

0
2 ;

ã) � 	 � � 	 � 	 �� � � �g x f x g x f x nn n( ) ( ), ( ) ( ), .

Òîãäà

P f x f x nn{ }� 	 � 	 � �� �( ) ( ), 1, (8)

P f x f x nn{ }� 	 � 	 � �� �( ) ( ), 1. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì �n n nf x E f x� � � �� �( ) ( ){ }. Èìååì
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Èç [1] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ i j,
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Èç ëåììû 1 âûòåêàåò (8). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (9). Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñó-

ùåñòâóåò n n� � � ( )� òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n n� � çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå xn è x xn � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2)

� � � �� �f x c f x c( ) , ( ) .

Òîãäà ïî ëåììå 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n�,

� � � �� �f x f xn n( ) , ( )0 0. (10)

Òàê êàê ôóíêöèÿ fn âûïóêëà, èç (10) ñëåäóåò, ÷òî x — åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìè-

íèìóìà fn .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì îäíó òåîðåìó èç òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1 [2]. Ïóñòü ) — ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,

{ }	 i i Z, � — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàí-

íàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� G P è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç ) . Îáîç-

íà÷èì Bmk �-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ � , ïîðîæäåííóþ ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè

{ }	
i

m i k, � � . Äëÿ äàííîãî l N� äåéñòâèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � �1* *� p ,

p � 2, íàçûâàþòñÿ l-èçìåðèìî îòäåëåííûìè, åñëè

�� � � � � � � � � �� � � ��m k m k m k m k l j pp p j j1 1 2 2 1 2� ; , ,... , ,

è ïðè êàæäîì j p�{ }1,... , ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � j ÿâëÿåòñÿ Bm kj j
-èçìåðèìîé.
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Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }	 i i Z, �

èç îïðåäåëåíèÿ 1 óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå H, åñëè ñóùåñòâóþò öåëîå íåîòðèöàòåëü-

íîå ÷èñëî l
0

è íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ � : [ ; ){ }l l� 	 ��0 1 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñî-
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( )� � � �1
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1� q L P
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j L P
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�
+

(11)

ïðè ëþáûõ q � 2, l l� 0 , � �1* *� q l-èçìåðèìî îòäåëåííûõ, ãäå

|| || | ( ) |
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� � �
L P

r
r

r dP�
#
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'
((,

�
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.

Îáîçíà÷èì C X( ) ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé,

îïðåäåëåííûõ íà X . Êàê èçâåñòíî [3], C X M X( ) ( )� � — ñîâîêóïíîñòü îãðàíè÷åí-

íûõ çíàêîâûõ ìåð íà X .

Òåîðåìà 2 [4]. Ïóñòü { }	 i i Z, � — ñòàöèîíàðíàÿ â óçêîì ñìûñëå ýðãîäè÷åñêàÿ

ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� G P è

ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â êîìïàêòíîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå K C X� ( ) . Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå H. Òîãäà äëÿ êàæäîé

ìåðû Q M X� ( ) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

-( ) lim ln exp ( )( ) ( )Q
n

x Q dx dP
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� �
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,( ) sup ( ) ( ) ( ), ( )g g x Q dx Q Q M X

X

— íåîòðèöàòåëüíàÿ, ïîëóíåïðå-

ðûâíàÿ ñíèçó, âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü, êðîìå óñëîâèé ëåììû 2, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

— ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }� i i Z, � óäîâëåòâîðÿåò ãèïîòåçå H;

— ñóùåñòâóåò òàêîå L � 0, ÷òî äëÿ âñåõ i Z y Y� �,

| ( , , ) | , | ( , , ) |� � � �� �h i x y L h i x y L .
Òîãäà

limsup ln ( ) inf ( )
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n
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g Fn
P A g
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{ } - , (12)
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F L� �[ ; ]0 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

P A P f x f x Fn
c

n n( ) min [ ( ), ( )]� � � � �� �{ }
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min [ ( , , ), ( , , )]� � . (13)

Îáîçíà÷èì

K x x X L L� � � � � �{ }� � �( ) , [ ; ] .

Î÷åâèäíî, ÷òî K — êîìïàêòíîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî C X( ) .

Èññëåäóåì ôóíêöèþ

a a x h i x h i x x Xi i i i� � � � � �� �( ) min [ ( , , ) , ( , , )]� � .

Ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ i, � èìååì a x Ki ( )� . Ïîëîæèì

F x K L1 0� � � � �{ }( ( ) ) : [ ; ]� � � .

Ïîëó÷àåì, ÷òî F1 — çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K . Äàëåå,
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n
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Ïðèìåíèâ òåîðåìó 2, èìååì
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Èç (13)–(15) âûòåêàåò (12).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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