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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè, öèêëè÷åñêîå îæèäàíèå.

Ââåäåíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ îïðåäåëÿþùóþ ðîëü
èãðàåò äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ, åå õàðàêòåð âî ìíîãîì ðåøàåò âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Îò ïðàâèë âûáîðà òðå-
áîâàíèÿ íà îáñëóæèâàíèå çàâèñÿò õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Ýòè ïðàâèëà ìîãóò
áûòü äîâîëüíî ïðîñòûìè (îáñëóæèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ
òðåáîâàíèé, ëèáî, íàîáîðîò, òðåáîâàíèÿ, ïîñòóïèâøèå ïîñëåäíèìè, îáñëóæèâà-
þòñÿ ïåðâûìè). Ýòè ïðàâèëà ìîãóò áûòü è áîëåå ñëîæíûìè: êîãäà íàêëàäûâàþò-
ñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìÿ îæèäàíèÿ è âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ îòäåëüíûõ òðåáîâàíèé
â ñèñòåìå, êîãäà òðåáîâàíèÿ ñîáèðàþòñÿ â ãðóïïû ïî ïðèîðèòåòíîñòè èõ îáñëó-
æèâàíèÿ è ò.ä. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ñ äîâîëüíî ïðîñòûìè
âåðîÿòíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèëüíî îñëîæíÿåòñÿ ñïåöèôèêîé äèñöèïëèíû
îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü îäíîêàíàëüíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðîé
âíîâü ïîñòóïàþùåå òðåáîâàíèå ïðèíèìàåòñÿ íà îáñëóæèâàíèå ëèáî â ìîìåíò åãî
ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó (â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî îáñëóæèâàþùåãî ïðèáîðà è îòñóò-
ñòâèÿ äðóãèõ òðåáîâàíèé), ëèáî â ìîìåíò, îòëè÷àþùèéñÿ îò ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ
âðåìåíåì, êðàòíûì íåêîòîðîìó çàäàííîìó âðåìåííîìó èíòåðâàëó-öèêëó (ïðè
íàëè÷èè î÷åðåäè).

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà òàêèõ ñèñòåì.
1. Ñàìîëåò çàõîäèò íà ïîñàäêó ïî çàäàííîìó ìàðøðóòó. Åñëè ïîñàäî÷íàÿ ïî-

ëîñà ñâîáîäíà, òî îí íåìåäëåííî ïðîèçâîäèò ïîñàäêó. Åñëè åñòü óãðîçà íåñîáëþäå-
íèÿ íîðì ýøåëîíèðîâàíèÿ èëè â çîíå îæèäàíèÿ (íà êðóãå — ïî àâèàöèîííîé òåð-
ìèíîëîãèè) óæå åñòü íåñêîëüêî ñàìîëåòîâ, îæèäàþùèõ ðàçðåøåíèÿ íà ïîñàäêó, òî
âíîâü ïðèáûâøèé ñàìîëåò ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü (îòïðàâëÿåòñÿ íà êðóã). Íàõîäÿñü
íà êðóãå, âîçäóøíîå ñóäíî æäåò ðàçðåøåíèÿ íà ïîñàäêó. Ïîëó÷èâ åå, ñàìîëåò äîë-
æåí äîéòè äî ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè ìàðøðóòà íà êðóãå, îòêóäà
ìîæåò íà÷àòü ïðîöåññ ïîñàäêè. Ïåðèîä âðåìåíè îò ìîìåíòà ðàçðåøåíèÿ íà ïîñàäêó
äî ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ ñàìîëåòîì ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïîçèöèè íà-
çûâàåòñÿ «õîëîñòûì»: ñèñòåìà óæå ãîòîâà äëÿ ïðèíÿòèÿ ñàìîëåòà, îäíàêî ïîñàäêà
âîçìîæíà òîëüêî ïðè äîñòèæåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè íà êðóãå.

2. Ïåðåäà÷à îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Â íåêîòîðûé óçåë ïîñòóïàåò èíôîðìàöèÿ â
âèäå îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà, îòêóäà îíà äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ.
Ñïåöèôèêà ýòîé èíôîðìàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåò âîçìîæíîñòè õðàíèòü åå â ïà-
ìÿòè, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ äðóãîãî âèäà èíôîðìàöèè, íàïðèìåð, â êîìïüþòåðàõ.
Ïîëó÷åííûé ñèãíàë íàïðàâëÿåòñÿ íà ëèíèþ çàäåðæêè, îòêóäà âíîâü ïîñòóïàåò
â óçåë ÷åðåç ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ. Åñëè ïîäîøëà åãî î÷åðåäü, îí ïåðåäàåòñÿ; åñëè
íåò, îïÿòü íàïðàâëÿåòñÿ íà ëèíèþ çàäåðæêè. ßñíî, ÷òî ïåðåäà÷à ñèãíàëà èç óçëà
âîçìîæíà â ìîìåíò åãî ïîñòóïëåíèÿ èëè â ìîìåíò, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò íåãî
âðåìåíåì, êðàòíûì âðåìåíè, íåîáõîäèìîìó äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ëèíèè çàäåðæêè.

Äàííàÿ ìîäåëü âïåðâûå èçó÷åíà â ðàáîòå [1], ðàçëè÷íûå åå îáîáùåíèÿ ïîÿâè-
ëèñü â [2–5]. Å.Â. Êîáà [6] íàøëà äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýðãîäè-
÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ñèñòåìå òèïà GI G/ / 1. Å.Â. Êîáà è Ê.Â. Ìèõàëåâè÷ [7, 8]
ñðàâíèëè FCFS è êëàññè÷åñêóþ äèñöèïëèíó äëÿ ñèñòåì ñ âîçâðàùåíèåì çàÿâîê. Òà-
êèå ñèñòåìû èññëåäîâàëèñü òàêæå â äèñêðåòíîì âðåìåíè. Íåêîòîðûå ìîäåëè â ñëó-
÷àå ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé äâóõ òèïîâ èçó÷åíû Ð. Êàðàñîì [9, 10]. Îðèãèíàëüíîé
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1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Âåíãåðñêîãî íàöèîíàëüíîãî ôîíäà ïî íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì
(ãðàíò ÎÒÊÀ Ê60698/2005) è Âåíãåðñêî-óêðàèíñêîãî ìåæïðàâèòåëüñòâåííîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ïî íàóêå
è òåõíèêå (ãðàíò UA-28/2008).
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ìîäåëüþ çàèíòåðåñîâàëèñü â ñâÿçè ñ îïèñàíèåì ïîñàäêè ñàìîëåòîâ [11, 12], â [13–15]
îíà îêàçàëàñü ïîëåçíîé äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì ïåðåäà÷è îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ; â ýòîì
íàïðàâëåíèè ðàáîòàþò ñîòðóäíèêè Ãåíòñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ñàìîé

ñèñòåìû, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ îòäåëüíûõ òðåáîâàíèé, ýòè õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòè÷íî

ïåðåñåêàþòñÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû, ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿåòñÿ êîëè-

÷åñòâî â íåé òðåáîâàíèé, à ñ òî÷êè çðåíèÿ îòäåëüíûõ òðåáîâàíèé âàæíóþ ðîëü èã-

ðàåò âðåìÿ îæèäàíèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî, êàê âû÷èñëèòü ýòè õàðàêòåðèñòèêè

è óñòàíîâèòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó íèìè.

Äëèíà î÷åðåäè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðóþ ïîñòóïàåò ïóàñ-

ñîíîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé. Åñëè ñèñòåìà ñâîáîäíà, òî îáñëóæèâàíèå íà÷èíàåòñÿ

íåìåäëåííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü è åãî îáñëóæè-

âàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ è ìîæåò áûòü íà÷àòî â ìîìåíò, êîòî-

ðûé îòëè÷àåòñÿ îò ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ âðåìåíåì, êðàòíûì íåêîòîðîìó âðåìåííî-

ìó öèêëó T. Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì â íåé N tn
òðåáîâà-

íèé â ìîìåíòû, ïðåäøåñòâóþùèå íà÷àëó îáñëóæèâàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè

âåëè÷èíû îáðàçóþò öåïü Ìàðêîâà.

Ïóñòü t n — ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ. ×èñëî òðåáîâàíèé
â ñèñòåìå â ìîìåíò t n�1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

N Nt t nn n�
� � �

1
0 1max ,{ }� ,

ãäå �n — ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïàþùèõ â ñèñòåìó çà âðåìÿ [ , )t t in n � . Ïîêà-
æåì, ÷òî ýòî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì èíòåðâàëû ðåãèñòðàöèè ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé.

Ïóñòü � i è � i ( , , )i �1 2 � — äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí; íåçàâèñèìû îíè è ìåæäó ñîáîé. � i — èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëå-

íèÿìè i- è ( )i �1 -ãî òðåáîâàíèé, â èññëåäóåìîé ñèñòåìå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì � ; a � i — âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ i-ãî òðåáîâàíèÿ (â äàí-

íîì ñëó÷àå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì �).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ òîëüêî
îäíî òðåáîâàíèå (ýòî âîçìîæíî, åñëè â ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò â ñèñòåìå áûëî
îäíî òðåáîâàíèå èëè âîîáùå íå áûëî). Åñëè � �i i� , òî âðåìÿ äî íà÷àëà îáñëóæèâà-
íèÿ ñëåäóþùåãî òðåáîâàíèÿ ðàâíî � i (îáñëóæèâàíèå àêòóàëüíîãî òðåáîâàíèÿ çà-
êîí÷èòñÿ, è ïîñëå ñâîáîäíîãî ïåðèîäà â ñèñòåìå ïîÿâèòñÿ ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå).
Åñëè � �i i� , òî çà âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîÿâèòñÿ ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå, îòñþäà
îòñ÷èòûâàåì îòðåçêè äëèíîé T, ïîêà ïðåâçîéäåì ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé íàñ èíòåðåñóåò èí-
òåðâàë ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ âòîðîãî òðåáîâàíèÿ äî íà÷àëà åãî îáñëóæèâàíèÿ),
äëèíà èíòåðâàëà áóäåò íåêîòîðîé ôóíêöèåé � i è � i , ò.å. f i i( , )� � .

Åñëè â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ ñëåäóþùåå òðåáî-

âàíèå óæå íàõîäèòñÿ â ñèñòåìå, òî ïðîìåæóòîê âðåìåíè äî íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ

âòîðîãî òðåáîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðèîä îáñëóæèâàíèÿ ïåð-

âîãî òðåáîâàíèÿ äåëèòñÿ íà èíòåðâàëû äëèíîé T (ïîñëåäíèé èíòåðâàë, ñêîðåå âñå-

ãî, áóäåò íåïîëíûì). Ïîñêîëüêó ìîìåíòû íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ îáîèõ òðåáîâàíèé

îòëè÷àþòñÿ îò ìîìåíòîâ èõ ïîñòóïëåíèé êðàòíûìè T, íà êàæäîì èíòåðâàëå äëèíîé

T áóäåò îäíà òî÷êà, ãäå îáñëóæèâàíèå âòîðîãî òðåáîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêè ìîæåò

áûòü íà÷àòî. Íà ñàìîì äåëå îíî íà÷èíàåòñÿ â ïåðâûé âîçìîæíûé ìîìåíò ïî îêîí-

÷àíèè îáñëóæèâàíèÿ ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ, òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå âðåìÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äðóã ê äðóãó âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ è

âðåìåíè ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè äâóõ ïîñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � i è � i , f i i( , )� � .

Âèäíî, ÷òî ïðîìåæóòêè âðåìåíè, çà êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ ïîñòóïàþùèå òðå-
áîâàíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ëèøü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � i è � i , òàêèì îáðàçîì,
îíè íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Â ñèëó ïóàññîíîâîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà îòñþäà âû-
òåêàåò, ÷òî êîëè÷åñòâà ïîñòóïàþùèõ çà ýòè èíòåðâàëû òðåáîâàíèé �i òàêæå áóäóò
íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è çíà÷èò, N ti

îáðàçóþò öåïü Ìàðêîâà.
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Çàéìåìñÿ âû÷èñëåíèåì ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé, êîãäà â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå íàõîäèòñÿ òîëüêî îäíî òðåáî-
âàíèå. Ïóñòü âðåìÿ åãî îáñëóæèâàíèÿ ðàâíî u, à íîâîå òðåáîâàíèå ïîñòóïàåò â ñèñ-
òåìó ÷åðåç âðåìÿ �. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ { }u t� �� (ò.å. âðåìÿ, îñòàâøååñÿ îò
îáñëóæèâàíèÿ ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ) ðàâíà

P t u t( ) � � � �{ }�

� � �
��� ��

� �

�

	
� �� � � � � �

�

� �

�� � �� �

00 0

ut
u

u t

u
ue e d du e e d du (1� �e t� ). (1)

Âðåìÿ îò ïîñòóïëåíèÿ âòîðîãî òðåáîâàíèÿ äî íà÷àëà åãî îáñëóæèâàíèÿ

[ ( ) ]I u T� �� 1 ,

ãäå I x( ) — öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x T/ . Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà ïî÷òè âñþäó, çà èñ-
êëþ÷åíèåì òî÷åê, êðàòíûõ öèêëó âðåìåíè T. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ çà ýòîò ïåðèîä. Ïî (1)
âðåìÿ îò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ äî íà÷àëà åãî îáñëóæèâàíèÿ ðàâíî iT ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ

�

� �

� �

�
�� � �( )( )e ei T T1 ,

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà òðåáîâàíèé

�

� �

�� � �

�
� �

�
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� � � �

 { }
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e
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�

{ }

i

i T iT iT z
z

e e e
e

1

1 1
1

( ) ( )
( )T T

z T

e

e

( )

[ ( ) ]

1

1 1
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� � �
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� �
.

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà, åñëè õîòÿ áû îäíî òðåáîâàíèå ïîÿâèòñÿ â ñèñòåìå,
òàê èñêîìàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

A z z
e e

e

T T z

z T
( )

( ) ( )

[ ( ) ]
�
�
�
�

�

�

� � �

� � �

�

� �

�

� �

� �

� �

1

1

1

1
, (2)

ãäå
�

� �
�� �

�
� �
	

�
� e e dxx x

0

— âåðîÿòíîñòü íåïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ, à ìíîæè-

òåëü z âî âòîðîì ÷ëåíå ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2) îáúÿñíÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì ïî-
ÿâëåíèåì îäíîãî òðåáîâàíèÿ.

Âû÷èñëèì ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå óæå íàõîäèòñÿ â
ñèñòåìå. Ïóñòü x u I u T� � ( ) , à y — âðåìÿ ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè äâóõ òðåáîâàíèé
mod T. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî y èìååò óñå÷åííîå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

1

1
0

�

�
� �

�

�

e

e
y T

y

T

�

�
, .

Âðåìÿ ìåæäó ìîìåíòàìè íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ äâóõ ñîñåäíèõ òðåáîâàíèé åñòü

I u y x y

I u T y x y

( ) , ,

( ( ) ) , .

� �

� � �

�


�

åñëè

åñëè1

Âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ k òðåáîâàíèé çà ýòè ïåðèîäû ñîñòàâèò

( ( ) )

!
exp ( ( ) )

�
�

{ }
{ }

I u T y

k
I u T y

k�
� � , (3)

( [ ( ) ] )

!
exp ( [ ( ) ] )

�
�

{ }
{ }

I u T y

k
I u T y

k� �
� � �

1
1 . (4)
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Çàôèêñèðóåì y è ïîäåëèì âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ íà èíòåðâàëû äëèíîé T, ýòîò
èíòåðâàë ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: y è T y� , èì ñîîòâåòñòâóþò âåðîÿòíîñòè (3) è (4).
Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà ïîñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî âðåìÿ
ìåæäó ïîñòóïëåíèÿìè ïî ìîäóëþ T ðàâíî y, èìååò âèä
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e
e e

z T

z y z y

[ ( ) ]

( ) [ ( ) ]

� �

� � �{

� �� � � � � � � � � �e e e ez T z y z y z T� � � � � �( ) [ ( ) ] ( ) [ ( ) ]1 1 1 1 },

ãäå � — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îçíà÷àþùàÿ ÷èñëî ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé çà óêà-

çàííîå âðåìÿ. Óìíîæèâ ýòî âûðàæåíèå íà
� �

�

e

e

y

T

�

��1
è ïðîèíòåãðèðîâàâ îò 0 äî T,

ïîëó÷èì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

B z b zi

i
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2
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2
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( )(
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e e z
e
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� � �

� e z T� � � �[ ( ) ] )� �1
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� �
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( )( )[ ( ) ] ( )

2
1 12 1

z
e ez T z T . (5)

Îòñþäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðóþ ïîñòóïàåò ïóàññî-

íîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðîì � , à âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ èìååò ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì �. Îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ ìîæåò íà÷àòü-
ñÿ â ìîìåíò åãî ïîñòóïëåíèÿ (ïðè ñâîáîäíîé ñèñòåìå) èëè â ìîìåíò, îòëè÷àþùèé-
ñÿ îò íåãî íà âðåìåííîé èíòåðâàë, êðàòíûé íåêîòîðîìó âðåìåíè T (â ñëó÷àå
çàíÿòîñòè èëè íàëè÷èÿ î÷åðåäè). Òðåáîâàíèÿ îáðàáàòûâàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëå-
íèÿ. Åñëè îáñëóæèâàþùèé ïðèáîð ñâîáîäåí, â ñèñòåìå íåò ðàíåå ïîñòóïèâøåãî
òðåáîâàíèÿ è àêòóàëüíîå òðåáîâàíèå íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè, òî îá-
ñëóæèâàíèå îáÿçàòåëüíî íà÷íåòñÿ. Ââåäåì öåïü Ìàðêîâà, ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóþò ÷èñëó òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíòû t k �0 t k — ìîìåíò íà÷àëà îáñëó-
æèâàíèÿ k-ãî òðåáîâàíèÿ). Åå ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä

a a a a

a a a a

b b b

b b

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2

0 1

0

0 0

�

�

�

�

� � � � �

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�
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�
�
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�

, (6)

à åå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé (2) è (5). Çàïè-
øåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé öåïè:

P z p
B z z z A z

B z z
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1
� �

�

�

�

� � �

�

�

� �

� � �

�

( )

( )
. (7)
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Òîãäà óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

�

�

� �

�
�

�

�

� �

�

e e

e

T T

T

( )1

1
. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âëî-
æåííîé öåïè Ìàðêîâà ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (6). Îáîçíà÷èì ýðãî-
äè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè ÷åðåç pi ( , , )i � 01 � è ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

P z p zi

i

i( ) �
�

	



0

. Òîãäà

p p a p a p b jj j j i

i

j

j i� � � �
�

�

� �
0 1

2

1

1 1 2, , ,� , (9)

p p a p a0 0 0 1 0� � . (10)

Èç (9) è (10)

P z
p zA z B z p z A z B z

z B z
( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( )
�

� � �

�
0 1 .

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå âåðîÿòíîñòè p0 è p1, íî, èñïîëüçóÿ (10),
p1 çàïèøåì ÷åðåç p0 ; p0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ P( )1 1� , ò.å.

p
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à ýòî ðàâíîñèëüíî (8).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çà «ïåðèîä çàíÿòîñòè» ïðèíèìàþòñÿ èíòåðâàëû, íåîáõîäèìûå äëÿ äîñòèæåíèÿ

íóæíîé äëÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ïîçèöèè, èõ âëèÿíèå ñ óìåíüøåíèåì T òàêæå
óìåíüøàåòñÿ, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå îáñëóæèâàíèå ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñàííîé â òåîðåìå ñèñòåìû ïðè
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��
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,

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì �.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ p0 , A z( ) è B z( ) ïðè T  0, ïðåäåëüíûå

çíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì p0
* , A z* ( ) è B z* ( ). Èñïîëüçóÿ (7), (2) è (5), ïîëó÷àåì
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ò.å.
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Ýòà ôîðìóëà ñëóæèò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
äëÿ ñèñòåìû M M/ / 1, ÷òî ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè.

Âðåìÿ îæèäàíèÿ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ, îïèñàííóþ â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, è, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Å.Â. Êîáû [6], îïðåäåëèì ðàñïðåäåëåíèå âðå-
ìåíè îæèäàíèÿ. Ïóñòü t n — ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ, òîãäà åãî îáñëó-
æèâàíèå íà÷íåòñÿ â ìîìåíò t T Xn n� ! , ãäå X n — íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Ïóñòü � n n nt t� ��1 , a �n — âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ n-ãî òðåáîâàíèÿ. Ìåæäó X n è
X n�1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: åñëè ( )k T iT kTn n� � � � �1 � � ( )k "1 ,
òî X kn� �1 ; åñëè iT n n� � �� � 0, òî X n� �1 0. Ñëåäîâàòåëüíî, X n — îäíîðîäíàÿ
öåïü Ìàðêîâà ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè pik , ãäå

p P k i T k i Tik n n� � � � � � �{( ) ( ) }1 � � ,
åñëè k "1;

p P iTi n n0 � � � �{ }� � .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

f P j T jTj n n� � � � �{ }( )1 � � , (11)

p f k p f fik k i i j
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��	
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, , �1 0 . (12)

Ó÷èòûâàÿ (12), ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå öåïè áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå
óðàâíåíèé

p p p j pj i
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j
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0 0

0 1, , . (13)

Òåîðåìà 2. Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ â òåîðåìå 1 ñèñòåìó. Ââåäåì öåïü Ìàðêî-
âà, ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò âðåìåíè îæèäàíèÿ â ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ
òðåáîâàíèé. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ýòîé öåïè èìååò âèä
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, (14)

åå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (11), (12). Òîãäà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä
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Èñïîëüçóÿ ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (14), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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Èñïîëüçóÿ ýòè âûðàæåíèÿ, èìååì
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Äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïîëó÷èì âûðàæåíèå (15), à èç íåãî âåðîÿòíîñòü
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îíî âåäåò ê óñëîâèþ ýðãîäè÷íîñòè (16).
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