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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêèå ñàìîíàñòðàèâàþùèåñÿ ñèñòåìû, àâòîìàòè-

÷åñêîå ðåãóëèðîâàíèå, ïîñëåäåéñòâèå, óñòîé÷èâîñòü.

Â òåõíè÷åñêîé êèáåðíåòèêå áîëüøîé îáúåì èññëåäîâàíèé ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé ïî-
ñòðîåíèÿ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ (ÑÀÐ) äëÿ îáúåêòîâ ñ çàïàçäûâà-
íèåì. ÑÀÐ äëÿ îáúåêòîâ ñ çàïàçäûâàíèåì ðàçäåëÿþò íà îäíîêîíòóðíûå è äâóõ-
êîíòóðíûå. Äèíàìèêà çàìêíóòîé ÑÀÐ äëÿ îáúåêòîâ ñ çàïàçäûâàíèåì îïèñûâàåòñÿ
êàê óðàâíåíèÿìè çàïàçäûâàþùåãî, òàê è íåéòðàëüíîãî òèïà. Çíàÿ ïåðåäàòî÷íóþ
ôóíêöèþ è èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íûå
àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ â çàìêíóòûõ ÑÀÐ. Âîïðîñó óñòîé÷èâîñòè
ÑÀÐ îáúåêòîâ ñ çàïàçäûâàíèåì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì. [1] è áèáëè-

îãðàôèþ ê íåé — 603 íàè-
ìåíîâàíèÿ). Èçó÷åíèå îáëàñ-
òåé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì
àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâà-
íèÿ ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðî-
áëåìó âûáîðà òèïà ðåãóëÿ-
òîðà, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé
ê çàìêíóòîé ÑÀÐ. Ëó÷øèõ
ðåçóëüòàòîâ ïðè ïîñòðîåíèè
ÑÀÐ ìîæíî äîáèòüñÿ, èñ-
ïîëüçóÿ äâóõêîíòóðíûå ñèñ-
òåìû [2, 3].

Èññëåäîâàòåëè ñòîëêíó-
ëèñü ñ ïðîáëåìîé áîëüøèõ
ðàçáðîñîâ ïàðàìåòðîâ îáúåê-
òà ïîñòðîåíèÿ óäîâëåòâîðè-
òåëüíûõ ÑÀÐ. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðè çíà÷èòåëüíûõ êîëå-
áàíèÿõ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà
ïîñòðîåíèå «õîðîøèõ» ÑÀÐ
âîçìîæíî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ñàìîíàñòðàèâàþùèõñÿ
ñèñòåì (ÑÍÑ) [2, 4, 5], ñòðóê-
òóðíàÿ ñõåìà êîòîðîé
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.

Èç ñõåìû âèäíî, ÷òî ÑÍÑ äëÿ îáúåêòîâ ñ çàïàçäûâàíèåì íåëèíåéíà è íåñòàöè-
îíàðíà. Ïîýòîìó óäîâëåòâîðèòåëüíî ïðîâåñòè åå àíàëèç â ðàìêàõ òåîðèè ëèíåéíûõ
ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì íåâîçìîæíî. Â [1, § 6.3] ïðîâåäåí àíàëèç ÑÍÑ íà îñíîâå
âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ñàìîíàñòðàèâàþùåéñÿ ñèñòåìû äëÿ îáúåêòîâ
ñ çàïàçäûâàíèåì
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Ðàçâèòèå òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ, äèôôåðåíöèàëüíî-ðàç-
íîñòíûõ, ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [6–14] ïîçâîëÿåò ðàññìàò-
ðèâàòü ñòîõàñòè÷åñêèå ÑÍÑ (ÑÑÍÑ) — áîëåå òî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêå ìîäåëè
èçâåñòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ÑÍÑ.

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Â ÑÐÅÄÍÅÌ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÑÊÀËßÐÍÎÌ ÑËÓ×ÀÅ

Ïóñòü çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ( , , , )� � � � , � �� � �F tt , 0}; �
1 —

äåéñòâèòåëüíîå åâêëèäîâîå ïðîñòðàíñòâî [6, 15].
Ñëó÷àé íåñêîëüêèõ çàïàçäûâàíèé. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {x t x t( ) ( , ),� �

t � �0 1} � îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèëüíîå ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëü-

íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ [6, 16]
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k

k , k N� 0, , 
k � 0 , 
0 0� ; �� �C([ ; ])
 0 ; { } { }a bk k, |� ��
1 ,

w t w tk k( ) ( , )� � — âèíåðîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñ íóëåâûìè ñíîñàìè è åäè-
íè÷íûìè ïàðàìåòðàìè äèôôóçèè � 2 1� , ïðè÷åì îíè ïîïàðíî íåçàâèñèìû è
� t -èçìåðèìû � �t 0 .

Îïðåäåëåíèå. Ïîä ñèëüíûì ðåøåíèåì (äàëåå ïðîñòî ðåøåíèåì) çàäà÷è (1), (2)
áóäåì ïîíèìàòü ñåïàðàáåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x t x t( ) ( , )� � , t � � [ , )
 , îïðå-
äåëåííûé � � �t [ , ]
 0 ñîîòíîøåíèåì (2), èçìåðèìûé îòíîñèòåëüíî �-àëãåáðû
� �t t� è òàêîé, ÷òî � � t ( , )0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü-
íîìó óðàâíåíèþ Èòî
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Çäåñü �t — �-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îòðåçêà [ , ]�
 t , � t — �-àëãåáðà,
ïîñòðîåííàÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x t( , )� ïðè ôèêñèðîâàííîì t � ( , )0 .

Ïóñòü h t( ) — ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ [12]
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òàêîå, ÷òî h t( ) � 0 � �t 0 ; h( )0 1� è äëÿ t � 0
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— õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì óðàâíåíèÿ (4).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ detV ( )� � 0 ëåæàò â

ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Òîãäà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x t( ) � 0 óðàâíåíèå (1), (2) ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
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ãäå i � �1 — ìíèìàÿ åäèíèöà.
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Åñëè æå B �1, òî â ïðîèçâîëüíîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ñóùåñòâóåò íà÷àëü-
íàÿ ôóíêöèÿ �� �C([ , ])
 0 òàêàÿ, ÷òî lim ( )

t
x t

�
� �{ }2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå h t( ) äëÿ óðàâíåíèÿ (4),
ðåøåíèå (1), (2) ìîæíî çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîì âèäå (àíàëîã ôîðìóëû Êîøè äëÿ
íåîäíîðîäíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ óðàâíåíèé) [7]
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ãäå y t( ) — ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (4).
Îáîçíà÷èâ z t x tk k( ) ( )� �
 , g t h tk k( ) ( )� �
 , ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ (8) ê

ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (k l N, ,�1 )
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Âîçâåäåì â êâàäðàò ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ñèñòåìû (9), ïðèìåíèì ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ê ïîëó÷åííûì óðàâíåíèÿì è, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ Âèíåðà–Èòî [6, 17], ïîëó÷èì ( , , )l k N�1
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(10)

ãäå 	 l l
t z t( ) ( )� �{ }2 , �{ }� — îïåðàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà �{ }� [13] ê îáåèì ÷àñòÿì (10), ïîëó÷èì
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(11)

ãäå G g tk k( ) ( )� � �{ }, M tl l( ) ( )� 	� �{ }; k l N, ,� 0 .

Ïîñêîëüêó êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà V ( )� (5) óðàâíåíèÿ (4)
ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè � � 0 ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1, òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (4)
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t � �  íå ìåäëåííåå, ÷åì e t� 
 , 
 � 0 , ñ îòðèöàòåëüíûì ïî-

êàçàòåëåì [13]. Ïîýòîìó �{ }y t l
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Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïî t â (12) ñòîèò íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ôóíêöèÿ è ïîýòîìó îíà äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè Re � � 0 .

Çíà÷èò, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (13) ìåíüøå åäèíèöû, òî èçîáðàæåíèå
âåêòîð-ôóíêöèè { }	 l t( ) , l N� 0, , íå èìååò ïîëþñîâ â ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0 . Òîãäà
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÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû 1.
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Ñêàëÿðíûé ñëó÷àé ñ íåñêîëüêèìè âîçìóùåíèÿìè è çàïàçäûâàíèÿìè. Ðàñ-
ñìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (ÑÄÐÓ), êîòîðîå
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äâèæåíèÿ ñ M w tl{ }( ) � 0 , D w tl k{ }( ) � � , l N� 0, , ïðè÷åì îíè ïîïàðíî íåçàâèñèìû.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Åñëè êîðíè êâàçèïîëèíîìà V ( )� ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè

Re � � 0 , òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà
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1

1
0 0

2

0

1 2

�
� 
 | ( )|

(17)

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 çàäà÷è (15), (16) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â ñðåä-
íåì êâàäðàòè÷íîì (çäåñü i � �1 — ìíèìàÿ åäèíèöà).

Åñëè B �1, òî â ïðîèçâîëüíîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ íàéäåòñÿ òàêàÿ íà÷àëü-
íàÿ ôóíêöèÿ �( )t , ÷òî lim ( )

t
x t

��
� � �{ }2 .

Àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì äëÿ
ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ÑÄÐÓ n-ãî ïîðÿäêà,
êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñèëüíîå ðåøåíèå x t x t( ) ( , )� �� �

1 íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå

( , , , )� F � � [16]
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d x t

dt
a

d x t

dt
b

n

n kj

j

n

k

N j
k

j kjl

j

n

k

( ) ( )
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�
�

�

�

� �

�

		 	
0

1

0 0

1


��
		

�

00

N

l

L j
k

j

ld x t

dt

dw t

dt

( ) ( )

(18)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

d x t

dt
t j n

j

j
t t

j( )
( ), ,

[ , ]

( )�
� � �

� �






� 0 1. (19)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà

V a en
kj

j

n

k

N
j k( )� � � �� �

�

�

�

�		
0

1

0




ðàñïîëîæåíû â ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0 :
1) åñëè

B b is e Vl

l

L

kjl

j

n

k

N
i sk�

�

�
�

�

�
�

� �

�

�

�


�	 		�
1

0 0

1

0

2

0
�

� ( ) |
 1 2 1( )|is ds � , (20)

ðåøåíèå x t( ) � 0 óðàâíåíèÿ (18), (19) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â l.i.m (â (20)
i � �1 — ìíèìàÿ åäèíèöà);

2) åñëè B �1, òî lim ( )
t

x t
�

� ��{ }2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò óðàâíåíèÿ (18) ïåðåéäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé [7]

x t y t b h t s xr r
kjl

j

n

k

N

l

L
r

t
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )� � �

�

�

��
			 �

0

1

00 0

( ) ( ) ( )j
k ls dw s�
 , (21)

ãäå r n� �0 1, , x tr( ) ( ) (r n� �0 1, ) — ïðîèçâîäíàÿ r-ãî ïîðÿäêà, h t( ) — ôóíäàìåí-

òàëüíîå ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ

d x t

dt
a

d x t

dt

n

n kj

j

n

k

N j
k

j

( ) ( )
�

�
�

�

�

�
		

0

1

0

0

 (22)

òàêîå, ÷òî h t h t h tn( ) ( ) ( )( )� � � � ��
�

2 0 äëÿ t � 0 ; h n( ) ( )� �1 0 1, à � �t 0

h t
i

e V d

G

t( ) ( )� � �1

2
1

�
� �� ,

ïðîèçâîëüíîå y t( ) — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

x t z t g t h tr
k k

r
k
r r

k
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ); ( ) ( )� � � �
 
 .

Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåéäåì îò ñèñòåìû óðàâíåíèé (21)
ê ñèñòåìå

z t y t b gp
r r

k kjl

j

n

k

N

l

L

p
r

t
( ) ( ) ( )( ) ( ) (� � �

�

�

��
			 �


0

1

00 0

t s z s dw s
k

j
l� ) ( ) ( )( ) , (23)

ãäå r n� �0 1, , p n� 0, .

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (23) ïåðåìíîæèì ïîïàðíî, ó÷èòûâàÿ ñîâïàäàþùèå èíäåê-
ñû, ïðèìåíèì îïåðàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ �{ }� ê ïîëó÷åííûì âûðàæåíè-
ÿì è ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ [6, 7] çàïèøåì äëÿ
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	 prdm p
r

m
dt z t z t( ) ( ) ( )( ) ( )� �{ } ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

	 prdm
r

p
d

mt y t y t( ) ( ) ( )( ) ( )� � � �
 


�
�

�

�

�

���
					 �b b g tkjl

i

n

j

nN

k

N

l

L

il l p
r

t

0

1

0

1

000 0�
� � ( ) ( � �s g t s s dsm

d
k ji) ( ) ( )( )
� .

Ê êàæäîìó èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëà-
ñà [13], â ðåçóëüòàòå äëÿ èçîáðàæåíèé M tk ji k ji� �� 	( ) ( )� �{ }; Gprdm ( )� �
� �{ }g t g tp

r
m
d( ) ( )( ) ( ) ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

M y t y tprdm
r

p
d

m( ) ( ) ( )( ) ( )� � � � ��{ 
 


�
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�
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���
					 b b G Mkjl
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n

j

nN
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N

l

L

ji l prdm k

0

1

0

1

000 �
� � �( ) � �ji ( ) .}

(24)

Èç óñëîâèé òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïîëþñà âåêòîð-èçîáðàæåíèé { }M k jm� �( )
ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ëèøü â òåõ òî÷êàõ �, â êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (24) ðàâåí
íóëþ.

Åñëè âû÷èñëèòü ýòîò îïðåäåëèòåëü, òî ëåãêî çàïèñàòü åãî â âèäå

b b Gkjl
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à äëÿ Re � � 0 ìîæíî çàïèñàòü î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
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(
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)

*

+
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�( ) ( ) . (25)

Çíà÷èò, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (25) ìåíüøå 1, òî âåêòîð-èçîáðàæåíèå
{ }M prdm ( )� íå èìååò ïîëþñîâ â ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0 è òîãäà lim ( )

t
prdm t

�
�	 0

äëÿ p m N, ,� 0 ; r d n, ,� �0 1 [13].

Äàëåå, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ h t( ) ïðè t � 0 , ìîæíî óáåäèòüñÿ â ðàâåíñòâå
B B� 1, è óòâåðæäåíèå 1 òåîðåìû 3 äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 3 óñòàíîâèì, ÷òî èç B �1 ñëåäóåò
B1 1� . Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

f s e b g t dtl
st

kjl

j

n

k

N

k
j( ) ( )( )�
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		��
0
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00

2

!

"
"
"

#

$

%
%
%�

	
l

L

0

äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ s � 0 íåïðåðûâíàÿ è lim ( )
s

f s
�

� 0 . Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò òàêîå s0 0� , ÷òî f s( )0 1� , ò.å. âåêòîð-èçîáðàæåíèå { }M prdm ( )� èìååò
ïîëþñ â ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0 . Çíà÷èò, îðèãèíàë 	 prdm t( ) íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàåò ïðè t � � [13], ÷òî è äîêàçûâàåò ïîëíîñòüþ òåîðåìó 3. �

Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé â l.i.m. ñèñòåì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè â l.i.m.
ñèñòåì ÑÄÐÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà [6, 14]. Ðàññìîòðèì ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ x t n( )�� êàê ñèëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÑÄÐÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà
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dx t A x t dt dW t x tj

j

m

j j

j

m

j( ) ( ) [ ( )] ( )� � � � �
� �
	 	

0 0


 


� ��	
�

f u b x t dt duj

j

m

j j

�0

( ) ( )~( , )
 �
(26)

ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
x t tt

n( )| ( )[ , ]� � � �
 0 � � , (27)

ãäå 
 
� sup
j

j , 
0 0� , 
 j � 0 , j m� 0, , W t W tj j( ) ( , )� � — ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ

èç íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ïðîöåññîâ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ w t
lk

j( ) ( )

ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ äèôôóçèè S j ; A aj lk
j�{ }( ) , l k n, ,� 0 ; B bj lk

j�{ }( ) , l k n, , ,� 0

— ìàòðèöû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè; f n: � �� 1 — èçìåðèìûå â ñîâî-

êóïíîñòè ïî u m�� ; � j t A( , ) — ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà â �
m [6] òàêàÿ, ÷òî

~ ( , ) ( , ) ( )� �j jt A t A t A� � , , (28)

ãäå A t t m� �[ , ]0 � , ïðè ýòîì � j t A( , ) íå çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ ìàòðèö W tj ( ) ,

k j n, ,� 0 .

Ïóñòü h t( ) — ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû äåòåðìèíèðîâàííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

dy t A y t dtj

j

n

j( ) ( )� � �
�
	

0

0
 . (29)

Òîãäà îò ñèñòåìû ÑÄÐÓ (26) ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó h t( ) :

x t y t h t s dw s x s

t

j

n

j j( ) ( ) ( )[ ( )] ( )� � � � ��	
� 00




� � ���	
�

f u h t s B x s ds duj

t

j

n

j j j

�00

( ) ( ) ( ) ~ ( , )
 � ,
(30)

ãäå y t( ) — ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (21).
Âîçâåäåì ïîñòðî÷íî â êâàäðàò îáå ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (30), ïðèìåíèì

îïåðàöèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ �{ }� è, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ [6, 15–17], ïîëó÷èì

	 	( ) ( ) ( ) ( )t y t h t s S s ds

t

j

n

j j� � � � ��	
�

� �

00




� � ��	 �
�

�
00

1

t

j

n

j j j j m
f u h t s B s

du

u
ds

�

� � �( ) ( ) ( )	 
 ,
(31)

ãäå 	( ) ( )t x t� �{ }� .

Äàëåå âåðõíèé èíäåêñ� âåêòîðà èëè ìàòðèöû îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû âåêòîðà
èëè ìàòðèöû âîçâåäåíû â êâàäðàò.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèïîëèíîìà
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ðàñïîëîæåíû â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0 .
Òîãäà âåðíû óòâåðæäåíèÿ:
1) eñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �( )D ìàòðèöû
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(32)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ | ( )|� D �1, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (26), (27)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â l.i.m.;

2) eñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �( )D ìàòðèöû D óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ | ( )|� D �1, òî â ïðîèçâîëüíîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ íàéäåòñÿ íà÷àëüíàÿ
ôóíêöèÿ �( )t òàêàÿ, ÷òî lim ( )

t
t

��
� � 	 .

Çäåñü è äàëåå íèæíèé èíäåêñ + îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû âåêòîðà èëè ìàòðèöû
âçÿòû ïî ìîäóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà [13] ê îáåèì ÷àñòÿì
óðàâíåíèé (31), ïîëó÷èì äëÿ M t( ) ( )� 	� �{ }; Y y t( ) ( )� � �{ }� ; H h t( ) ( )� � �{ }� èí-

òåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ
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Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 4 íóëè detV ( )� ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0 , òîãäà
îñîáåííîñòè âåêòîð-èçîáðàæåíèÿ M ( )� íàõîäÿòñÿ â íóëÿõ îïðåäåëèòåëÿ
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Ìàòðèöà N � ( )� èìååò ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � �( ) ïî ìîäóëþ
íå ìåíüøå âñåõ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òîãäà è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû N ( )� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ | ( )| ( )� � �N � [18]. Äàëåå èç îïðåäåëåíèÿ
ìàòðèöû N ( )� ñëåäóåò, ÷òî max ( ) ( )

Re �
� � �

�
�

c
c , ãäå c��

1.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü -( )� 0 0� , ãäå
Re � 0 0� , òîãäà ìàòðèöà N ( )� 0 èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, è
� �( )Re 0 1� . Ïîñêîëüêó êîíñòðóêòèâíî ýëåìåíòû ìàòðèöû N � ( )Re � íå âîçðàñòà-
þò, òî � �( )Re íå óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè Re � [18]. Òàêèì îáðàçîì,
�( )0 1� , ãäå �( )0 — ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
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0

� �
 

!
"
"

#

$
%
%

�	 �
� �

�
(34)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî N D( )0 � , òîãäà óòâåðæäåíèå, ÷òî �( )0 1� , ïðîòèâîðå÷èò
óòâåðæäåíèþ 1.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2 î òîì, ÷òî õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �( )D ìàò-
ðèöû D ïî ìîäóëþ áîëüøå 1. Çíà÷èò, �( )0 1� è, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü �( )s [13], ïî-
ëó÷èì, ÷òî lim ( )

s
s

��
�� 0 . Ýòî äàåò ïðàâî óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò s0 òàêîå, ÷òî
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�( )s0 1� , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî -( )s0 0� äëÿ s0 0� . Òàêèì îáðàçîì, lim | ( )|
t

t
��

	 óâåëè-

÷èâàåòñÿ íå ìåäëåííåå e
s t0 [12]. Ýòî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû 4. �

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè B j � 0, j n� 0, , òî ïîëó÷èì èçâåñòíûé ðåçóëüòàò [7] äëÿ ñèñ-

òåìû ÑÄÐÓ ñ íåïðåðûâíûìè âèíåðîâñêèìè âîçìóùåíèÿìè â òåðìèíàõ ìàòðèö

D V is S ds

j

n

j� �


�
��	1 1

00�
[ ( )] .�

Ñëó÷àé ñèñòåì ÑÄÐÓ N -ãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
x t x t n( ) ( , )� �� � íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� � � � êàê ñèëüíîå ðåøåíèå ñèñòå-

ìû ÑÄÐÓ ñ êîíå÷íûì ïîñëåäåéñòâèåì

I
d x t

dt
A

d x t

dt

dW t
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dN

N jk
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m

j

N j
k

j

jk( ) ( ) ( )
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�
� �
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N x t

dt
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!
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�

��
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00
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�
�

�B f u
d x t

dt
dt dujk jk

j
k

j jk

�

( )
( ) ~ ( , )



�

(35)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

d x t

dt
t j N

j

j
t

n

k
k

( )
( ) ; , ;

[ , ]� �

� � � � �




 

0

0 1� � sup ,
(36)

ãäå 
k � 0 ; 
0 0� ; I — äèàãîíàëüíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; W tjk jk
pq( ) ( )�{ } ,

p q n, ,�1 , — ìàòðèöû, ïîñòðîåííûå èç íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ïðîöåññîâ

áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ íóëåâûì ñíîñîì è ìàòðèöàìè ñ ïàðàìåòðîì äèôôóçèè
S jk ; ~ ( , ) ( , ) ( , )� �jk jk jkt A t A t A� �, — öåíòðèðîâàííûå ïóàññîíîâñêèå ìåðû
ñ ïàðàìåòðàìè , jk jkt A M t A( , ) ( , )� { }� , ïðè÷åì îíè íå çàâèñèìû îò ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû W tjk ( ) ; A jk è Bjk — ìàòðèöû ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (35) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòå-
ìó èç N n� ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è îíî èìååò åäèí-
ñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèëüíîå ðåøåíèå [15–17].

Ïóñòü h t( ) — ìàòðè÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû äåòåðìèíèðîâàííûõ óðàâíåíèé

d y t

dt
A

d y t

dt

N

N jk

k

m

j

N j
k

j

( ) ( )
�

�
�

��

�

		
00

1
0



(37)

òàêîå, ÷òî h t n n( ) � �0 ïðè t � 0 ; h h h N
n n( ) ( ) ( )0 0 0 02� � � � ��
�� ; h IN � �1 0( ) ,

à � �t 0

h t
i

e V dj j t( ) ( ) ( )� � �1

2
1

�
� � ��

�

, (38)

ãäå êîíòóð � îõâàòûâàåò âñå íóëè êâàçèïîëèíîìà ñèñòåìû (37)

det detV I A en
jk

k

m

j

N
j k( )� � � �� �

 

!
"
"

#

$
%
%��

�
�		

00

1

 . (39)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èç [7] — àíàëîã ôîðìóëû Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíûõ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) — ìîæíî ïåðåéòè îò (35)
ê ñèñòåìå
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x t y t h t dw xl l l
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j
k

t

k

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �
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1 m
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�B f u d du xjk jk jk
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�

( )~ ( , ) ( )( )� � � 
 ,
(40)

l N� �0 1, , ãäå y t( ) — ëþáîå ðåøåíèå ÎÄÓ (37).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü êîðíè êâàçèïîëèíîìà detV ( )� (39) ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè

Re � � 0 :
1) eñëè äëÿ ìàòðèöû

B S f B
du

u
jk jk jk m

k

m

j

� �
�
�
�

��

�
�
�
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� �
��

� �	1

0
1

00�
�

� �[ ]
| |

N
jis V is ds

�
�

�	
1

2 1| ( ) | [ ( )]� (41)

ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ r B( ) �1, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 ñèñòåìû ÑÄÐÓ
(35), (36) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â l.i.m;

2) eñëè êîðåíü Ïåððîíà � �( ) ìàòðèöû B áîëüøå åäèíèöû ( ( ) )� � �1 , òî
lim | ( )|

t
M x t

�
� �{ }2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçâåäåì â êâàäðàò ñòðîêè îáåèõ ÷àñòåé ñèñòåìû (40), ïðè-
ìåíèì ê ïîëó÷åííûì âûðàæåíèÿì îïåðàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ �{ }� è, èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ Èòî è Ñêîðîõîäà, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé N n-ãî ïîðÿäêà äëÿ 	 l

lt M x t( ) [ ( )]( )� { }� , l N� �0 1, :

	 l
lt y t( ) [ ( )]( )� ��

� � ��		 �
��

�
[ ( )] ( )

| |

( )h t S B f u
du
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�

1
	 j kt dt( )
 .

(42)

Äàëåå, ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì (42) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà [13], ëåãêî çàïè-
ñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó äëÿ èçîáðàæåíèé M tl l( ) ( )� 	� �{ };
Y yl

l( ) [ ]( )� � �{ }� ; H h tl
l( ) [ ( )]( )� � �{ }� :

M Y H S B f u
du

u
l l l

k

m

j

N

jk jk jk
( ) ( ) ( ) ( )

|
� � �� � �
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		 �
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1
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� |
( )

n je Mk

�
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�
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��

�
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��
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1

 � �

� �	 j kt dt( )
 . (43)

Åñëè r B( ) �1, òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (37) ïî ìîäóëþ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
t � � íå áûñòðåå ect ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì [12]. Òîãäà Yl ( )� íå èìååò îñî-

áåííîñòåé â ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0 [13]. Òàêèì îáðàçîì, îñîáåííîñòè âåêòîðà
M l ( )� ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè îïðåäåëèòåëÿ F ( )� ñèñòåìû (43).

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ïðîâåäåì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ: ñíà÷àëà óìíîæèì ñëåâà ïåðâóþ ñòðîêó íà � �H H( ) ( )� �

0
1 è ïðèáàâèì ê r-é

ñòðîêå, çàòåì óìíîæèì ñëåâà r-þ ñòðîêó íà H S B f u
du

uk

m

rk rk rk n0
0

1
( ) ( )

| |
�

�
�	 ��

�
�
�

��

�
�
�

���

�

è ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå (r N� �2 3 2, , ,� ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü

F I L( ) [ ( )]� �� �det , (44)
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L H S B f u
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Ñîãëàñíî [18] ìàòðèöà L� ( )� èìååò êîðåíü Ïåððîíà, êàê ìàòðèöà ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ïî ìîäóëþ íå ìåíüøèé âñåõ äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Îáîçíà÷èì êîðåíü Ïåððîíà ÷åðåç � �( ) . Èçâåñòíî [18], ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ | ( )| ( )� � �L� � . Èç ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî max ( ) ( )

Re �
� � �

�
�

c
c , c � 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû 5 ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü
F ( )� 0 0� , íî Re � 0 0� . Òîãäà L( )� èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1 è � �( )Re 0 1� .
Íî � �( )Re íå âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè Re �, ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìàòðèöû
Lt ( )Re � íå âîçðàñòàþò [18]. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî �( )0 1� .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (38) äëÿ h tj( ) ( ) , ïîëó÷èì

H is V is dsj
j( ) | ( ) | [ ( )]0

1

0

2 1�


�
���

� .

Çíà÷èò, î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà L( )0 ïîäîáíà ìàòðèöå B (41) èç óñëîâèÿ (41) òåî-
ðåìû 5. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �( )0 1� , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ r B( ) �1 äëÿ óòâåðæäåíèÿ 1.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû 5. Ïóñòü êîðåíü Ïåððîíà �( )s ìàòðèöû B

áîëüøå 1 ( ( ) )� s �1 . Òîãäà è �( )0 1� . Çàìåòèì, ÷òî ïðè äåéñòâèòåëüíûõ s ïðåäåë
lim ( )

s
s

��
�� 0 è �( )s — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíûõ s [18].

Èòàê, ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå s0 0� òàêîå, ÷òî �( )s0 1� . À ýòî îçíà÷àåò,
÷òî F s( )0 0� ïðè s0 0� . Çíà÷èò, è F s( )0 0� ïðè s0 0� . Òàêèì îáðàçîì, 	 l t( ) ,

l N� �0 1, , óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè t � � íå ìåäëåííåå, ÷åì est [13], ÷òî è äîêàçûâàåò

óòâåðæäåíèå 2 òåîðåìû 5. �
Çàìå÷àíèå 2. Ïðè Bkj � 0 ïîëó÷èì èçâåñòíûé ðåçóëüòàò [19] äëÿ äèôôóçèîí-

íîé ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû â òåðìèíàõ ìàòðèöû

B S is V is dsjk
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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â l.i.m. ñèñòåì ÑÄÐÓ îáùåãî âèäà. Ðàñ-
ñìîòðèì ñèñòåìó áîëåå îáùåãî âèäà:
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1

1

� ��
�

1

f u b x t du dtjr kjri k
j

r jr( ) ( )~ ( , )( ) 
 � (45)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x x i Q
i
n

i
ni i( ) ( )( ) ; ( ) ; , , ,0 0 0 1 1 21� � ��

� , (46)

ãäå x ti ( )��
1; 
2 0� , r R�1, , 
0 0� ;  kjri t( ) — íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè

ïðîöåññû áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñ M tkjri{ } ( ) � 0 è D tkjri kjri{ } �( ) � ; � kjri t A( , )

— ñëó÷àéíûå ïóàññîíîâñêèå ìåðû, íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè è ïîïàðíî íåçà-

âèñèìûå ñ  kjri t( ) . Ïóñòü N — íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ â ñèñòåìå

(45), N n
i Q

i�
� �
sup

0
. Òîãäà (45) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå (35):
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(47)

ãäå x t Q( )�� , à âìåñòî åäèíè÷íîé ìàòðèöû I ïðè
d x t

dt

N

N

( )
ñòîèò íåêîòîðàÿ âû-

ðîæäåííàÿ ìàòðèöà
	 � � � �A a k i Qjr kjri kjri

T{ }� , , ,1 ,

ãäå akjri � 0 , åñëè â i-é ñòðîêå ñòîèò N-ÿ ïðîèçâîäíàÿ; åñëè â i-é ñòðîêå N-é ïðî-

èçâîäíîé íå ñîäåðæèòñÿ, òî � ln ii �
�1; B bjr kjri

T�{ } ; w t tjr kjri
T( ) ( )�{ } , k i Q, ,�1 ;

~ ( , ) ~ ( , )� �jr kjri
Tt A t A�{ } .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü êîðíè êâàçèïîëèíîìà
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(48)

ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè Re � � 0.
Òîãäà:
1) åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ r B( )0 1� ìàòðèöû
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S jr
T

qiri�{ }� , q i Q, ,�1 , òî x t( ) � 0 ñèñòåìû ÑÄÐÓ (45), (46) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâî â l.i.m (çäåñü i � �1 — ìíèìàÿ åäèíèöà);

2) åñëè r B( )0 1� , òî lim | ( )|
t

x t
�

��{ }2 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h t
i

e V dt( ) ( )� � �1

2 0
1

�
� ��

�

— ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé (45) ñ êâàçèïîëèíîìîì V0 ( )� .

Òîãäà îò ñèñòåìû (45) ïåðåéäåì ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
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(50)

ãäå y t
i
ki( ) ( ) , k ni i� �0 1 1, , ,� , — ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñ-

òåìû.

Âîçâåäåì ïîñòðî÷íî îáå ÷àñòè (50) â êâàäðàò, ïðèìåíèì îïåðàöèþ ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ �{ }� è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà � ïîëó÷èì ñèñòåìó
äëÿ èçîáðàæåíèé
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ki it x t
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Èç óñëîâèé òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî îñîáåííîñòè âåêòîðà M
i
ki( ) ( )� íàõîäÿòñÿ â

íóëÿõ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (51). Îáîçíà÷èì

sup
1� �

�
i Q

i Tu N
s
, (52)

ãäå â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ (îäèíàêîâûõ) ýêñòðåìóìîâ s m�1 2, , ,� .
Ñëó÷àé 1. Èç óñëîâèÿ m Q� èç (51) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó

ïðîèçâîäíûå ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâûå ïîðÿäêè: n n n NQ Ts1 2� � � �� . Òîãäà,
çàïèñûâàÿ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (51) â áëî÷íîì âèäå (ïîðÿäêè áëîêîâ ðàâíû Q),
âèäèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (43) è äàëåå ñïðàâåä-
ëèâî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé òåîðå-
ìû 6.

Ñëó÷àé 2. Åñëè m Q� , òî ðàñøèðÿåì ìàòðèöó îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (51) çà

ñ÷åò äîïîëíåíèÿ íóëÿìè ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì òàê, ÷òîáû â áëî÷íîé ôîðìå îíà
èìåëà âèä L I L( ) ( )� �� � 1 , ãäå I — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à L Lki1 ( ) ( )� ��{ }, i k Q, ,�1 ,

— ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè-áëîêàìè
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èìåþò òàêîé âèä: åñëè n Ni Ts
� , òî âñå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû ðàâíû ïàðàìåò-

ðàì äèôôóçèè ñèñòåìû (45), åñëè n Ni Ts
� , òî S

ki
jr � 0 äëÿ j n n Ni i Ts

� �, , ,1 � .

Áëî÷íûå ìàòðèöû B jr èìåþò ñëåäóþùèé âèä: åñëè n Ni Ts
� , òî âñå ýëåìåíòû

ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ êàê B bjr kjri
T�{ } , k i Q, ,�1 ; åñëè u Ni Ts

� , òî B jr � 0

äëÿ j n n Ni i Ts
� �, , ,1 � . Èç çàïèñè ìàòðèöû L( )� ñëåäóåò, ÷òî åå ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (51)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ M
i
ki( ) ( )� , êðîìå íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ñîâïà-

äàþò äî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.
Äàëåå ïîíÿòíî, ÷òî det L( )� ðàâíÿåòñÿ îïðåäåëèòåëþ ñèñòåìû (43). Òàêèì îáðà-

çîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòðîêàìè det L( )� ïðèâåäóò ê îïðåäåëèòåëþ
F I L( ) [ ( )]� �� �det , ãäå L( )� èìååò âèä (47). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó 15, ÷òî è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. �

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó àâòîìàòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè êóðñà
ñóäíà ñ ó÷åòîì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé (èçìåí÷èâîñòü ìîðñêèõ òå÷åíèé, íåðàâíî-
ìåðíàÿ èíòåíñèâíîñòü âîçäóøíûõ ïîòîêîâ, ìàãíèòíûå áóðè è ò.ä.).

Ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ ýòîé çàäà÷è áóäåò ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
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� ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �t
T

t t t� � � �
1

� � � � � � ��� � � �( ) � ( , ) ( )~� ( , ) ( ) � ( )t w t u f u du dt t w t3 3 3 4
1

�
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�

1
4 4f u t du dt( ) ( )~� ( , )� � � , (55)

ãäå �( )t — óãîë îòêëîíåíèÿ ñóäíà îò êóðñà ïðè óãëå ïîâîðîòà �( )t ðóëÿ; 
 � 0 ,
	 � 0 , T � 0, �, � — êîíñòàíòû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ìîäåëü êóðñà ñóäíà,
w ti ( , )� , i �14, , — âèíåðîâñêèå ïðîöåññû; � i t A( , ) — öåíòðèðîâàííûå ïóàññî-

íîâñêèå ìåðû, íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñ âèíåðîâñêèìè ïðîöåññàìè.
Ðåøåíèå. Êâàçèïîëèíîì ñèñòåìû (54), (55) èìååò âèä [20]
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Â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ 
 	 � �, , , ,T , � � 0 ìîæíî ïîñòðîèòü îáëàñòè
D-ðàçáèåíèÿ è îáëàñòè, ãäå êîðíè êâàçèïîëèíîìà (56) èìåþò îòðèöàòåëüíûå ÷àñòè
Re � � 0 .
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B0 ïðèìåò âèä
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Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ìàòðèöû B0 (ñì. (57)) ÷åðåç �11, �12 ,
�21, �22 . Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B0 ðàâíû

� �1 11 22 2 11 22� � � � � �( ), ( )� � � �D D ,

ãäå D � � � �( ) ( )� � � � � �11 22
2

11 12 12 214 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 6 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÑÄÐÓ (54), (55) àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî â l.i.m., åñëè | ( )|� B0 1� . Èñïîëüçóÿ ñîâðåìåííûå êîìïüþòðíûå
òåõíîëîãèè, ìîæíî ïîñòðîèòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ( , , , , )
 	 � �T îáëàñòè
D-ðàçáèåíèÿ, ïðîâåðÿÿ óñëîâèå | ( )|� B0 1� [20].
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