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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîåêöèè íà÷àëà êîîðäè-

íàò íà âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Çàäàíî ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ
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� , òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé â èõ âûïóê-

ëîé îáîëî÷êå (ïîëèòîïå):

min | | | | min
( )

� ,

, ,

x
x x

i

x

i
i

i

m

i
i

m

i

�
�

� � �

�

�

�

�

�

co �

2

1 0

1

1

�

� � 1 2

2

, , ,

| | | | .

� m

x (1)

Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé, à òàêæå ìîæåò

ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìû äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ, çàäàí-

íûõ èíûì ñïîñîáîì [1].

Äëÿ çàäà÷è ïðîåêöèè (â ïîñòàíîâêå (1) è äðóãèõ) ñîçäàíî çíà÷èòåëüíîå êîëè-

÷åñòâî ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ [2], îäíàêî â ñâÿçè ñ ìíîãèìè ñïåöèôè÷åñêèìè ïðè-

ëîæåíèÿìè ïðîäîëæàåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ. Ïîòðåáíîñòü â íèõ ìîòèâèðó-

åòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âûñîêîé ðàçìåðíîñòüþ (1) â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáðàáîòêè

èçîáðàæåíèé, ïëàíèðîâàíèè ðàäèàöèîííîé òåðàïèè â ìåäèöèíñêîé èíôîðìàòè-

êå [3], àïïðîêñèìàöèè ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé [4] è äð.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (1) ìåòîäàìè ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé ñ ïðîåêòè-

ðîâàíèåì íà íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåãëàäêèõ øòðàôíûõ

ôóíêöèé çàäà÷à (1) ñâåäåíà ê íåãëàäêîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (ìèíèìèçàöèè íå-

ãëàäêîé âûïóêëîé ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà íåîòðèöàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ)

è èññëåäîâàí âîïðîñ âûáîðà êîíå÷íîé øòðàôíîé êîíñòàíòû, îáåñïå÷èâàþùåé òà-

êóþ ýêâèâàëåíòíîñòü. Îáñóæäàåòñÿ òàêæå ïðèìåíåíèå r-àëãîðèòìîâ [5] äëÿ

ðåøåíèÿ íåãëàäêîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.

Ïðîåêöèÿ êàê çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü ìàòðèöà X

ðàçìåðà m n� ñîñòàâëåíà èç âåêòîð-ñòîëáöîâ � , � , , �x x xm1 2
� , à âåêòîð � ðàçìåðà m ñî-

ñòîèò èç êîìïîíåíò � � �1 2, , ,� m . Òîãäà çàäà÷å (1) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à êâàäðà-

òè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Çäåñü �* — íåîáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (áàðèöåíòðè-

÷åñêèå êîîðäèíàòû) çàäà÷è (2)–(4), à x* — âåêòîð ìèíèìàëüíîé íîðìû, êîòîðûé
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ïóêëîñòè öåëåâîé ôóíêöèè (1) ïî ïåðåìåííûì x.

Ïðÿìîëèíåéíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2)–(4) êàê çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ñðåäñòâ [6] ïðåïÿòñòâóåò åå âûðîæäåííîñòü êàê

â ôîðìóëèðîâêå (1), òàê è ôîðìóëèðîâêå (2)–(4), ãäå îíà íåèçáåæíî âîçíèêàåò â íàèáî-

ëåå èíòåðåñíîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àå m n� . Ïîýòîìó äàëåå ìîäèôèöèðóåì

(2)–(4) â öåëÿõ ïîñòðîåíèÿ â êîíå÷íîì èòîãå ýêâèâàëåíòíîé íåãëàäêîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Íåãëàäêèé øòðàô â çàäà÷å (5)–(7) è åãî ñâîéñòâà. Ïóñòü äëÿ ó÷åòà îãðàíè÷å-

íèÿ (6) èñïîëüçóåòñÿ íåãëàäêàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ â ôîðìå ôóíêöèè ìàêñèìóìà
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Îòñþäà, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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� 0. Ïîñëåäíèé â òåîðåìå èñïîëüçóåò êðèòåðèé îñòàíîâà äëÿ ìåòîäîâ íåãëàäêîé

îïòèìèçàöèè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì íóëþ ñóáãðàäèåíòà ìèíèìèçèðóå-

ìîé ôóíêöèè, ò.å. g � (
~

)*� � 0 . Â ýòîì ñëó÷àå, ÷òîáû ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå äëÿ çàäà÷è (2)–(4), äîñòàòî÷íî îïòèìàëüíóþ äëÿ çàäà÷è (9) òî÷êó
~*� îòìàñøòà-

áèðîâàòü òàê, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà òðåáîâàíèþ âûïóêëîé êîìáèíàöèè. Â ñëó-

÷àå d
*

� 0 òàêîå ìàñøòàáèðîâàíèå èçëèøíå, òàê êàê îíî àâòîìàòè÷åñêè

âûïîëíÿåòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà âåëè÷èíû øòðàôà P ñîãëàñíî òåîðåìå 1.

Î ïðèìåíåíèè ñóáãðàäèåíòíûõ àëãîðèòìîâ â çàäà÷å ïðîåêöèè. Äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ïðîåêöèè íà÷àëà êîîðäèíàò íà âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê âìåñòî çàäà÷è

(2)–(4) ìîæåì ðåøàòü íåãëàäêóþ âûïóêëóþ çàäà÷ó (9). Äëÿ ýòîãî ïîäîéäåò ëþáîé

èç ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé, ïîçâîëÿ-

þùèé ó÷èòûâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (9) ìîæíî èñïîëüçîâàòü r-àëãîðèòìû [5], ýôôåêòèâíûå ïðè ðåøåíèÿ çàäà÷ íå-
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ãëàäêîé îïòèìèçàöèè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ýòè ìåòîäû íå÷óâñòâèòåëüíû ê âû-

ðîæäåííîñòè ìàòðèöû X XT , îáëàäàþò óñòîé÷èâîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è äîñòàòî÷íî áûñòðîé ñõîäèìîñòüþ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè r-àëãîðèòìîâ âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû. Ïåðâûé âà-

ðèàíò îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ è ñâÿçàí ñ «÷åò-

íûì» ïðîäîëæåíèåì âûïóêëîé ôóíêöèè íà âñå ïðîñòðàíñòâî ïóòåì çàìåíû ïåðå-

ìåííûõ � i ix� | | , i m� 1, ,� . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìíîãîýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ

F x x xP m P( ) (| | , , | | ) ( )� �� �1 � � , â êîòîðîé âñå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ãëîáàëüíû.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ôóíêöèè F x( ) ìîæíî ïðèìåíÿòü ëþáîé èç

ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïðàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ r-àëãîðèòìîâ

ïîêàçàëà, ÷òî òàêîé ïîäõîä äàåò íàäåæíûå ðåçóëüòàòû è, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå,

ëó÷øå ìåòîäà íåãëàäêèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé, òàê êàê íå òðåáóåò ïîäáîðà øòðàô-

íûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòà ñõåìà äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ è áóäåò ýôôåêòèâíîé

ïðè ðåøåíèè çàäà÷ (9), êîãäà êîëè÷åñòâî íóëåâûõ êîìïîíåíò â îïòèìàëüíîì ðåøå-

íèè �* ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå ïî îòíîøåíèþ ê êîëè÷åñòâó âåêòîðîâ m.

Âòîðîé âàðèàíò ñâÿçàí ñî ñëó÷àåì m n�� , êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì

êîëè÷åñòâîì íóëåâûõ êîìïîíåíò â îïòèìàëüíîì âåêòîðå �* . Çäåñü öåëåñîîáðàçíåå

èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèè r-àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûå ñïåöèàëüíî äëÿ ó÷åòà

ïðîñòåéøèõ ãðàíèö íà ïåðåìåííûå. Â ðàáîòå [8] ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ r-àëãî-

ðèòìà, â êîòîðîé ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì ïðîèñõîäèò âðåìåííàÿ ôèêñàöèÿ íó-

ëåâûõ çíà÷åíèé ðÿäà ïåðåìåííûõ ëèáî èõ îñâîáîæäåíèå. Áîëåå àëãîðèòìè÷åñêè

îáîñíîâàííûå ïðàâèëà äëÿ ôèêñàöèè è îñâîáîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðåäëîæåíû

â [9]. Ìîäèôèêàöèè r-àëãîðèòìîâ, áàçèðóþùèåñÿ íà ýòèõ ïðàâèëàõ, ñâÿçàíû ñ ïðî-

öåññîì ìèíèìèçàöèè ïî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ, è åñòåñòâåííî, ÷òî

íà ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îíè ïîêàçàëè çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ÷èñëà èòåðà-

öèé â ñðàâíåíèè ñî ñõåìîé «÷åòíîãî» ïðîäîëæåíèÿ. Èõ ðåàëèçàöèÿ äëÿ çàäà÷è ïðî-

åêöèè ïîçâîëÿåò òàêæå óñêîðèòü âû÷èñëåíèå ñóáãðàäèåíòà.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî óñêîðåííàÿ ñõîäèìîñòü r-àëãîðèòìîâ, óñòîé÷è-

âîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è íå÷óâñòâèòåëüíîñòü

ê âûðîæäåííîñòè çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü

ðåàëèçàöèþ íà èõ îñíîâå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è ïðîåêöèè. Ýòè îñî-

áåííîñòè àëãîðèòìà äåëàþò åãî ïåðñïåêòèâíûì äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîåêòèâíûõ çàäà÷

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè â ñèñòåìàõ ïàðàëëåëüíûõ èëè ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Í ó ð ì è í ñ ê è é Å . À . Ïðîåêöèÿ íà âíåøíå çàäàííûå ïîëèýäðû // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò.

ôèçèêè. — 2008. — 48, âûï. 3. — Ñ. 387–396.

2. B a u s c h k e H . , B o r w e i n J . M . On projection algorithms for solving convex feasibility problems //

SIAM Rev. — 1996. — 38, N 3. — P. 367—426.

3. C e n s o r Y . , J i a n g M . , L o u i s A . K . (Eds.) Mathematical methods in biomedical imaging and in-

tensity-modulated radiation therapy (IMRT) // Publications of the Scuola Normale Superiore Subseries:

CRM Series, 2008. — 7. — 526 p.

4. Â à ñ è í Â . Â . Èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ôåéåðîâñêîãî òèïà â íåêîððåêòíûõ çàäà÷àõ ñ àïðèîðíîé

èíôîðìàöèåé // Èçâ. ÂÓÇîâ. Ìàòåìàòèêà. — 2009. — Âûï. 2. — C. 3–24.

5. Ø î ð Í . Ç . Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ. — Ê.: Íàóê.

äóìêà, 1979. — 199 ñ.

6. Ã è ë ë Ô . , Ì þ ð ð å é Ó . , Ð à é ò Ì . Ïðàêòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ. — Ì.: Ìèð, 1974. — 376 ñ.

7. Ï ø å í è ÷ í û é Á . Í . Ìåòîä ëèíåàðèçàöèè. — Ì.: Íàóêà, 1983. — 136 ñ.

8. Ï ð è ÿ ò å ë ü À . Ì . Ðåøåíèå çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ïîìîùè r-àëãîðèòìà

ñ ïðîåêòèðîâàíèåì // Èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷: Ñá. íàó÷. òð. — Êèåâ:

Èí-ò êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÀÍ ÓÑÑÐ, 1986. — Ñ. 24–30.

9. Ê ó í ö å â è ÷ À . Â . Ê âîïðîñó îá ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè ñ ðàñ-

òÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà // Êèáåðíåòèêà. — 1989. — ¹ 2. — Ñ. 116–117.

Ïîñòóïèëà 27.04.2009

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2010, ¹ 1 63


