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Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëüöî öåëûõ ÷èñåë, ëèíåéíûå äèîôàíòîâûå óðàâíåíèÿ, ïðåä-

áàçèñ, áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Ëèíåéíûå äèîôàíòîâûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé ÷àñòî âñòðå÷àþò-

ñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ íàóêè î âû÷èñëåíèÿõ. Ê ðåøåíèþ òàêèõ

óðàâíåíèé è èõ ñèñòåì ñâîäÿòñÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è ìàòåìàòè÷åñêèõ èãð [1, 2], êðèïòîãðàôèè [3],

óíèôèêàöèè [4], ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ öèêëîâ [5] è ò.ä. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâîì,

ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé, ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìíîæåñòâî öå-

ëûõ ÷èñåë, ëèáî êîëüöî âû÷åòîâ, ëèáî ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî ÷èñ-

ëà, à ìíîæåñòâîì, â êîòîðîì èùóòñÿ ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëèáî êîëüöî öåëûõ ÷è-

ñåë, ëèáî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ëèáî êîíå÷íûå ïîëÿ è êîëüöà âû÷åòîâ.

Àëãîðèòìû ïîèñêà ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé â ìíî-

æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïèñàíû âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ [6–12]. Â íàñòîÿùåé

ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâ-

íåíèé â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ëåæèò

TSS-ìåòîä, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîðîæäàþùåãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [1].

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé (ÑËÄÓ) â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z

áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó âèäà

S

L x a x a x b

L x a x a x b

n n

n n
�

� � � �

� � � �
1 11 1 1 1

2 21 1 2

( ) ... ,

( ) ... 2

1 1

,

... ... ... ... ... ... ... ... ...

( ) ...L x a x a xq q qn n� � � �

�

�

�
�

�

�
� bq ,

(1)

ãäå a b x Z i n j qij i i, , , , , , , ,� � �1 1� � . Ðåøåíèåì ÑËÄÓ (1) íàçûâàåòñÿ òàêîé

âåêòîð c c c cn� ( , , , )1 2 � , êîòîðûé ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî x
j

çíà÷åíèé c j â

L xi ( ) îáðàùàåò L c bi i( ) 	 â òîæäåñòâî äëÿ âñåõ i q� 1 2, , ,� . ÑËÄÓ íàçûâàåòñÿ

îäíîðîäíîé (ÑËÎÄÓ), åñëè âñå bi ðàâíû íóëþ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — íåîäíî-

ðîäíîé (ÑËÍÄÓ).

2. TSS-ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÑËÎÄÓ

Ðàññìîòðèì ÑËÎÄÓ S âèäà (1), e e en1 21 0 0 0 1 0 0 0 1� � �( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )—� � � �

åäèíè÷íûå âåêòîðû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ìíî-

æåñòâà Z n .

Ïóñòü M — ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S . Ïîñêîëüêó îíà îäíîðîäíàÿ, òî íó-

ëåâîé âåêòîð âñåãäà ÿâëÿåòñÿ åå ðåøåíèåì è íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, à âñÿêîå ðå-

øåíèå ñèñòåìû S , îòëè÷íîå îò íóëåâîãî, — íåòðèâèàëüíûì.

ÑËÎÄÓ S áóäåò íåñîâìåñòíà, åñëè ìíîæåñòâî M ñîñòîèò òîëüêî èç òðèâèàëü-

íîãî ðåøåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå S ñîâìåñòíà.
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TSS-ìåòîä, î êîòîðîì ðå÷ü ïîéäåò äàëüøå, è åãî ðåàëèçàöèÿ äëÿ ñèñòåì óðàâ-

íåíèé íàä ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîäðîáíî îïèñàíû â [1]. Ðàññìîòðèì

ìîäèôèêàöèþ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ñëó÷àÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z.

Ñëó÷àé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ (ËÎÄÓ). Ïóñòü

äàíî ËÎÄÓ

L x a x a x a xi i n n( ) ,� � � � � �1 1 0� � (2)

ãäå a x Z i ni i, , , ,� � 1 � .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà M e en0 1� { }, ,�

è ôóíêöèþ L x a x a x a xn n( ) � � � �1 1 2 2 � ËÎÄÓ (2). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ôóíêöèè L x( ) ïåðâûì íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì áóäåò a1 è

a1 0� . Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

B e a a e a a� � � � �{ 1 2 1 2 3 10 0 0 0 0( , , , , ), ( , , , , , ),� �

e a a Mq q� � � 1 1 00 0 0( , , , , , )� } ,

ãäå M e L er r0 0� �{ }: ( ) , ïðè÷åì åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ai � 0 íàèáîëüøèé îáùèé äå-

ëèòåëü (ÍÎÄ) (a ai , )1 1� , òî ñîêðàòèì êîîðäèíàòû òàêîãî âåêòîðà íà ýòîò ÍÎÄ.

Âûáðàííûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò a1 íàçîâåì îñíîâíûì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âåêòîðû â ìíîæåñòâå B òàêîâû, ÷òî ai è a1 âçàèìíî ïðîñòû. Èíû-

ìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî B ñòðîèòñÿ ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ ïåðâîãî íåíóëåâîãî êî-

ýôôèöèåíòà ñ îñòàëüíûìè íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, âçÿòûìè ñ ïðîòèâîïîëîæ-

íûìè çíàêàìè, è ïîïîëíåíèÿ âåêòîðàìè êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, êîòîðûå ñîîòâåò-

ñòâóþò íóëåâûì êîýôôèöèåíòàì ËÎÄÓ (2). Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî

áóäåì íàçûâàòü TSS-ìíîæåñòâîì, èëè ïðåäáàçèñîì. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû èç ìíî-

æåñòâà B âûñòóïàþò ðåøåíèÿìè ËÎÄÓ (2), à ñàìî ìíîæåñòâî B çàìêíóòî îòíîñè-

òåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò èç êîëüöà Z.

Ëåììà 1. Ïóñòü x c c cq� ( , , , )1 2 � — íåêîòîðîå ðåøåíèå ËÎÄÓ (2), òîãäà åñëè

x B� , òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âèäà

a x c e c e c eq q1 2 1 3 2 1� � � � �� ,

ãäå e B i qi � � �, , ,1 1� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x c c Mq� �( , , )1 � , òî âåêòîð

c e c e c e c a c a c a c a c aq q q q q2 1 3 2 1 2 2 3 3 2 1 1� � � � � � � ��� � �( , , , ) �

� � �( , , , ) ( , , , )c a c a c a a c c c a xq q1 1 2 1 1 1 1 2 1� �

â ñèëó òîãî, ÷òî x — ðåøåíèå ËÎÄÓ (2), ò.å. a c a c a c a cq q1 1 2 2 3 3� � � � �� .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè íåêîòîðûé âåêòîð e j èç B ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì êàíîíè÷åñêîãî

áàçèñà è j-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà x ðàâíà c j , òî â ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà x âåêòîð e j

âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì a c j1 .

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû âûòåêàåò ïîëåçíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ËÎÄÓ èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí êîýô-

ôèöèåíò, ðàâíûé 1, òî ìíîæåñòâî B — áàçèñ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ËÎÄÓ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a1 1� , òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B èìåþò âèä

{e a e a e aq q1 2 2 3 11 0 0 0 1 0 0 0 0� � � � � ��( , , , , ), ( , , , , , ), ( , ,� � , , , )� 0 1 0} M ,

ò.å. â ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ x ïî âåêòîðàì èç ìíîæåñòâà B îñíîâ-

íîé êîýôôèöèåíò ñîãëàñíî ëåììå 1 áóäåò ðàâíûì åäèíèöå. À ýòî è îçíà÷àåò,

÷òî ìíîæåñòâî B áóäåò áàçèñîì.

Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèòü TSS ËÎÄÓ L x x y z u( ) � � � � � �3 2 01 � . Ïðåäáàçèñ, èëè

TSS ýòîãî ËÎÄÓ èìååò âèä

e e e e1 2 3 413 0 0 0 10 3 0 0 2 0 0 3 0� � � � � �( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , )�10 0 0 3 .
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Ðåøåíèÿ ËÎÄÓ x x1 20 2 3 0 1 1 1 0 2 0� � �( , , , , ), ( , , , , ) èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ

3 2 3 3 21 1 2 4 2 1 3x e e e x e e� � � � �, . Åñëè â êà÷åñòâå îñíîâíîãî êîýôôèöèåíòà âû-

áðàòü a2 1� , òî áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé äëÿ ËÎÄÓ áóäåò ìíîæåñòâî

B e e e� � � � � �{ 1 2 31 3 0 0 0 0110 0 0 2 010( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ), e4 0 10 01� �( , , , , ) .}

Â ýòîì áàçèñå âåêòîðû x1 è x2 èìåþò ïðåäñòàâëåíèå x e e1 2 43� � , x e e2 1 32� � .

Ñëó÷àé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîò-

ðèì òåïåðü ÑËÎÄÓ

S

L x a x a x

L x a x a x

n n

n n
�

� � � �

� � � �
1 11 1 1

2 21 1 2

0

0

( ) ... ,

( ) ... ,

... ... ... ... ... ... ... ... ...

( ) ...L x a x a xq q qn n� � � �1 1 0,

�

�

�
�

�

�
�

(3)

ãäå a x Z i q j nij i, , , , , , ,� � �1 1� � .

Ïîñòðîèì ïðåäáàçèñ B e e e
q1 1

1
2
1

1
1�

�
{ }, , ,� äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ L x1 0( ) � è

âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ L e bi i2
1( ) � , ãäå e B b Zi i

1
1� �, . Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

b y b y b yi i q q1 1 1 1 0� � � � �� �� � (4)

è ïîñòðîèì äëÿ íåãî ïðåäáàçèñ � � �B s sq1 1 2{ }, ,� . Âåêòîðàì si èç �Bi ñîîòâåòñòâó-

þò âåêòîðû-ðåøåíèÿ B e e
q2 1

2
2

2�
�

{ }, ,� ÑËÎÄÓ L x L x1 20 0( ) ( )� � � .

Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ B2 ñîñòàâëÿåò ïðåäáàçèñ ÑËÎÄÓ L x1 0( ) � �

� �L x2 0( ) , ò.å. ëþáîå ðåøåíèå x ýòîé ÑËÎÄÓ èìååò ïðåäñòàâëåíèå mx l e� �1 1
2

�

... � � �
l eq q2 2

2 , ãäå e B l Z i qi i
2

2 1 2� � � �, , , ,� , m Z� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x — ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ÑËÎÄÓ L x1 0( ) � �

� �L x2 0( ) . Ïîñêîëüêó x — ðåøåíèå L x1 0( ) � , òî â ñèëó ëåììû 1 x ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

dx a e a eq q
� � � � �1 1

1
1 1

1
� ,

ãäå e B a Z i qi i
1

1 1 1� � � �, , , ,� . Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî x — ðåøåíèå L x2 0( ) � ,

ïîëó÷àåì L dx a b a bq q2 1 1 1 1 0( ) � � � �� �� , ãäå b L e j qj j� � �2
1 1 1( ), , ,� . Ñëåäî-

âàòåëüíî, âåêòîð a a aq� �( , , )1 1� — ðåøåíèå ËÎÄÓ (4) è â ñèëó ëåììû 1 ïîëó-

÷àåì ka d s d sq q� � � � �1 1 2 2� , ãäå s B d Z i qi i� � � � �1 1 2, , , ,� , à k — îñíîâíîé

êîýôôèöèåíò ËÎÄÓ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî kdx d e d eq q
� � � � �1 1

2
2 2

2
� , ãäå e Bi

2
2� ,

i q� �1 2, ,� , m k d� � .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ëåìì 1 è 2 äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. TSS ÑËÎÄÓ (2) B, ïîñòðîåííîå îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, ÿâëÿ-

åòñÿ ïðåäáàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ÑËÎÄÓ.

Ïðèìåð 2. Íàéäåì ïðåäáàçèñ äëÿ ÑËÎÄÓ

S
L x x x x x x

L x x x x x x
�

� � � � � �

� � � � �
1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4

3 2 0

2 3 0 2

( ) ,

( ) 5 0�

�
�
� .

Áàçèñ äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîñòðîåí â ïðèìåðå 1:

B e e e1 1
1

2
1

3
11 3 0 0 0 0110 0 0 2 01� � � � � �{ ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ) .0 0 10 01

4
1e � � }

Çíà÷åíèÿ L x2 ( ) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî � � �7 3 7 1, , , . Ñîñòàâëÿåì

óðàâíåíèå � � � � �7 3 7 01 2 3 4y y y y è ñòðîèì ïðåäáàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ËÎÄÓ:

� � � � � � �B s s s1 1 2 33 7 0 0 1010 10 0 7{ }( , , , ), ( , , , ), ( , , , ) .
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Ýòèì âåêòîðàì ñîîòâåòñòâóþò TSS -âåêòîðû (ïðåäáàçèñ) èñõîäíîé ÑËÎÄÓ

B e e e2 1
2

2
2

3
23 2 7 0 0 11010 1 4 0� � � � � � � �{ ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ) .0 7 }

Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ïðåäáàçèñà óðàâíåíèÿ � � � � �7 3 7 01 2 3 4y y y y êîìáèíè-

ðîâàíèå âåñòè ïî ïîñëåäíåìó çíà÷åíèþ (ò.å. ïî –1), òî ïîëó÷àåì òàêîé áàçèñ ìíî-

æåñòâà âñåõ ðåøåíèé äàííîé ÑËÎÄÓ:

{e e e
1
2

2
2

3
214 0 0 7 0 210 3 0 5 01 7� � � � � �( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , )}.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå 1, ðåçóëüòàò òåîðåìû 1 ìîæíî óñèëèòü ââå-

äåíèåì èçáûòî÷íîñòè â ïðåäáàçèñ íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

â óðàâíåíèè L x a x a x a xn n1 11 1 12 2 1 0( ) � � � � �� âçàèìíî ïðîñòû. Áëàãîäàðÿ ýòîìó

âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ñðåäè çíà÷åíèé L x1 ( ) áûëà åäèíèöà. Íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÍÎÄ(a a a11 12 13, , ) = 1, ò.å. ïåðâûå òðè êîýôôè-

öèåíòà âçàèìíî ïðîñòû â L x1 ( ) . Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà d d d1 2 3, , òàêèå, ÷òî íà

âåêòîðå y d d d� ( , , , , , )1 2 3 0 0� çíà÷åíèå L y1 1( ) � . Äîáèâøèñü ýòîãî, âû÷èñëèì çíà-

÷åíèÿ L x1 ( ) íà âåêòîðàõ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà. Ïîñòðîèì ïðåäáàçèñ B1, êîìáèíè-

ðóÿ âåêòîð y ñ îñòàëüíûìè âåêòîðàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäáàçèñà. Çàìåòèì, ÷òî

âåêòîðû èç B1 èìåþò âèä
� � � � � � � �e a y e e a y e1 11 1 2 12 2, ,

(5)
� � � � � � � � � � � �e a y e e a y e e a y en n n3 13 3 4 14 4 1, , ,� ,

ãäå ei — âåêòîðû êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà, aij — êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè

L x1 0( ) � . Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå âåêòîðû �ei èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

� � � � � �e a d a d a d1 11 1 11 2 11 31 0 0( , , , , , ),�

� � � � � �e a d a d a d2 12 1 12 2 12 31 0 0( , , , , , ),�

� � � � � �e a d a d a d3 13 1 13 2 13 3 10 0( , , , , , ),�

� � � � �e a d a d a d4 14 1 14 2 14 3 1 0( , , , , , ),�

................................................................

� � � � �e a d a d a dn n n n( , , , , , ).1 1 1 2 1 3 0 1�

Èìååò ìåñòî òåîðåìà 2.

Òåîðåìà 2. TSS ËÎÄÓ (2) B1, ïîñòðîåííîå îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, ÿâëÿ-

åòñÿ áàçèñîì ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé ýòîãî ËÎÄÓ.

Ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå l3 , ãäå l — ìàêñè-

ìàëüíîå èç ÷èñåë m è n, n — ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ËÎÄÓ, à m — ìàêñèìàëüíàÿ äëè-

íà äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ËÎÄÓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x c c cn� ( , , , )1 2 � — ðåøåíèå ËÎÄÓ L x1 0( ) � . Òîãäà

âåêòîð x èìååò ïðåäñòàâëåíèå

x c e c e c e c e c en n� � � � � � � � � � � �1 1 2 2 3 3 4 4 �

( [ ],� � � � � � �c a d c c a d c a d c a d c a dn n1 11 1 1 2 12 1 3 13 1 4 14 1 1 1�

[ ],� � � � � � �c a d c a d c c a d c a d c a dn n1 11 2 2 12 2 2 3 13 2 4 14 2 1 2�

[ ],� � � � � � �c a d c a d c a d c c a d c a d cn n1 11 3 2 12 3 3 13 3 3 4 14 3 1 3 4� , , )� cn �

� ( , , , , , )c c c c cn1 2 3 4 �

â ñèëó òîãî, ÷òî L x a c a c a cn n( ) � � � � �11 1 12 2 1 0� .

Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòüþ ðàñøèðåííîãî àëãî-

ðèòìà Åâêëèäà, êîòîðûé âìåñòå ñ ÍÎÄ âû÷èñëÿåò è ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, ïðåä-

ñòàâëÿþùóþ ýòîò ÍÎÄ. Èçâåñòíî (ñì. [3]), ÷òî ýòà ñëîæíîñòü âûðàæàåòñÿ âåëè÷è-
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íîé O m m( )log , ãäå m — äëèíà äâîè÷íîé çàïèñè ìàêñèìàëüíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ

ËÎÄÓ. Ýòîò àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ íå áîëåå n ðàç è òîãäà èìååì îöåíêó

O mn m( )log . Ïîñòðîåíèå áàçèñà B1 òðåáóåò íå áîëüøå n3 îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëü-

íî, îáùàÿ îöåíêà âðåìåííîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé O l( )3 ,

ãäå l m n� max( , ) .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøå-

íèé ÑËÎÄÓ âèäà (3) ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå O ql( )3 , ãäå q — ÷èñëî óðàâíåíèé

ÑËÎÄÓ, à l m n� max( , ) .

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå òðè âåêòîðà � � �e e e1 2 3, , â ïðåäñòàâëåíèè (5) ëèíåéíî çàâè-

ñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî a d a d a d11 1 12 2 13 3 1� � � , èìååì

d e d e d e1 1 2 2 3 3 0� � � � � � ,

a èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ, ïîëó÷àåì

d e d e d e a d d a d d a d d a d1 1 2 2 3 3 12 1 2 13 1 3 11 1 2 11 3� � � � � � � � �( , , , , , )0 0� �

� � � � �( , , , , )a d d a d d a d d a d d12 1 2 11 1 2 13 2 3 2 312 0 0�

� � � � �( , , , , )a d d a d d a d d a d d13 1 3 13 2 3 11 1 3 12 2 3 0 0 0� .

Òàêèì îáðàçîì, îäèí èç âåêòîðîâ � � �e e e1 2 3, , ìîæíî óäàëèòü èç áàçèñà ðåøåíèé.

3. TSS-ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÑËÍÄÓ

Ïóñòü S — ÑËÍÄÓ âèäà (1) è bq � 0 . Âûïîëíÿÿ ýëèìèíàöèþ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

â ïåðâûõ q �1 óðàâíåíèÿõ, ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ÑËÍÄÓ ê âèäó

S

L x a x a x

L x a x a

n n

� �

� � � � � � �

� � � � � �
1 11 1 1

2 21 1

0( ) ... ,

( ) ... 2

1 11

0n n

q q

x

L x a x

�

� � �� �

,

... ... ... ... ... ... ... ... ...

( ) 1 1

1 1

0� � � �

� � � � � � �

�

�

�
��

�... ,

( ) ... .

a x

L x a x a x b

q n n

q q qn n q�

�
�
�

(6)

Ïîñòðîèì áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÑËÎÄÓ, ñîñòîÿùåé èç q �1ïåðâûõ óðàâ-

íåíèé ñèñòåìû (6). Ïóñòü ýòî áóäóò âåêòîðû { }s sk1 , ,� . Íàéäåì çíà÷åíèÿ

L s a j kq j j( ) , , ,� � 1 � , äëÿ êîòîðûõ âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. ÑËÍÄÓ âèäà (6) (à âìåñòå ñ íåé è ÑËÍÄÓ (1)) ñîâìåñòíà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ËÍÄÓ a y a y a y bk k q1 1 2 2� � � �� èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøå-

íèå â ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óðàâíåíèå a y a y a y bk k q1 1 2 2� � � �� èìååò ðåøåíèå

( , , , )c c ck1 2 � , òî î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð s c s c s c sk k� � � �1 1 2 2 � — ðåøåíèå

ÑËÍÄÓ.

Åñëè ÑËÍÄÓ ñîâìåñòíà è s k k kn� ( , , , )1 2 � — åå ðåøåíèå, òî ïðåäñòàâèì s â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû ïîäñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç

ïåðâûõ q �1îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (6), ò.å. s c s c s c sk k� � � �1 1 2 2 � . Òîã-

äà L s c a c a c s bq k k q( ) � � � � �1 1 2 2 � äîëæíî èìåòü õîäÿ áû îäíî ðåøåíèå, ïî-

ñêîëüêó s — ðåøåíèå ÑËÍÄÓ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ÑËÍÄÓ èìååò âèä y x a xi

i

k

i� �
�
�

1

, ãäå x — ÷àñò-

íîå ðåøåíèå ÑËÍÄÓ, xi — áàçèñíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÎÄÓ, ai — ïðîèç-
âîëüíûå öåëûå ÷èñëà, à k — êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîë-
íîãî ðåøåíèÿ ÑËÍÄÓ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü áàçèñ ìíîæåñòâà ðåøåíèé åå ÑËÎÄÓ
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è íàéòè îäíî èç ðåøåíèé ÑËÍÄÓ. Ïîèñê òàêîãî ðåøåíèÿ, êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî
âûøå, ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ a y a y a y bk k q1 1 2 2� � � �� . Ýòî ðåøå-
íèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, ìåòîäîì íàèìåíüøåãî êîýôôèöèåíòà.

Ïðèìåð 3. Ïðîâåðèòü íà ñîâìåñòíîñòü ÑËÍÄÓ

S
L x x x x x x

L x x x x x x
�

� � � � � �

� � � � �
1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4 5

2 3 0 1

3 0

( ) ,

( ) � �

�
�
� 2.

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ÑËÍÄÓ èìååò âèä

S
L x x x x x x

L x x x x x
� �

� � � � � � �

� � � �
1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4

7 5 3 2 0

3 0

( ) ,

( ) � � �

�
�
� x5 2.

Áàçèñ ËÎÄÓ L x1 0( )� � ñîñòàâëÿþò âåêòîðû (çäåñü íå íóæíî âû÷èñëÿòü ÍÎÄ

êîýôôèöèåíòîâ, ïîñêîëüêó èìååòñÿ êîýôôèöèåíò, ðàâíûé 1)

( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , )10 0 0 7 010 0 5 0 010 3 0 0 012� .

Çíà÷åíèÿ L x2 ( ) íà ýòèõ âåêòîðàõ ðàâíû – 4, 6, –2, –2, èõ íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü ðàâåí 2 è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà b2 2� � . Ñëåäîâàòåëüíî,

ÑËÍÄÓ èìååò ðåøåíèå, ò.å. ñîâìåñòíà.

Åñëè äàíà ñèñòåìà

S
L x x x x x x

L x x x x x
� �

� � � � � � �

� � � �
1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4

7 5 3 2 0

3 0

( ) ,

( ) � � �

�
�
� x5 3,

òî îíà íå èìååò ðåøåíèé â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó ÍÎÄ (–4, 6, –2, –2) = 2 íå äå-

ëèò ñâîáîäíûé ÷ëåí – 3 è ïîýòîìó óðàâíåíèå � � � � � �4 6 2 2 3x y z u íå èìååò ðåøåíèé.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå îöåíêè âðåìåííûõ ñëîæíîñòåé ìîæ-

íî óòî÷íÿòü, åñëè ïðîñëåæèâàòü âñå äåòàëè ïðîöåññà âû÷èñëåíèé, ïðîèñõîäÿùåãî â

TSS-àëãîðèòìå. Â äàííîé ðàáîòå îãðàíè÷èìñÿ óñòàíîâëåíèåì òîãî, ÷òî ýòè àëãîðèò-

ìû ïîëèíîìèàëüíû â àðèôìåòè÷åñêîé ìîäåëè ñëîæíîñòè.
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