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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ, ïàðàìåòðû, îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà,

îöåíèâàíèå, ìàòðèöà ñðåäíèõ êâàäðàòîâ îøèáîê, äèñïåðñèÿ øóìà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [1, 2], ïðèìåíÿþòñÿ ê ðåãðåññèè,

èìåþùåé ðåãðåññîðû ñ òðåíäàìè. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ðåãðåññèÿ èìååò âèä

y xt t t� � �� �0 , t T�1, , ãäå yt �R 1, xt
n�R , �0 � R n , � t �R 1 — øóì, ñèìâîë

« � » îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.

Îöåíèì ïàðàìåòð �0 , ðåøèâ çàäà÷ó
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ãäå âåëè÷èíû x y t Tt t, , ,�1 , è ôóíêöèè g i Ii ( ),� � , èçâåñòíû.

Îãðàíè÷åíèÿ â (1) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé è äîñòàòî÷-
íî ÷àñòî ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Èñòèííîå

çíà÷åíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè �0 ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü êàê îãðàíè÷åíè-
ÿì-ðàâåíñòâàì, òàê è íåðàâåíñòâàì:
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Îáîçíà÷èì m I m I ii i� � �| | , | | , ,0 1 2 , ãäå | |M — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M.

Îòíîñèòåëüíî ðåãðåññîðà, îãðàíè÷åíèé è øóìà ïðèìåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ.

Äîïóùåíèå 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � t öåíòðèðîâàíû è íåçàâèñèìû. Îíè íå

çàâèñÿò îò x tt , , , ,�1 2 � èìåþò îäèíàêîâûå äèñïåðñèè � 2 è ðàñïðåäåëåíèÿ
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, ( , , , )� � �� , ãäå �ii
T — ýëåìåíò

íà ãëàâíîé äèàãîíàëè PT .

Äîïóùåíèå 2. Ìàòðèöà PT íå âûðîæäåíà äëÿ âñåõ T. Ìàòðèöà R E ET T T T
� �� �1 1P

� R ïðè T � �, ãäå R — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Äîïóùåíèå 3. Îãðàíè÷åíèÿ g i ( )� — âûïóêëûå, äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ìàòðèöà G, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè � �g i ( )�0 ,

i I� , èìååò ïîëíûé ðàíã.

Äîïóùåíèå 4. Ïðè T x i nii
T

T i ii
T� � � � � �

�
� �, / , ,

,1
2 0 1 .

Äîïóùåíèå 5. Íàéäåòñÿ òàêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ET ( )m m� ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè e i mTi , ,�1 , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðå-

äåë ìàòðèöû
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��
� , ãäå G — ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîê
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0� �diag( ), , G1 — ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîê
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T
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Äîïóùåíèå 5, â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî, êîãäà ðåãðåññîðû îãðàíè÷åíû. Òîãäà

E TJ E TJT m T n� �, .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå — íåñëó÷àéíûå.

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ÂÅÊÒÎÐÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Çàäà÷à (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò

áûòü ðåøåíà ìåòîäîì [3]. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ â (1) ëèíåéíûå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæ-

íûì äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àåì, òî (1) áóäåò çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïîäõîäÿò ìåòîäû ýòîãî êëàññà çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ìåòîä [4, ãë. 23], ñïåöèàëüíî ïðèñïîñîáëåííûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

âèäà (1) ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé áîëåå ïîäðîáíî. Äëÿ íåãî çàäà÷à

îöåíèâàíèÿ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåò èìåòü âèä

( / ) min,1 2 � � �� � � � �PT T TX Y g g b i Ii i i( ) ,� �� � � 	 �0 , (3)

ãäå X T — ìàòðèöà T n� , t-é ñòðîêîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ �xt ; Y y y yT T� �[ , , , ]1 2 � ;

g b i Ii
n

i� � �R R, ,1 , — èçâåñòíûå âåëè÷èíû.

Îáû÷íî â ðåãðåññèè èìååòñÿ ñâîáîäíûé ÷ëåí, îãðàíè÷åíèå íà êîòîðûé ÷àñòî

îòñóòñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå, äëÿ êîòîðîãî x xt t� � �[ ~ ]1 , ~xt
n� �R 1, ðå-

øåíèå çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü, óìåíüøèâ êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ

â íåé íà åäèíèöó. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ äîïóùåíèå 2, íà ñâîáîäíûé ÷ëåí �
1
0 íå íàêëà-

äûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, òî ðåøåíèå çàäà÷è (3) — îöåíêà �T ïàðàìåòðà ðåãðåññèè

�0 — èìååò âèä � � �T T T� �[ ~ ]1 , ãäå îöåíêà ñâîáîäíîãî ÷ëåíà � �T T T Ty x1 � � �~ ~ ,

~�T
n� �R 1 — ðåøåíèå çàäà÷è

( / ) ~ ~ ~ min1 2 � � � �� � � �T Td , A b~� 	 . (4)
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/ , b m�R — âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî b i Ii , � ,

A — ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m n� �( )1 , ñîñòàâëåííàÿ èç ïîñëåäíèõ n �1 ñòîëáöîâ

ìàòðèöû G, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ � � � �g gi ( )�0 , i m�1, .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (3):

L X Y G bT T T( , ) ( / ) ( )� � � � � � �� � � � � � � �1 2 P , ãäå � — m-ìåðíûé âåêòîð ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà.

Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 2 íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà çàäà-

÷è (3) èìåþò âèä

� � � � � � �� � � � �L X Y G OT T T n( , ) P , (5)

� � �i i i ig b i m( ) , , ,� � � � �0 0 1 , (6)

ãäå � � � �L( , ) — ãðàäèåíò ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî âåêòîðó �, On — íóëåâîé

n-ìåðíûé âåêòîð, � i — i-ÿ êîìïîíåíòà �.

Ïîñêîëüêó íà ñâîáîäíûé ÷ëåí �
1
0 íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, ìàòðèöà G è

åå i-ÿ ñòðîêà �g i èìåþò âèä

G O Am� [ ]� , � �g Ai i[ ]0 , (7)

ãäå Ai — i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû A. Òîãäà
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Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèþ (5). Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàïèñü â âåêòîðíîì âèäå

ñèñòåìû èç n óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ñ ó÷åòîì

âûðàæåíèÿ (8) èìååò âèä
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Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ÷èñëî íàáëþäåíèé T, ïîëó÷èì

� � � �1 2 1 3 2 1 0� � � � � �� � ��x x x yT T n T n T, , (9)

ãäå x x TTi ti

t

T

�
�
�

1

/ , i n� �1 1, (xTi — i-ÿ êîìïîíåíòà ~xT ).

Óðàâíåíèþ (9) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü èñêîìûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó

èç íåãî ñëåäóåò

� � � � �T T T T T T Tn T n T T Ty x x x y x1 2 1 3 2 1� � � �� � �� � � ��,
~ ~ .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

52 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3



Ðàññìîòðèì i-å óðàâíåíèå (i n� 2, ) â ñèñòåìå óðàâíåíèé (5)
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Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì
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Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíèå äâà âûðàæåíèÿ â (10), èìååì

� j ti Ti t j T j
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��
�� 1 1
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y aT
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0� , i n� 2, .

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðåäñòàâèì â âåêòîðíîì âèäå ñ ó÷åòîì

îáîçíà÷åíèé â çàäà÷å (4):

� � �T T nd A O~ � � � � . (11)

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (6). Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ìàòðèöû G (ñì. (7)), ïîëó÷àåì

� � �i i i iA b i m( ~ ) , , ,� � � �0 0 1 . (12)

Â ñâÿçè ñ òåì ÷òî óðàâíåíèÿ (5), (6) èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàêèì æå

ñâîéñòâîì îáëàäàþò è ïîëó÷åííûå èç íèõ óðàâíåíèÿ (11) è (12). Òîãäà ýòè óðàâíå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà çàäà÷è (4), êî-

òîðûì óäîâëåòâîðÿåò âåêòîð ~ ~� �� T . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäâåêòîð ~�T âåêòîðà îöåíêè

ïàðàìåòðà ðåãðåññèè �T — ðåøåíèå (4).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê èçâåñòíî [5, ñ. 24], ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì, ÷åì

ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) (åñëè îáå çàäà÷è áåç îãðàíè-

÷åíèé). Ñ îãðàíè÷åíèÿìè òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (4) òàêæå áóäåò âûøå, ÷åì

ó (3), òàê êàê îñíîâíîé èñòî÷íèê ïîãðåøíîñòè — îáðàùåíèå ìàòðèö, èìåþùèõñÿ

â ôóíêöèÿõ öåëè óêàçàííûõ çàäà÷.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 ìîæíî ñâåñòè îöåíèâàíèå ïàðàìåòðà ðåãðåññèè ê ðå-

øåíèþ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìàòðèöà ôóíêöèè öåëè êîòîðîé

èìååò ýëåìåíòû, íå ïðåâûøàþùèå ïî ìîäóëþ åäèíèöû. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

~ ~� �� BT , ãäå BT y x� �� �1 , � �x xi�diag( ) , i n�1, , �y t

t

T

T y y� ��

�
�1 2

1

( ) ,

� xi ti i

t

T

T x x� ��

�
�1 2

1

( ) , i n�1, . Îáîçíà÷èâ � � � � � �� �T x T x T y x Td d� �� � �1 1 1, ( ) ,

A A
T� � �B 1, ïîëó÷èì èç (4)

( / ) min1 2 � � � �� �� � � �T Td , A b� � 	 .
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Äîñòîèíñòâîì ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ (îáîçíà÷èì åãî � �� T ) ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî �T íå çàâèñèò îò ìàñøòàáà èçìåðåíèÿ ïåðåìåííûõ. Êîìïîíåíòû �T —

ñòàíäàðòèçèðîâàííûå îöåíêè ïîñëåäíèõ n �1 êîìïîíåíò âåêòîðà �0 . Íàçîâåì èõ
áåòà-êîýôôèöèåíòàìè àíàëîãè÷íî òåðìèíó, ïðèìåíÿåìîìó â àíàëèçå ðåãðåññèé áåç
îãðàíè÷åíèé. Òàêèå êîýôôèöèåíòû óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè è ñîïîñòàâëå-
íèÿ ñèëû âëèÿíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íà çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÖÅÍÊÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñîñòîÿòåëüíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 1–5, òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) �T

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé �0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (1) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåò âèä

( / ) min, ( ) ,1 2 0� � � �� � � � � 	 �PT T T iX Y g i I, (13)

ãäå îáîçíà÷åíèÿ â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè öåëè òàêèå æå, êàê â (3).

Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 2 ìàòðèöà PT ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåíà. Ïîýòîìó âñåãäà

íàéäåòñÿ òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà HT , ÷òî PT T TH H� � . Ïîëîæèì � �� HT .

Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (13)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

( / ) ( ) min1 2 1� � �� � � � � ��H X Y
T T T , h i Ii ( ) ,� 	 �0 , (14)

ãäå h g Hi i T
( ) ( )� �� �1 . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî hi ( )� — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîëîæèì � � � � �� 	 �{ }: ( ) ,hi
n0 R . Ìíîæåñòâî � � âûïóêëîå â ñèëó âûïóê-

ëîñòè ôóíêöèé h i Ii ( ),� � . Ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (14) ê âèäó

| | | | min,*� � � �� � �T
2 � , (15)

ãäå �T T T TH X Y* ( )� � ��1 — ðåøåíèå çàäà÷è (14) áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ � ��� .

Èç çàäà÷è (15) ñëåäóåò, ÷òî åå ðåøåíèå �T ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé �T
* íà � � . Ýòà

ïðîåêöèÿ åäèíñòâåííàÿ â ñèëó âûïóêëîñòè � � . Èçâåñòíî [6, ñ. 116], ÷òî ðàññòîÿíèå

îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A, íå ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîìó âûïóêëîìó ìíîæåñòâó,

äî ïðîåêöèè A íà ýòî ìíîæåñòâî íå ïðåâûøàåò ðàññòîÿíèå îò A äî ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé óêàçàííîìó ìíîæåñòâó. Ïîýòîìó èìååì

| | | | | | | |*� � � �
T T� 	 �0 2 0 2 , (16)

ãäå � � �
0 0� �HT � , òàê êàê ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2) ïîëó÷àåì

h h H g i Ii i T i( ) ( ) ( ) ,� � �0 0 0 0� � 	 � .

Èìååì èç (16) | | ( )| | | | ( )| |*H HT T T T� � � �� 	 �0 2 0 2 , îòêóäà ñëåäóåò

( ) ( ) ( ) ( )* *� � � � � � � �T T T T T T T T T TE R E E R E� � � 	 � � �0 0 0 0 . Òîãäà

� � � �min max
*( )| | ( )| | ( )| | | |R E R UT T T T T� 	0 2 2 , (17)

ãäå �max ( )RT è �min ( )RT — ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ RT , U ET T T
* *( )� �� �0 .

Îáîçíà÷èì e e
T

i n
Ti,min

,
min2

1

2�
�

, ãäå e
Ti ii

T2 � � . Òîãäà | | ( )| |ET T� �� �0 2

� �e
T T,min

| | | |2 0 2� � . Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà èìååì èç (17)

| | | |
( )

( )
| | |max

,min min

*� �
�

�
T

T

T T

T

R

e R
U� 	

�

�

�
�
�

 

!

"
"
"

0 2

2
|2 . (18)
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Ïðè ñîáëþäåíèè äîïóùåíèé 1, 2, 4 ñîãëàñíî [7, ñ. 35] ïðè T � � ðàñïðåäåëå-

íèå UT
* ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû U N O Rn

* ~ ( , )� 2 1� . Ïîýòîìó íà

îñíîâàíèè òåîðåìû XII [8, ñ.119] èìååì | | | | | | | |* *U UT

p
2 2# , ãäå ñèìâîë #

p
îçíà÷àåò

ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-

ðèöû RT ïðè T � � ñõîäÿòñÿ ê íå ðàâíûì íóëþ âåëè÷èíàì, è, êðîìå òîãî, â ñîîò-

âåòñòâèè ñ äîïóùåíèåì 4 ïðè T � � e
T ,min
2 � �. Ïîýòîìó ïåðâûé ñîìíîæèòåëü

â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (18) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ïî òåîðåìå X (à)

[8, ñ. 118] ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (18) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ. Îòñþäà

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 1–5, òî ðåøåíèå çàäà÷è (3) ñ ëè-

íåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè �T ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê �0 .

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 1–5, ïðè÷åì E TJT m� ,

E TJ
T n� , ðåøåíèå çàäà÷è (3) ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè �T ñõîäèòñÿ â ñðåä-

íåì êâàäðàòè÷åñêîì ê �0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2 �T
* ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì

êâàäðàòè÷åñêîì ê �0 [9, ñ. 43], � �max max( ) ( )R RT � , � �min min( ) ( )R RT � � 0

ïðè T � �. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå.
Îïðåäåëèì ïðåäåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ëèíåéíîé ðåã-

ðåññèè. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ïîäîáíà îïèñàííîé â ðàáîòå [1]. Îäíàêî îíî
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííîãî â ýòîé ñòàòüå, â ñâÿçè ñ íàëè÷è-
åì òðåíäà ðåãðåññîðîâ. Ïðèâåäåì òðè âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòà.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà 	 � 0
íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà � � 0 è T0 0� , ÷òî

P U T TT{ }| | | | ,� 
 �� 	 0 , U ET T T� �( ).� �0 (19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçîâàâ íåðàâåíñòâî (17), ïîëó÷èì

| | | | | | | |*U UT T T
2 2	 � , (20)

ãäå � � �T T TR R� max min( ) / ( ) . Ïðè T � � ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 2 � �T � $ 0,

à ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ïîêàçàíî, ÷òî | | | | | | | |* *U UT

p
2 2# . Òîãäà

� �T T

p
U U| | | | | | | |* *2 2# . Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (20) äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà

	 � 0 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà � � 0 è T0 0� , äëÿ êîòîðûõ áóäåò ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà

íåðàâåíñòâ 	 � � �� � � � �P U P U T TT T T{ } { }| | | | | | | | ,* 2 2
0 . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

( / ) min1 2 � � �� � � �R Q , G b� 	 (21)

èìååò ðåøåíèå �( , )G Q , íåïðåðûâíîå ïî G è Q. Çäåñü �, Q Rn�R , — ïîëîæèòåëü-

íî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, G — ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m n� , b m�R .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, â ñèëó ïîëîæè-
òåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû R ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå R H H� � , ãäå H —

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì � �� H , P H Q� ��( ) ,1 S GH� �1. Ñ ó÷åòîì ýòèõ

ïðåîáðàçîâàíèé çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (21) ïðåîáðàçóåòñÿ
ê âèäó

min ( / ) |{ }1 2 � � � �� � � 	P S b . (22)

Îáîçíà÷èì åå ðåøåíèå �( , )S P . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Q1 è Q Q Q G2 1 1� � % , è

G G G
2 1� � % èìååì P P P2 1� � % , S S S2 1� � % , ãäå P H Qi i� �1 , S H Gi i� �1 , i �1 2, .

Îòñþäà

% % % %Q H P G H S� �, . (23)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � �( , ) ( , ), ,G Q H S P ii i i i� ��1 1 2 , ïîëó÷èì

% %� �� �H 1 , (24)

ãäå % %� � � � � �� � � �( , ) ( , ), ( , ) ( , ).G Q G Q S P S P2 2 1 1 2 2 1 1

Ïóñòü %Q On� , %G Omn� , ÷òî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè H âëå÷åò èç (23)

%S Omn� , %P On� . Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå â [10] %� �On . Îòñþäà è èç (24) ñëå-

äóåò %� �On .

Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ ïîíàäîáèòñÿ ðàçëîæåíèå ëåâîé ÷àñòè

i-ãî îãðàíè÷åíèÿ g i ( )� â îêðåñòíîñòè � �� 0 â ðÿä Òåéëîðà:

g g g gi i i i( ) ( ) ( ) ( ) ( ).� � � � � � 
 �� �� � � � � �0 0 0
2

0
1

1

2
% (25)

Çäåñü 
1 0 1�[ , ] ; %� � �� � 0 ; g i2 ( )� — ìàòðèöà Ãåññå ïîðÿäêà n,

� � �2 g i j k( ) /� � � , j k, = 1, n, — åå ( , )j k -é ýëåìåíò.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 2–5. Òîãäà ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíè-

ìèçàöèè ïî X ET
n� � �( )� �0 R

�

� �

T T T

i Ti i T i

X X R X Q X

X e g E X l

( ) min,

( ) ( ( ) )

� � � � �

� � � ��

1

2
0 1 ( ) , ,

( ) ( ) ( ( ) )

X O i I

X e g e g E X l

m

i Ti i Ti i T

	 �

� � � � ��

1 1
0

0 0 1� � � i mX O i I( ) , ,	 �

&

'

(
((

)

(
(
(

2 2
0

(26)

ÿâëÿåòñÿ U ET T T� �( )� �0 . Â (26) Q E xT T t t

t

T

� �

�
�1

1

� ,

� �i Ti i T
X e g E X i I( ) ( ), ,� � ��1 0 (27)

l X X e E g E X E X i Ii Ti T i T T
( ) ( ( ) ) , ,� � � �� � �1

2

1
2

0
1

1 1� 
 (28)

ãäå ôóíêöèÿ g i2 è âåëè÷èíà 
1 îïðåäåëåíû â (25).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (26) èìååò ñòðîãî âûïóêëóþ ôóíêöèþ öåëè (ñîãëàñíî

äîïóùåíèþ 2) è âûïóêëóþ äîïóñòèìóþ îáëàñòü, òàê êàê åå îãðàíè÷åíèÿ — âûïóê-

ëûå ôóíêöèè. Ïîýòîìó ðåøåíèå (26), îáîçíà÷èì åãî UT
* , åäèíñòâåííîå. Îíî óäîâ-

ëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà

R U Q U O UT T T i

i

m

T Ti n Ti i T Ti
* * * * * *( ) , ( ) ,� � � � � �

�
� � � � � �

1

0 0, i I� , (29)

ãäå �Ti
* — ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé i-ìó îãðàíè÷åíèþ.

Çàäà÷à (1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íåîáõîäè-

ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò �T :

PT T T T T i

i

m

T Ti n Ti i T Ti
X Y g O g� � � � � � �� � � � � � � �

�
�

1

0 0( ) , ( ) , , i I� . (30)

Çäåñü �
Ti

i I, � , — ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (1).

Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (30) è óìíîæåíèÿ åãî ñëåâà íà

E
T
�1 ïîëó÷èì èç (30), ïîëîæèâ � �Ti Ti Tie i I� ��1 , ,

R U Q e E g O e gT T T Ti T i

i

m

T Ti n Ti Ti i T
� � � � ��

�
� 1

1

0( ) , ( ) ,� � � � �
Ti

i I� �0, . (31)
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Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (29) è (31) ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå (29) âûïîëíÿåòñÿ

ïðè U U i IT T Ti Ti
* *, ,� � � �� � 0 , òàê êàê ñîãëàñíî (27) � �i T Ti i TU e g( ) ( ),�

� � � ��� �i T Ti T i TU e E g i I( ) ( ),1 . Èç òîãî, ÷òî óñëîâèÿ (29) îïðåäåëÿþò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå (26), ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ UT .

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 1–5, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

U ET T T� �( )� �0 ïðè T � � ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíåU —

ðåøåíèþ çàäà÷è

�T mX X RX Q X G X O( ) ( / ) min,
~

� � � � � 	1 2 1 1
, (32)

ãäå ìàòðèöà
~
G1 ( )m n1 � ñîñòîèò èç ñòðîê ìàòðèöû

~
G, èíäåêñû êîòîðûõ i I�

1
0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

�
T T T mX X RX Q X G X O0

11 2
1

( ) ( / ) min,
~

� � � � � 	 . (33)

Îáîçíà÷èì åå ðåøåíèå U
T
0 . Ïî òåîðåìå 2.6.1 [7, c. 35] äëÿ âåêòîðà QT èìååì

Q Q N O R TT

p

n# � �~ ( , ),� 2 .
(34)

Ñîãëàñíî ëåììå 2 U
T
0 — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ QT è

~
GT1: U f Q G

T T T
0

1� ( ,
~

) .

Îòñþäà è èç (34), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 5 lim
~ ~

T
TG G

��
�1 1, èìååì

f Q G f Q GT T

p

( ,
~

) ( ,
~

)1 1# . Ñîãëàñíî (32) U f Q G� ( ,
~

)1 . Òàêèì îáðàçîì, ïðè T � �

U U
T

p
0 # .

(35)

Îáîçíà÷èì äîïóñòèìûå îáëàñòè: çàäà÷è (26) — O X X i IT i� 	 �{ }: ( ) ,� 0 , çà-

äà÷è (33) — O X e g E X i ITi i T
� � � 	 ��{ }: ( ( ) ) , .�0 1

1
00 Ôóíêöèè g i Ii ( ),� � , âûïóêëûå

(äîïóùåíèå 3). Òîãäà ñîãëàñíî (27) OT — âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Èç âûïóêëîñòè

îãðàíè÷åíèé òàêæå ñëåäóåò, ÷òî l X Xi
n( ) ,� �0 R . Ïîýòîìó, òàê êàê � i TU( ) ,	 0

i I�
1
0 , èç ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ â (26) ñëåäóåò ( ( ) ) ,e g E U i ITi i T T� � 	 ���0 1

1
00 . Îòñþ-

äà U OT � .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîïóùåíèåì 2 �
T

X0 ( ) — ñèëüíî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïî X .

Äëÿ íåå áóäåò ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî [11, c. 54]

| | | | [ ( ) ( )],U U U UT T T T T T
� 	 �0 2 0 0 02

�
� � � � 0 ,

(36)

ïîñêîëüêó U OT � , ò.å. UT óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (33) (äîïóñòèìàÿ

îáëàñòü ýòîé çàäà÷è âêëþ÷àåò â ñåáÿ äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è (26)). Ñîãëàñíî

(36) èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � 0

P U U P U UT T T T T T
{ }| | | | [ ( ) ( )]� 
 � � 


*
+
,

&
'
)

�0 2 2 0 0 0 22
�

�
� � �

� � 
 � � 
P U U P U U
T T T T T T T T

{ } {| ( ) ( )| ( / ) [ ( ) ( )] (� � � � � �0
1

0 02 1 2 1/ )}� , (37)

ãäå � � �1
2 2� / .

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâîé ÷àñòè (37) âûâåäåì íåêîòîðûå ñîîò-

íîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ôóíêöèè öåëè â (26) è (33). Èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

�2 0�
P X X P X R R X

T T T{| ( ) ( )| {| / ( ) | }� � � �0
2 21 2� 
 � � � 
} . (38)
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Ïîäñòàâèâ X UT� â (38), ïîëó÷èì

P U U P U a P R R a
T T T T T T{| ( ) ( ) | } {| | } {| | /� � � �0

2 21 2� 
 � � � � � � }, (39)

ãäå a — íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 2 òðåòüå ñëàãàå-

ìîå â ïðàâîé ÷àñòè (39) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T ðàâíî 0. Òîãäà, ïðèìåíèâ

ëåììó 1, ïîëó÷èì èç (39)

P U U T T
T T T T{ } , .| ( ) ( )|� � � 	0

2 11� 
 � � � (40)

Ïîëîæèì â (38) X U
T

� 0 . Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

U
T
0 èìååò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñîãëàñíî (35)), ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

÷èñåë �2 0� è 	 � 0

P U U D T T
T T T T T{ } ,| ( ) ( ) | .� � � 	0 0 0

2 2 21� 
 � � � � (41)

Îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè (37). Ïîñëå ðÿäà íåñëîæíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

P U U P U UT T T T T T T T
{ } { }[ ( ) ( )] ( / ) ( ) ( )� � � � �� 
 � � 	 �0 0

1
02 0

� � 
 � � � �P U U D DT T T T T T{ }| ( ) ( ) | ( / ) ,� � �0 0 0
1 1 22 1 1 (42)

ãäå DT 2 — âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ â (41).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè DT1 â (42) çàïèøåì îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (26) äëÿ

X U
T

� 0 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~
( ) ,

~
( ) ( )( )G U L U O G U E g L U OT T T m T T T T m1

0
1

0
2

0
2

2 0
2

0
1

� 	 � � 	�
2
. (43)

Çäåñü L Xk ( ) — âåêòîð ðàçìåðíîñòè mk , k �1 2, , i-é êîìïîíåíòîé êîòîðîãî ÿâëÿ-

åòñÿ ôóíêöèÿ l Xi ( ), i I
k

� 0 , çàäàâàåìàÿ âûðàæåíèåì (28);
~

,G E G E kTk Tk k T
� �1 =1,2 .

Ïðè ýòîì â ñèëó äîïóùåíèÿ 5
lim

~ ~

T
Tk kG G

��
� . (44)

Çäåñü E e i ITk Ti k
� �diag ( ), 0 .

Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (28), (35) è äîïóùåíèþ 5 èìååì p l U
T

i T
lim ( )
��

�0 1

2

0( )U
T

� �

� � � �� � �( ( ) ) , ,e E g E U E U i ITi T i T T T T
1

2
0

1
1 0 1 0 0� 
 îòêóäà ïîëó÷àåì p L U

T T
lim ( )
��

�0

�Om2
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (42) D P U OT T T1
0� �{ }. Ïîýòîìó èìååì öåïî÷êó

íåðàâåíñòâ

D P U UT T T T T1
0 0� � 	 �{ }� �( ) ( ) P G U L U OT T T m{

~
( ) ,1

0
1

0
1

� 	

~
( ) ( )

~
( )( )G U L U E g O P G U L UT T T T m T T T2

0
2

0
2

2 0
1

0
1

0
2

� � 	 � �� } { 	 �Om1
}

� � � 	 � � �P G U L U E g O P lT T T T m Ti i{ } {
~

( ) ( ) (( ) ( )
2

0
2

0
2

2 0 1
2

1�  U
T

i I

0 0

1
0

) 	 �
�
� }

� � � 	 � � � �
�
� P l U e g m m

i I
Ti i T Ti i

2
0

2 0 0
1 20 1 1{ } �( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �1

� � 	 � � �
� �
� �P l U P l U

Ti i T
i I i I

Ti i T
{ } { ( ) ( )( ) ( )1 0 2 00

1
0

2
0

e g m m
Ti i ( ) ,�0

1 20 1	 � � �}

ãäå 
Ti
k( ) — i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà

~
G UTk T

0 , k �1 2, .
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Ñîãëàñíî (32)
~
G U Om1 1

	 . Òîãäà èç âûðàæåíèé (35) è (44) ñëåäóåò, ÷òî

~ ~
G U G U OT T

p

m1
0

1 1
# 	 . Òàê êàê p l U i I

T
i T

lim ( ) ,
��

� �0 0 , íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî 	1 0� ñóùåñòâóåò òàêîå T3 0� , äëÿ êîòîðîãî

P l U i I T T
Ti i T

{ } 	( ) ( ) , ,1 0
1 1

0
30 1� 	 � � � � .

Â ñèëó ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè l U i Ii T
( ),0 � , ê íóëþ èç âûðàæåíèé (34),

(43) è äîïóùåíèÿ 5 èìååì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 	2 0�

P e l U g i I T T
Ti T i T i{ }� � 	 � � � � �1 2 0 0

2 2
0

41(| | ( )) ( ) , ,( ) � 	 .

Ïîäñòàâèâ ýòî è ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî â ïîëó÷åííóþ îöåíêó ñíèçó äëÿ âå-

ëè÷èíû D T1 , ïîëó÷èì

D m m T T TT1 1 1 2 2 3 41� � � �	 	 , max( , ) . (45)

Ïîëîæèì â (41) � �2 1 2� / . Òîãäà ñ ó÷åòîì (45) ïîëó÷èì èç (42)

P U U m m T T TT T T T
{ }>1[ ( ) ( )] , max( ,� �

�
	 	 	� 
 � � � �0 0 1

1 1 2 2 2 3
2

, ).T4
(46)

Ïîäñòàâèâ â (37) íåðàâåíñòâo (40) ïðè � �2 1 2� / è íåðàâåíñòâo (46), èìååì

P U U m m T TT T
i

i{ }>
1

| | | | , max .� 
 � � � �
	 	

0 2 2
1 1 2 2

4

1 2� 	 	 	 Òàêèì îáðàçîì,

p U U
T

T T
lim | | | |
��

� �0 2 0.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ è (35) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Â äàííîì ðàçäåëå îïðåäåëèì òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ äëÿ çàäà÷è (3). Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî øóì â ìîäåëè èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å. ïîä÷èíÿåòñÿ ñëå-

äóþùåìó äîïóùåíèþ — ÷àñòíîìó ñëó÷àþ äîïóùåíèÿ 1.

Äîïóùåíèå 6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � t â óðàâíåíèè ðåãðåññèè íåçàâèñèìû è

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé � 2 .

Ðàññìîòðèì òàêèå îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè ðåãðåññèè, êàê îöåíêè

äèñïåðñèè øóìà è ìàòðèöû ñðåäíèõ êâàäðàòîâ îøèáîê (ñ.ê.î.) îöåíîê ïàðàìåòðîâ.

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðèâå-

äåì ïîíÿòèÿ àêòèâíîãî è íåàêòèâíîãî îãðàíè÷åíèé ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî ïî-

ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà � òàêîãî, ÷òî � � �� �g i Ii ( ),0
2
0 [2]. Ïåðâûé âèä îãðàíè÷åíèÿ

(ïóñòü åãî íîìåð i) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � 	 	� �g i T( ) 0 . Ñîîòâåòñòâåííî i-å íå-

àêòèâíîå îãðàíè÷åíèå ñ òî÷íîñòüþ äî � óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó g i T( )� �
 � .

Â [2] ââåäåíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �Ti òàêàÿ, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé âûáîðêè ñ ÷èñëîì

íàáëþäåíèé T

�
�

Ti

i

i
�

1

0

, ,

,

åñëè å îãðàíè åíèå àêòèâíî ñ òî íîñòüþ äî

åñëè å îãðàíè åíèå íåàêòèâíî ñ òî íîñòüþ äî �.

*
+
(

,(

Î÷åâèäíî, âåëè÷èíû �Ti i I, � , ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè �T .

Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå.

Ëåììà 4 [2, òåîðåìà 3]. Ïóñòü �T — ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà. Òîãäà: åñëè i-å

îãðàíè÷åíèå àêòèâíî ïðè � �� 0 (i I�
1
0 ), òî p

T
Tilim

��
�� 1; åñëè i-å îãðàíè÷åíèå íå-

àêòèâíî ïðè � �� 0 (i I�
2
0 ), òî p

T
Tilim

��
�� 0 .
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Ëåììà 5 [12, ëåììà 2]. Ïóñòü S R B b N( , , , , )� — âåêòîð-ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ

� �� � �R R1 0, ; N n , ãäå R — ìàòðèöà n n� ; B — ìàòðèöà m n� ; b m�R , ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è � � �( , , ) ( / ) min, ,R Y Y RY N Y BY b� � � � � 	1 2 ãäå Y n�R ; ìàòðè-

öà B èìååò ïîëíûé ðàíã; N — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ íîðìàëüíî ñ êî-

âàðèàöèîííîé ìàòðèöåé R, M N On{ }� ; R — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Òîãäà äëÿ i j n, ,�1 ôóíêöèÿ

H R B b s R B b z s R B b z f z R dzij i j
n

( , , , ) ( , , , , ) ( , , , , ) ( , )� � �� �
R

íåïðåðûâíà ïî R, B, b. Çäåñü H R B bij ( , , , )� , i j n, ,�1 , — ýëåìåíò ìàòðèöû

H M S R B b N S R B b N� �{ }( , , , , ) ( , , , , )� � ; f z R( , ) — ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ N .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â [2] äëÿ ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííûõ ðåãðåññîðîâ ñ ïîñòî-

ÿííîé ñðåäíåé è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè âåëè÷èíàìè � t t, , ,�1 2 � , ïðåäëî-

æåíà ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà � 2 :

� � �
T Ti

i I

t t T

t

T

T n y x2 1 2

1

� � � � �
�

�

�
� �( ) ( ) . (47)

Ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè (47) äëÿ ñëó÷àÿ ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé øóìà

� t t, , ,�12 � , è ðåãðåññîðîâ, èìåþùèõ òðåíä, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 1–5, òî �
T
2 — ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà � 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçîâàâ âûðàæåíèå äëÿ �
T
2 , èìååì

�
�

�

T
T T T T T

Ti

i I

t t

t

T

U R U U Q

T n

y x

T

T

T

2

0 2

12
�

� � �

� �
�

� �

�
�

�

�

� ( )

n Ti

i I

�
�
� �

, (48)

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà QT îïðåäåëåíà â (26), U ET T T� �( )� �0 . Ìàòðèöà ET

îïðåäåëÿåòñÿ äîïóùåíèåì 2.

Ïðè âûïîëíåíèè äîïóùåíèé 1, 2 èìååò ìåñòî ïðåäåë (34). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3

â ñèëó äîïóùåíèé 1–5 UT èìååò ïðåäåë ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëè-

òåëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (48) èìååò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åãî çíàìåíàòåëü

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òàê êàê ñîãëàñíî ëåììå 4 ñóììà �
T i

i I�
� ñõîäèòñÿ ïî âå-

ðîÿòíîñòè ê êîíå÷íîìó ÷èñëó m1. Òîãäà íà îñíîâàíèè òåîðåìû X(a) [8, ñ. 118] ïåð-

âîå ñëàãàåìîå â (48) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ñèëó äî-

ïóùåíèÿ 1 è ëåììû 4 ñõîäèòñÿ ê � 2 ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ñ.ê.î. îöåíîê ïàðàìåòðîâ ðåãðåñ-

ñèè K
T
0 äëÿ êîíå÷íîãî T çàäà÷ó (3) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèøåì â âèäå

( / ) min,
~

( )1 2 0Y R Y Y Q G Y E b GT T T T� � � � 	 � � ,

ãäå X ET� �( )� �0 , b — âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî b i Ii , � .

Ïîëîæèâ x X� / �, çàïèøåì ïðèâåäåííóþ çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( / ) min,
~

,
~( ) ( )1 2 1

1
2

2x R x x q G x B G x BT T T T T T
� � � � 	 	 . (49)

Çäåñü q Q N O RT T n T� / ~ ( , )� (ñîãëàñíî âûðàæåíèþ Q E xT T t t

t

T

� �

�
�1

1

� è äîïóùå-

íèþ 6). Èç (34) ñëåäóåò

q Q q N O R TT

p

n# � � �/ ~ ( , ),� . (50)
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Ïðàâûå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé â (49) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

B E b G
T

i
Ti

i
i

( ) ( )( ) /� � � �0 , i �1 2, , (51)

ãäå b i mi( ) �R èìååò êîìïîíåíòû b j Ij i, � 0 (ñì. (3)), ïðè÷åì b G( )1
1

0� � . Òàêèì

îáðàçîì, B O
T m
( )1

1
� , à êîìïîíåíòû B

T
( )2 íåîòðèöàòåëüíû.

Ìàòðèöó ñ.ê.î. îöåíêè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè K
T
0 çàäàäèì âûðàæåíèåì

K M U U k k M u u
T T T T T T T
0 2 0 0� � � � �{ } { }� , , (52)

ãäå u U S R G G B B qT T T T T T T T� �/ ( ,
~

,
~

, , , )( ) ( )� 1 2
1 2 — ðåøåíèå çàäà÷è (49),

k M S R G
T T T
0

1� { ( ,
~

,
~

, , , ) ( ,
~

,
~

, , ,( ) ( ) ( ) ( )G b b q S R G G b b qT T T T T T T T T T2
1 2

1 2
1 2� )}.

Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî uT ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíå u s R b q� ( , , )( )1 — ðåøåíèþ çàäà÷è

( / ) min,
~ ( )1 2 1

1
1

x Rx q x G x b Om� � � � 	 � , (53)

ãäå q — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ â (50).

Èìååì U u� � , ãäå U — ðåøåíèå (32), U S R b q� ( , , )( )1 . Òîãäà

K M UU k k M uu� � � � �{ } { }� 2 , , (54)

ãäå k M s R b q s R b q� �{ }( , , ) ( , , )( ) ( )1 1 .

Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû K
T
0 ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè � 2 ñîãëàñíî (52) ñâîäèòñÿ

ê îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû k
T
0 , âû÷èñëèòü êîòîðóþ íåâîçìîæíî áåç çíàíèÿ âåëè÷èíû �0 .

Â êà÷åñòâå îöåíêè ìàòðèöû k
T
0 â (52) âîçüìåì ìàòðèöó kT , ( , )i j -é ýëåìåíò êîòîðîé

K R G G b b S R G Gij
T

T T T T T i T T T
n

( ,
~

,
~

, , ) ( ,
~

,
~

,( ) ( )
1 2

1 2
1 2� �

R

b b z
T T
( ) ( ), , )1 2 �

� S R G G b b z f z R dzj T T T T T T( ,
~

,
~

, , , ) ( , ) .( ) ( )
1 2

1 2 (55)

Çäåñü S R G G b b zi T T T T T
( ,

~
,

~
, , , )( ) ( )

1 2
1 2 — i-ÿ êîìïîíåíòà S R G G b b zT T T T T

( ,
~

,
~

, , , )( ) ( )
1 2

1 2 —

ðåøåíèÿ çàäà÷è

( / ) min,
~

,
~( ) ( )1 2 1

1
2

2x R x x q G x b G x bT T T T T T
� � � � 	 	 . (56)

Ôèãóðèðóþùèå â âûðàæåíèè (55) ìàòðèöû
~

, ,G kTk �1 2 , îïðåäåëåíû â íåðàâå-

íñòâå (43), âåêòîðû b
T

k mk( ) � R èìåþò êîìïîíåíòû bTi , ïðè÷åì b b
T

k
Ti

( ) [ ]� , i I
k

� 0 ,

k �1 2, ,

b
e b a

i ITi
Ti i i T

T
Ti�

� �
� �

( )
( ),

�

�
�1 ,

(57)

ãäå eTi — ýëåìåíò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû ET , îïðåäåëÿåìîé äîïóùåíè-

åì 5.

Â ñèëó ñîñòîÿòåëüíîñòè �T (òåîðåìà 2), �
T
2 (òåîðåìà 4) ñ ó÷åòîì ëåììû 4

èìååì

p b b O b
T T m T
lim ,( ) ( ) ( )

��
� � � �1 1 2

1
ïðè T � �. (58)

Çàäà÷à (56) îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è (49) ïðàâûìè ÷àñòÿìè îãðàíè÷åíèé. Èõ ìîäè-

ôèêàöèÿ ñîãëàñíî (57) íåîáõîäèìà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè ìàòðèöû
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ñ.ê.î. îöåíêè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè. Â êà÷åñòâå òàêîâîé ðàññìîòðèì ìàòðèöó

K kT T T� � 2 , (59)

ãäå âåëè÷èíà �
T
2 îïðåäåëåíà â (47), k K R G G b b i j nT ij

T
T T T T T

� �[ ( ,
~

,
~

, , )], , ,( ) ( )
1 2

1 2 1 ;

ïðè÷åì K R G G b bij
T

T T T T T
( ,

~
,

~
, , )( ) ( )

1 2
1 2 çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (55).

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà KT , çàäàííàÿ âûðàæåíèåì (59), ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé

îöåíêîé ìàòðèöû ñ.ê.î. îöåíêè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè.

Òåîðåìà 5. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 2–6, òî p K K
T

Tlim
��

� , ãäå ìàòðèöà

K îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (54), â êîòîðîì U — ðåøåíèå çàäà÷è (32).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî

p k k
T

Tlim
��

� , (60)

ãäå k K M UU� � �/ /� �2 2{ } .

Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

( / ) min1 2 x R x q xT T� � � � ,
~ ( )G x bT T1

1	 , (61)

ãäå
~
GT1 — ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà ðàçìåðíîñòè m n1 � (ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 3).

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (61) s R G b qT T T T( ,
~

, , )( )
1

1 . Ââåäåì ìàòðèöó âòîðûõ

ìîìåíòîâ ýòîãî ðåøåíèÿ ïîðÿäêà n, îïðåäåëèâ åå ( , )i j -é ýëåìåíò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

k R G b s R G b z s R Gij
T

T T T i T T T j T T( ,
~

, ) ( ,
~

, , ) ( ,
~

,( ) ( )
1

1
1

1
1� b z f z R dz

T T
n

( ), ) ( , )1

R

� . (62)

Çäåñü s R G b zi T T T
( ,

~
, , )( )

1
1 — i-ÿ êîìïîíåíòà s R G b qT T T T( ,

~
, , )( )

1
1 ïðè q zT � ,

f z RT( , ) — ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ qT ,

f z R R z R zT
n

T T
( , ) ( ) ( ) exp ( ( / ) )/ /� � �� � �2 1 22 1 2 1� det . (63)

Òàê êàê k M s R G b q s R G b q� �{ }( ,
~

, , ) ( ,
~

, , )( ) ( )
1

1
1

1 è ñîãëàñíî (50) q N O Rn~ ( , ) ,

ýëåìåíò ( , )i j ìàòðèöû k áóäåò èìåòü âèä

k R G b s R G b z s R G b z fij i j( ,
~

, ) ( ,
~

, , ) ( ,
~

, , ) (( ) ( ) ( )
1

1
1

1
1

1� z R dz
n

, )

R

� , i j n, ,�1 , (64)

ãäå s R G b zi ( ,
~

, , )( )
1

1 — i-ÿ êîìïîíåíòà u ïðè q z� , f z R( , ) — ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-

ëåíèÿ q,

f z R R z R zn( , ) ( ) ( ) exp ( ( / ) )./ /� � �� � �2 1 22 1 2 1� det (65)

Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 2, ôîðìóëàì (44), (58) èìååì lim
T

TR R
��

� , lim
~ ~

T
TG G

��
�1 1,

p b b O
T T mlim ( ) ( )

��
� �1 1

1
. Òîãäà, ïðèìåíèâ ê âûðàæåíèþ (62) ëåììó 5, ïîëó÷èì èç

(62) è (64)

p k R G b k R G b
T

ij
T

T T T ijlim ( ,
~

, ) ( ,
~

, )( ) ( )

��
�1

1
1

1 , i j n, ,�1 . (66)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî k R G bij
T

T T T
( ,

~
, )( )

1
1 è K R G G b bij

T
T T T T T

( ,
~

,
~

, , )( ) ( )
1 2

1 2 (ñì. (55))

èìåþò îáùèé ïðåäåë ïðè T � �. Ââåäåì ìíîæåñòâî

�(
~

, , ) : ( ,
~

, , ) ,( ) ( ) ( ) ( )G b b z s R G b z b zT T T T T T T1
1 2

1
1 2� 	 �{ R n }.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî � �(
~

, , ) (
~

, , )( ) ( ) ( ) ( )G b b G b bT T T T T T1
1

1
2

1
1

2
2- , åñëè

b b
T T1

2
2
2( ) ( )	 .

Ñîãëàñíî (58) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë � � 0, 	 � 0 , M � 0 è � � 0 íàéäåòñÿ òàêîå

T0 0� , ÷òî

P b
T

{ }| | | |( )1 1	 � �� 	, P b M
T

{ }| | | |( )2 1� � ��, T T� 0 . (67)

Ïîëîæèâ

�ij T T T i T T T j T TR G b z s R G b z s R G( ,
~

, , ) ( ,
~

, , ) ( ,
~( ) ( )

1
1

1
1

1� , , )( )b z
T
1 ,

ij T T T T i T T T T
R G b b z S R G b b z( ,

~
, , , ) ( ,

~
, , , )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2� S R G b b zj T T T T

( ,
~

, , , )( ) ( )1 2 ,

ãäå S R G b b z S R G G b bk T T T T k T T T T T
( ,

~
, , , ) ( ,

~
,

~
, ,( ) ( ) ( ) (1 2

1 2
1� 2), ), ,z k i j� , èìååì èç (55)

è (62), îáîçíà÷èâ K R G b b K R G G b bij
T

T T T T ij
T

T T T T
( ,

~
, , ) ( ,

~
,

~
, ,( ) ( ) ( )1 2

1 2
1�

T
( ) )2 ,

| ( ,
~

, , ) ( ,
~

, )|( ) ( ) ( )K R G b b k R G bij
T

T T T T ij
T

T T T
1 2

1
1� �

� �� �

�

ij

b b

T T T T

T T

R G b z f z R dz

( , )

( )

( ) ( )

( , , , ) ( , )
1 2

1
1

� ��
R n

T Tb b

ij T T T TR G b z f z R dz

\ ( , )

( )

( ) ( )

( , , , ) ( , )

�

�
1 2

1
1

� � ij

b b

T T T T T

T T

R G b b z f z R dz

�( , )

( ) ( )

( ) ( )

( ,
~

, , , ) ( , )
1 2

1 2 �

� �
R n

T Tb b

ij T T T T TR G b b z f z R

\ ( , )

( ) ( )

( ) ( )

( ,
~

, , , ) ( ,

� 1 2

1 2 )dz �

� ��
R n

T Tb b

ij T T T ij TR G b x R G

\ ( , )

( )

( ) ( )

| ( ,
~

, , ) ( ,
~

�

�
1 2

1
1  T T T Tb b z f z R dz, , , ) ( , )( ) ( ) |1 2 �

� L R G b bT T T T T
( ,

~
, , ),( ) ( )1 2 (68)

ïîñêîëüêó s R G b z S R G b b zi T T T i T T T T
( ,

~
, , ) ( ,

~
, , , )( ) ( ) ( )

1
1 1 2� , i n�1, , äëÿ

z G b bT T T
��(

~
, , )( ) ( )

1
1 2 .

Ïðè ôèêñèðîâàííîì z èìååì S R G b b z s R G b zi T T T T i T T T
( ,

~
, , , ) ( ,

~
, , )( ) ( ) ( )1 2

1
1� äëÿ

T � �, òàê êàê b
T
( )2 � �. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � 0 íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà

M � 0 è N � 0 , ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max
|| || ,

|| ||

||
~ ~

||

( )

( )

b

b M

G G N

T

T

T

1

2

	

�

� 	

�
R n

T Tb b

ij T T T
R G b z

\ ( , )

( )

( ) ( )

| ( ,
~

, , )

�

�
1 2

1
1

� �

� 	ij T T T T TR G b b z f z R dz( ,
~

, , , ) ( , )( ) ( ) |1 2 �,

ãäå � � 0 çàäàíî. Òîãäà ñ ó÷åòîì (67) ïîëó÷èì

P L R G b b P b bT T T T T T T
{ } {( ,

~
, , ) | | | | , | | |( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2	 � 	� � | , | |

~ ~
| |� � 	 �M G G NT }

� 	 � 	 � 	 �P b G G N P b G
T T T T{ } {| | | | , | |

~ ~
| | | | | | , | |

~ ~( ) ( )1 1� � G N b M
T

| | , | | | |( )	 
 �2 }
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� 	 � 	 � 
 �P b G G N P b M P b
T T T T

{ } { } {| | | | , | |
~ ~

| | | | | | | |( ) ( )1 2� ( ) | |1 	 ��}

� 
 � � � �P b M T T
T

{ }| | | | , .( )2
01 	 �

Èìååì èç (68) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà

P K R G b b k R G bij
T

T T T T ij
T

T T T
{| ( ,

~
, , ) ( ,

~
, )|( ) ( ) ( )1 2

1
1� 	 �}� � � �1 0	 �, T T .

Òàêèì îáðàçîì,

p K R G b b k R G b
T

ij
T

T T T T ij
T

T T T
lim | ( ,

~
, , ) ( ,

~
,( ) ( ) (

��
�1 2

1
1) )|� 0 . (69)

Èç (69) è (66) ñëåäóåò, ÷òî K R G b bij
T

T T T T
( ,

~
, , )( ) ( )1 2 ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè

ê k R G bij ( ,
~

, )( )
1

1 , ÷òî äîêàçûâàåò cïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (60). Òîãäà ñ ó÷åòîì

òåîðåìû 4 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû.
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