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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòü, öåëî÷èñëåííîå êâàäðàòè÷íîå ïðî-

ãðàììèðîâàíèå, ìíîæåñòâî Ïàðåòî, óñòîé÷èâîñòü, ñòàáèëèçàöèÿ, ðåãóëÿðèçà-

öèÿ, �-ñòàáèëèçàöèÿ, �-ðåãóëÿðèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èçâåñòíî [1–3], ÷òî ñêàëÿðíûå (îäíîêðèòåðèàëüíûå) ëèíåéíûå çàäà÷è äèñêðåò-

íîé îïòèìèçàöèè âñåãäà óñòîé÷èâû. Ñóùåñòâîâàíèå íåóñòîé÷èâûõ (íåêîððåêòíî

ïîñòàâëåííûõ ïî Àäàìàðó) âåêòîðíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè [1, 2, 4–6]

åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî îïåðàòîðà,

ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé êîíêðåòíûé âèä âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ äèñêðåò-

íîé çàäà÷è, ÷òîáû, êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [7, 8],

çàìåíèòü, âîçìîæíî, íåóñòîé÷èâóþ çàäà÷ó ñåðèåé âîçìóùåííûõ óñòîé÷èâûõ.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí â ðàáîòå [9], ãäå íà îñíîâå òåî-

ðèè êîíóñîâ ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé [1] ïðåäëîæåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ è ïî

âåêòîðíîìó êðèòåðèþ è ïî îãðàíè÷åíèÿì âåêòîðíîé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ) ïîèñêà ìíîæåñòâà Ïàðåòî íà îãðàíè÷åííîì

ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ. Ïðè ýòîì ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî âåêòîðíîìó

êðèòåðèþ, îñóùåñòâëÿåìàÿ ïóòåì ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ, ïðåäïîëà-

ãàåò çàìåíó âåêòîðíîé çàäà÷è ÖËÏ âîçìóùåííîé çàäà÷åé ñ ìíîæåñòâîì Ñëåéòå-

ðà, ñîäåðæàùèìñÿ â ìíîæåñòâå Ïàðåòî èñõîäíîé çàäà÷è. Â äàëüíåéøåì ýòîò ðå-

çóëüòàò îáîáùåí â [10, 11], ãäå óêàçàí íå ñêàëÿðíûé, à âåêòîðíûé ïàðàìåòð âîç-

ìóùåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèé ñîçäàòü ðåãóëÿðèçèðóþùèé

îïåðàòîð, êîòîðûé ïåðåâîäèò, âîçìîæíî, íåóñòîé÷èâóþ âåêòîðíóþ çàäà÷ó ÖËÏ

â ñåðèþ íå òîëüêî óñòîé÷èâûõ, íî îäíîâðåìåííî è ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷, ò.å. çà-

äà÷ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì ìíîæåñòâîì Ïàðåòî. Îáñóæäåíèå è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ

ðàáîò [9, 10] ïðèâåäåíî â [2, ñ. 155–163].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìåòîäèêà, ðàçðàáîòàííàÿ â [10], ïðèìåíåíà ê âåêòîðíîé

çàäà÷å öåëî÷èñëåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖÊÏ), ñîñòîÿùåé â ïî-

èñêå ìíîæåñòâà Ïàðåòî. Ïðåäëîæåí ïðèåì ðåãóëÿðèçàöèè è �-ðåãóëÿðèçàöèè òàêèõ

çàäà÷.

Îòìåòèì, ÷òî â [12, 13] îïèñàí ïðèåì ðåãóëÿðèçàöèè è �-ðåãóëÿðèçàöèè âåê-

òîðíûõ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëåê-

ñèêîãðàôè÷åñêèì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß È ËÅÌÌÛ

Ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ (m-êðèòåðèàëüíóþ) çàäà÷ó ÖÊÏ âèäà

Z A b f x A b x X mm ( , ) : min ( , , ) : ,{ }� �1,

ãäå f x A b f x A b f x A b f x A bm m m( , , ) ( ( , , ) , ( , , ) , , ( , , ))� 1 1 1 2 2 2 � , fi
n n n: R R� � �

� R, — êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè (÷àñòíûå êðèòåðèè), ò.å.

f x A b A x x b x i N mi i i i i m( , , ) , , , { , , , }� � � 	 � � � �T 1 2 � .
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Çäåñü X n
 Z — çàäàííîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê (âåêòîð-

ñòîëáöîâ) â Rn , n �1; A aijk
m n n� � � �( ) R — òðåõèíäåêñíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñ-

òè m n n� � , Ai
n n� �R , i N m� , — åå äâóõìåðíûå ñå÷åíèÿ; b m n� �R — ìàòðèöà

ñî ñòðîêàìè bi
n�R , i N m� , | |X �1.

Çàäà÷ó Z A bm ( , ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ïîèñêà ìíîæåcòâà Ïàðåòî

(ìíîæåñòâà ýôôåêòèâíûõ òî÷åê) P A bm ( , ), êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

P A b x X x A bm ( , ) : ( , , )� � ��{ }� ,
ãäå

�( , , ) : ( , , , ) & ( , , , )x A b x X q x x A b q x x A b� 
� 
 � 
 �{ }0 0 ,

q x x A b q x x A b q x x A b q xm( , , , ) ( ( , , , ), ( , , , ), , ( ,
 � 
 
1 1 1 2 2 2 � x A bm m
, , )),

q x x A b f x A b f x A b i Ni i i i i i i i i m( , , , ) ( , , ) ( , , ) ,
 � � 
 � ,

0 R� �( , , , ) .0 0 0�

m

Î÷åâèäíî, ÷òî P A b1 ( , ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñêàëÿð-

íîé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è, êîòîðàÿ èìååò øèðîêóþ îáëàñòü ïðèëîæåíèé. Ñðåäè òà-

êèõ çàäà÷ — êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèè, ìíîãèå èçâåñòíûå îïòèìèçàöèîí-

íûå çàäà÷è íà ãðàôàõ, èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýëåêòðîííîé

àïïàðàòóðû: ðàçìåùåíèÿ, ðàçáèåíèÿ, êîìïîíîâêè, óïàêîâêè è äð. [14].

Äëÿ ëþáîé ïàðû ( , )A b m n n m n� �� � �R R ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

P A b A bm m( , ) ( , )� Sl . (1)

Çäåñü Slm A b( , ) — ìíîæåñòâî Ñëåéòåðà (ìíîæåñòâî ñëàáî ýôôåêòèâíûõ òî÷åê)

Sl { }m A b x X x A b( , ) : ( , , )� � ��� ,
ãäå

�( , , ) : ( ( , , , ) )x A b x X i N q x x A bn i i i� 
� � � 
 �{ }0 .

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå P A b X P A bm m( , ) \ ( , )� .

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèé âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Åñëè äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x P A bm� ( , ) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

� �( , , ) ( , , )x A b x C d� , òî Slm mC d P A b( , ) ( , )� .

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k â ïðîñòðàíñòâå Rk çàäàäèì íîðìû l� è l1,

îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì

|| || max | | : , || || | |
*

y y i N y yi k

i

k

i� � �
�
�{ }

1

.

Ïîä íîðìîé ìàòðèöû áóäåì ïîíèìàòü íîðìó âåêòîðà, ñîñòàâëåííîãî èç åå

êîìïîíåíò.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ i N m� è x x X, 
� ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

q x x A b A b x xi i i( , , , ) (|| || || || ) || ||
*


 � 	 � 
 2.

Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü î÷åâèäíûìè íåðàâåíñòâàìè

� � � � � � � ��B x Bx x B xn n nR R ( | , | || || || || )
*
2 ,

� � � � � � � �c x c x c xn nR R ( | , | || || || || )
*

,

� � � 
� � 
 � � 
x x x x x xn nZ Z ( || || || || )* *
2 ,
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ëåãêî âûâîäèì

q x x A b q x x A b A x x x xi i i i i i i( , , , ) | ( , , , ) | | ( ), |
 � 
 � � � 
 � 
� 	 | , |� � 
� �b x xi

� � � 
 	 � � 
 � 	|| || || || || || || || (|| || || || ) |
* *A x x b x x A bi i
2 | ||

*
x x� 
 2 .

Çàäà÷ó Z A bm ( , ) íàçîâåì óñòîé÷èâîé (â òåðìèíîëîãèè [2, 4–6] T3 -óñòîé÷èâîé

ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � � 0, ÷òî

� 
 
 � 	 
 	 
 �( , ) ( ) ( ( , ) ( , ))A b P A A b b P A bm m� � , (2)

ãäå ìíîæåñòâî âîçìóùàþùèõ ïàð �( )� çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

�( ) {( , ) : max{|| || , || ||} }� �� 
 
 � � 
 
 �� � �A b A bm n n m nR R .

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à Z A bm ( , ) óñòîé÷èâà, åñëè P A bm ( , ) ��. Â äàëüíåéøåì

ýòîò ñëó÷àé èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ, à çàäà÷ó, äëÿ êîòîðîé P A bm ( , ) ��, íà-

çîâåì íåòðèâèàëüíîé.

ßñíî, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà m �1, ìíîæåñòâî Ïàðåòî ñîâïàäàåò ñ ìíî-

æåñòâîì Ñëåéòåðà è ïîòîìó ñîãëàñíî [5] ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à ÖÊÏ óñòîé÷èâà. Â ñâÿçè

ñ ýòèì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëî ÷àñòíûõ êðèòåðèåâ m � 2.

Äàëåå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò [5].

Ëåììà 3. Cóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � � 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû ( , ) ( )A b
 
 �� � âû-

ïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

Sl Slm mA A b b A b( , ) ( , )	 
 	 
 � .

Èíûìè ñëîâàìè, ëåììà 3 óòâåðæäàåò, ÷òî âåêòîðíàÿ çàäà÷à ÖÊÏ íàõîæäåíèÿ

ìíîæåñòâà Ñëåéòåðà âñåãäà óñòîé÷èâà.

Ïóñòü ( , ) .C d m n n m n� �� � �R R Îòîáðàæåíèå �: R R Rm n n m n m n n� � � � �� � �

� �Rm n , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

� � � � 	 	� � �( , ) ( ( , ) ( , ))A b A b A C b dm n n m nR R � ,

íàçîâåì ( , )C d -îïåðàòîðîì. Òåì ñàìûì ( , )C d -îïåðàòîð âñÿêóþ çàäà÷ó Z A bm ( , )

ïåðåâîäèò â çàäà÷ó Z A C b dm ( , )	 	 .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ( , )C d -îïåðàòîð ñòàáèëèçèðóåò çàäà÷ó Z A bm ( , ), åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � � 0, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

� 
 
 � 	 	 
 	 	 
 �( , ) ( ) ( ( , ) ( , ))A b P A C A b d b P A bm m� � . (3)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå R R� � � �{ }u u: 0 .

Äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà � � � �� � �( , , , )1 2 � m
mR è ëþáîãî ÷èñëà � � 0 ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå òðåõèíäåêñíóþ ìàòðèöó C A m n n( , , )� � � � �R ñ îäèíàêîâûìè ñå-

÷åíèÿìè

C A i Ni k

k

m

k m� �
�
�� �

1

, ,

è ìàòðèöó d b m n( , , )� � � �R ñ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè

d b i Ni k

k

m

k m� �
�
�� �

1

, .
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Òîãäà î÷åâèäíû ðàâåíñòâà

q x x C d q x x A b i Ni i i k

k

m

k k k m( , , , ) ( , , , ),
 � 
 �
�
�� �

1

. (4)

Ýòè ðàâåíñòâà âëåêóò çà ñîáîé äâà ýêâèâàëåíòíûõ î÷åâèäíûõ óòâåðæäåíèÿ, êî-

òîðûå ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 4. Ïóñòü x x X, 
� , � � �Rm , � � 0. Åñëè q x x A b( , , , )
 � 0 , òî

q x x A C A b d b( , , ( , , ), ( , , ))
 	 	 �� � � � 0. Åñëè q x x A C A b d b( , , ( , , ), ( , , ))
 	 	 �� � � � 0,

òî q x x A b( , , , )
 � 0.

Ïóñòü A C m n n, � � �R , à b d m n, � �R . Çàäà÷è Z A bm ( , ) è Z C dm ( , ) íàçîâåì ýêâè-

âàëåíòíûìè, åñëè P A b P C dm m( , ) ( , )� . Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì Z A bm ( , ) ~

~ ( , )Z C dm . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ( , )C d -îïåðàòîð ðåãóëÿðèçèðóåò çàäà÷ó Z A bm ( , ),

åñëè Z A b Z A C b dm m( , ) ~ ( , )	 	 è çàäà÷à Z A C b dm ( , )	 	 óñòîé÷èâà. ßñíî, ÷òî

( , )C d -îïåðàòîð ðåãóëÿðèçèðóåò çàäà÷ó Z A bm ( , ), åñëè îí ñòàáèëèçèðóåò åå è

Z A b Z A C b dm m( , ) ~ ( , )	 	 .

2. ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß È ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß

Ââåäåííûå â ðàçä. 1 ìàòðèöû C A( , , )� � è d b( , , )� � ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü äàëåå

( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð.

Òåîðåìà 1. ( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð ñòàáèëèçèðóåò âåêòîðíóþ íåòðè-

âèàëüíóþ çàäà÷ó ÖÊÏ Z A bm ( , ), m � 2, ïðè ëþáûõ � � �Rm è � � 0, ïðè÷åì

Slm mA C A b d b P A b( ( , , ), ( , , )) ( , )	 	 �� � � � . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ íåòðèâèàëüíîñòü çàäà÷è Z A bm ( , ), çàêëþ÷àåì,

÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð x P A bm� ( , ). Òîãäà �( , , )x A b �� è äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ

x x A b
��( , , ), èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷àåì

q x x A C b d q x x A b q x x C di i i i i i i i i i i( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
 	 	 � 
 	 
 �

� 
 � 
 � �
�
�q x x C d q x x A b i Ni i i k

k

m

k k k m( , , , ) ( , , , ) ,� �
1

0 .

Ïîýòîìó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà � � � � �( , ( , , ), ( , , ))x A C A b d b	 	 èìååì

x x A C A b d b
� 	 	� � � � �( , ( , , ), ( , , )) . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

� � � 	 	x P A b x A b x A C A b d bm ( , ) ( ( , , ) ( , ( , , ), ( , , ))� � � � � � .

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 1 âûâîäèì (5).

Äàëåå ñîãëàñíî ëåììå 3 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � � 0, ÷òî

� 
 
 � 	 	 
 	 	 
 �( , ) ( ) ( ( ( , , ) , ( , , ) )A b A C A A b d b bm� � � � � �Sl

� 	 	Slm A C A b d b( ( , , ), ( , , )))� � � � .

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (1) è (5), çàêëþ÷àåì, ÷òî

� � � 
 
 � 	 	 
 	 	 
 �� � � � � �0 ( , ) ( ) ( ( ( , , ) , ( , , ) )A b P A C A A b d b bm� P A bm ( , )),

ò.å. ( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð ñòàáèëèçèðóåò çàäà÷ó Z A bm ( , ).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

�min min ( , , , ) : , ,� 
 � 
� �{ }q x x A b x x X i Ni i i m0 ,

�max *
max || || : ,� � 
 
�{ }x x x x X2 ,

�
�

�
	

�

�
min

max|| || (|| || || || )m A b
.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à Z A bm ( , ) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, òî || || || ||A b	 � 0 è

�min � 0.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà � � �Rm è âñÿêîãî ÷èñëà �, óäîâëåòâîðÿþùåãî

íåðàâåíñòâàì

0 � �� �, (6)

( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð ðåãóëÿðèçèðóåò âåêòîðíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó

ÖÊÏ Z A bm ( , ), m � 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð ñòàáèëè-

çèðóåò çàäà÷ó Z A bm ( , ). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

Z A C A b d b Z A bm m( ( , , ), ( , , )) ~ ( , )	 	� � � � . (7)

Èç (1) è (5) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

P A C A b d b P A bm m( ( , , ), ( , , )) ( , )	 	 �� � � � . (8)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîòèâîïîëîæíîãî âêëþ÷åíèÿ ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x P A b P A C A b d bm m� 	 	( , ) \ ( ( , , ), ( , , ))� � � � .

Òîãäà ìíîæåñòâî � � � � �( , ( , , ), ( , , ))x A C A b d b	 	 íåïóñòî. Åñëè x
 — îäèí èç ýëå-

ìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, òî q x x A C A b d b( , , ( , , ), ( , , ))
 	 	 �� � � � 0 . Ïîýòîìó ñî-

ãëàñíî ëåììå 4 q x x A b( , , , )
 � 0, ò.å. ââèäó x P A bm� ( , ) íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ

s N m� , ÷òî q x x A bs s s( , , , )
 � 0. Îòñþäà, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4),

ëåììó 2 è íåðàâåíñòâà (6), âûâîäèì

q x x A C b d q x x A b q x x C ds s s s s s s s s s s( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
 	 	 � 
 	 
 �

� 
 	 
 �
�
�q x x A b q x x A bs s s k

k

m

k k k( , , , ) ( , , , )� �
1

� 
 	 
 �
�
�q x x A b q x x A bs s s

k

m

k k k k( , , , ) | ( , , , ) |� �
1

� 
 	 	 � 
 �q x x A b m A b x xs s s( , , , ) || || (|| || || || ) || ||
*

� � 2

� 
 	 	 �q x x A b m A bs s s( , , , ) || || (|| || || || ) max� � �

� 
 	 � 
 	 
q x x A b q x x A b q x x A bs s s s s s s s s( , , , ) ( , , , ) | ( , , ,min� ) |� 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x x A C A b d b
� 	 	� � � � �( , ( , , ), ( , , )). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

âìåñòå ñ (8) äîêàçûâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü (7).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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3. �-ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈß È �-ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß

Ïóñòü � � 0, A C m n n, ,� � �R b, d m n� �R . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ( , )C d -îïåðàòîð

�-ñòàáèëèçèðóåò çàäà÷ó Z A bm ( , ), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà (3).

Êðîìå ââåäåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé �min , �max è � èñïîëüçóåì òàêæå

	 �min min ( , , , ) : ,� 
 � 
�
�
�
�

�
�
 �

�
k

m

k k k kq x x A b x x X

1

0 .

Òàê êàê çàäà÷à Z A bm ( , ) ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, òî 	min � 0

ïðè � � �Rm .

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáûõ � � 0, � � �Rm , à òàêæå

�
�

	
�

�max

min

(9)

( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð �-ñòàáèëèçèðóåò âåêòîðíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó

ÖÊÏ Z A bm ( , ), m � 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó (4), (9) è ëåììû 2 äëÿ ëþáûõ ( , ) ( )A b
 
 �� � ,

x P A bm� ( , ) è x x A b
��( , , ) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

q x x A C A b d bi i i i i i i( , , , )
 	 	 
 	 	 
 �

� 
 	 
 	 
 
 
 �q x x A b q x x C d q x x A bi i i i i i i i i( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

� 
 	 
 
 
 �q x x C d q x x A bi i i i i i( , , , ) ( , , , )

� 
 	 
 
 
 �
�
�� �
k

m

k k k k i i iq x x A b q x x A b

1

( , , , ) ( , , , )

� � 
 	 
 � 
 � � � ��	 �	 �min * min max(|| || || || ) || || ,A b x x i N2 0� m .

Ïîýòîìó � 
 
 � 	 	 
 	 	 
 �( , ) ( ) ( ( ( , , ) , ( , , ) ) (A b A C A A b d b b Pm m� � � � � �Sl A b, )).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ âêëþ÷åíèåì (1).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Çàäà÷ó Z A bm ( , ) íàçîâåì �-óñòîé÷èâîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà (2).

Ïóñòü � � 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ( , )C d -îïåðàòîð �-ðåãóëÿðèçèðóåò çàäà÷ó

Z A bm ( , ), åñëè Z A b Z A C b dm m( , ) ~ ( , )	 	 è çàäà÷à Z A C b dm ( , )	 	 �-óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 4. Äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà � � �Rm è ëþáûõ ÷èñåë � è �, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ íåðàâåíñòâàì

0 � ��
�	min

max�
, (10)

�

	
� �

�max

min

� � , (11)

( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð �-ðåãóëÿðèçèðóåò âåêòîðíóþ íåòðèâèàëüíóþ çàäà-

÷ó ÖÊÏ Z A bm ( , ), m � 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì ñîãëàñîâàííîñòü óñëîâèé (10) è (11)

â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà �, çàäàâàåìîãî íåðàâåíñòâàìè (10), ñóùåñòâóåò

÷èñëî �, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (11).

Òàê êàê ëþáîå ÷èñëî �, çàäàííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâàìè (11), óäîâëåò-

âîðÿåò è íåðàâåíñòâó (9), ñîãëàñíî òåîðåìå 3 äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà �, çàäàííîãî óñëî-
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âèÿìè (10) ( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïåðàòîð �-ñòàáèëèçèðóåò çàäà÷ó Z A bm ( , ) ïðè �

èç óñëîâèé (11). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

� 
 
 � 	 	 
 	 	 
 �( , ) ( ) ( ( ( , , ) , ( , , ) ) (A b P A C A A b d b b P Am m� � � � � � , )).b (12)

Ïîñêîëüêó èç (11) òàêæå ñëåäóþò íåðàâåíñòâà (6), òî c ó÷åòîì òåîðåìû 2 ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî P A b P A C A b d bm m( , ) ( ( , , ), ( , , ))� 	 	� � � � .

Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò è ôîðìóëó (12), çàêëþ÷àåì, ÷òî ( ( , , ), ( , , ))C A d b� � � � -îïå-

ðàòîð �-ðåãóëÿðèçèðóåò âåêòîðíóþ çàäà÷ó ÖÊÏ Z A bm ( , ).

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ââèäó óïðàâëÿåìîñòè âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà � , ó÷àñòâóþùåãî â îï-

ðåäåëåíèè ÷èñëà � , �-ðåãóëÿðèçàöèÿ âåêòîðíîé çàäà÷è ÖÊÏ Z A bm ( , ) ìîæåò áûòü

ïðîâåäåíà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà � � 0. Î÷åâèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà � âåäåò ê âîçðàñ-

òàíèþ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Z A C A b d bm ( ( , , ), ( , , ))	 	� � � � (îïðåäåëåíèå

ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ñì. â [1, 2, 11, 13]).
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