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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, òàêèå êàê ïëàíèðîâàíèå ðàáîòû ïðåäïðè-

ÿòèÿ, ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ, óïðàâëåíèå, ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå, îïèñûâàþòñÿ

ìîäåëÿìè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Èç çàäà÷ äèñêðåòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âûäå-

ëÿþòñÿ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðàçíîîáðàç-

íûõ îòðàñëÿõ äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà [1–6].

Çàäà÷è íà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ èíòåðåñíû òåì, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðûé êîìáèíàòîðíûé ìíîãîãðàííèê, ñâîéñòâà êîòî-

ðîãî èçó÷åíû è èññëåäîâàíû. Çíàíèå ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîãî-

ãðàííèêà äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ è ñîâåðøåíñòâîâà-

íèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäû ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ðàçâèâàþòñÿ

î÷åíü èíòåíñèâíî. Ñðåäè òî÷íûõ ìåòîäîâ øèðîêîå ðàçâèòèÿ ïðèîáðåëè ðàçíûå ìå-

òîäû îòñå÷åíèÿ [2, 6], èäåÿ êîòîðûõ áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà Äàíöèãîì, à çàòåì

ðàçâèòà âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè Ãîìîðè. Äëÿ ãðóïïû ìåòîäîâ îòñå-

êàþùèõ ïëîñêîñòåé èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â

ïîãðóæåíèè èñõîäíîé äèñêðåòíîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ îáëàñòü, ò.å. çàêëþ÷àåòñÿ âî âðåìåííîì îòáðàñûâà-

íèè óñëîâèé äèñêðåòíîñòè. Äàëåå ê ïîëó÷åííîé ðåãóëÿðíîé çàäà÷å ïðèìåíÿþòñÿ

ñòàíäàðòíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà

îòñå÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðÿìîé çàâèñèìîñòè îò ýôôåêòèâíîñòè ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ

îòñå÷åíèé, à ýòî âûçûâàåò îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè. Ðàçíûå ïîäõîäû ê

ïîñòðîåíèþ îòñå÷åíèé è ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà îòñå÷åíèé äëÿ çàäà÷

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [2, 6].

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëåå áûñòðî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ìåòîäû, êîòîðûå ëó÷øå è

ïðîùå ó÷èòûâàþò ñâîéñòâà è ñïåöèôèêó êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó

ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ íà îñíîâå ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ

êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà íîâîìó ìåòîäó, êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè

ðåøåíèå êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà è ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ïåðå-

ñòàíîâîê, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ

ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè ïî

ðàçëîæåíèÿì òî÷åê ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ.

1. ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎÊ

Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó êàê óïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó ýëåìåíòîâ

a a a ai i in
� ( , , , )

1 2
� , (1)

ãäå a Ai j
� � �i Nj n , � �j N n , i is t� , åñëè s t� � �s N n , � �t N n èç íåêîòîðîãî

ìóëüòèìíîæåñòâà A a a aq� { }1 2, ,... , , êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ îñíîâàíèåì

S A e e ek( ) , ,... ,� { }1 2 , ãäå e R j Nj
l

k� � � , è êðàòíîñòüþ ýëåìåíòîâ k e rj j( ) � ,

j N k� , r r r qk1 2� � � �� ñîãëàñíî [4, 5].

50 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 2

© Ã.À. Äîíåö, Ë.Í. Êîëå÷êèíà, 2009



Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî E A( ) , ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ n-âûáîðêè

âèäà (1) èç ìóëüòèìíîæåñòâà A , íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñò-

âîì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ åãî ýëåìåíòîâ � � � � �a a a an( , ,... , )1 2 , �� � �� �� ��a a a an( , ,... , )1 2

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ( ) ( : )� � �� � 	 � � � ��a a j N a an j j . Èíûìè ñëîâàìè, äâà ýëåìåí-

òà ìíîæåñòâà E A( ) , îòëè÷íûå îäèí îò äðóãîãî, ðàçëè÷àþòñÿ òàêæå ïîðÿäêîì

ðàçìåùåíèÿ ñèìâîëîâ, êîòîðûå èõ îáðàçîâûâàþò.

Ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè

êîòîðûõ k ðàçëè÷íûõ, íàçûâàåòñÿ îáùèì ìíîæåñòâîì P Ank ( ) , êîòîðîå ïðåäñòàâëÿ-

åò ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ n-âûáîðîê âèäà (1) èç ìóëüòèìíîæåñòâà A ïðè óñëî-

âèè n q k� 
 .

Ïðè n k q� � èìååì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê áåç ïîâòîðåíèé. Îáîçíà÷èì åãî

P An ( ) . Î÷åâèäíî, ÷òî P A P An nn( ) ( )� . Â ñëó÷àå, êîãäà íå óêàçûâàåòñÿ âèä ìíîæå-

ñòâà ïåðåñòàíîâîê, çàïèøåì èõ êàê P A( ) . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñ-

òâà ïåðåñòàíîâîê êàê òî÷êè àðèôìåòè÷åñêîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà R n . Òîãäà

åñëè çàäàòü îòîáðàæåíèå � �: ( ) ( )E A E A R n� � , òî äëÿ a a ai in
� ( , , )

1
� �E A( ) ,

x a� �( ) , x x x E An� �( ... , ) ( )1 � èìååì x aj i j
� � �j N n .

Â [4–6] ïîêàçàíî, ÷òî âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ

ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê  ( ) ( )A P A� conv , ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî

ðàâíî ìíîæåñòâó P A( ) ïåðåñòàíîâîê: vert  ( ) ( )A P A� .

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà A ïî íåóáûâàíèþ:

a a an1 2� � �� , (2)

à ýëåìåíòû åãî îñíîâàíèÿ — ïî âîçðàñòàíèþ: e e ek1 2� � �� . Òîãäà âûïóêëîé

îáîëî÷êîé îáùåãî ìíîæåñòâà P A( ) ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ îáùèé ïåðåñòàíîâî÷-

íûé ìíîãîãðàííèê  ( ) ( )A P A� conv , êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé

ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

x a

x a

j

j

n

j

j

n

j

i

j

j

i

j

� �

� �

� �

� �

�

�

�

�

�
�

�

�
�

1 1

1 1

,

,�

(3)

(4)

� j nN� , � �j t� � �j t , � �j t N i, , � �i N n , à P A A( ) ( )� vert  .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè âèäà

Z P A a a P A( , ( )): max ( ) | ( )� �{ }� ,

êîòîðàÿ ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè � ( )a íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê

P A( ) , ãäå � ( )a c xj j

j

n

�
�
�

1

.

Ïðè îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà P A( ) â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R n ìîæíî ñôîð-

ìóëèðîâàòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Z F X( , ) ìàêñèìèçàöèè êðèòåðèÿ

F x( ) íà ìíîæåñòâå X , ïðè÷åì êàæäîé òî÷êå a P Ank� ( ) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷-

êà x X� òàêàÿ, ÷òî F x a( ) ( )� � :

Z F X F x x X( , ): max ( ) | }{ � , (5)

çäåñü F x c xj j

j

n

( ) �
�
�

1

, X – íåïóñòîå ìíîæåñòâî â R n , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

X A� vert  ( ) ,  � conv P A( ) .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíîãäà öåëåñîîáðàçíî ðåøèòü çàäà÷ó âèäà

x F x
x A

*

( )

( )�
�

arg max


(6)
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äëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y F x* *( )� . Òàêæå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó,

ãäå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå F x F x F x( ) ( ) ( )� � . Òîãäà

çàäà÷à (6) ïðèìåò âèä: îïðåäåëèòü

x F x
x A

�
�

arg max
( )

( ) ïðè y F x� ( ) ,

x F x
x A

�
�

arg max
( )

( ) ïðè y F x� ( )

ïðè óñëîâèè | | minx x� � .

Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèÿ è ðàçâèâàÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò [4–6], â íàñòîÿùåé

ñòàòüå ïðåäëîæèì ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ (çàäà÷à (6)), îñíîâàííûé íà óïî-

ðÿäî÷åíèè çíà÷åíèé öåëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè F x( ) è ïîñòðîåíèè ãàìèëüòîíîâà

ïóòè äëÿ òî÷åê, â êîòîðûõ ýòè çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà íåîáõî-

äèìî îïðåäåëèòü íà÷àëüíóþ òî÷êó. Ðàññìîòðèì îäíîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó áåç

äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

Óòâåðæäåíèå 1 [3]. Åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà A è êîýôôèöèåíòîâ

öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è

extr vertf x c x x Aj j

j

n

( ) | ( )� �
�
�
�

��

�
�
�

���
�

1



âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ (2) è óñëîâèå

c c ci i in1 2
� � �� , i Nn n� , (7)

òî ìàêñèìóì ôóíêöèè f x( ) íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

x x x Ai in
* * *( ,... , ) ( )� �

1
vert  , êîòîðàÿ çàäàåòñÿ êàê

x a j Ni j nj

* � � � ,

à ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êå y y y yn� ( , ,... , )1 2 , ãäå

y a j Ni n j nj�
� � � �� �1 1 0{ }.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó

(3), (4), îïèñûâàþùóþ ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê  ( )A , âåëèêî, ââèäó ÷åãî

çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé ïðè ðåøåíèè åå òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè ëèíåéíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó åñòü íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòîäîâ,

êîòîðûå áàçèðóþòñÿ íà ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è öåëåâûõ

ôóíêöèé.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (6) îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé âêëþ÷àåò ïåðåñòà-

íîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè îáùåãî ìíîæåñòâà ïå-

ðåñòàíîâîê. Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ìíîãîãðàííèêà.

Òåîðåìà 1 [4]. Ìíîæåñòâî P A( ) ëåæèò íà ñåìåéñòâå n-ïëîñêîñòåé âèäà

s

n s
x

s

n s
x

s

n s
x x x an s n s n t

s

�
�

�
� �

�
� � � � �� � �1 2 1 0� � ,

t
n

s n s
s� �

�
1 2, , ... ,

!( )!
� ,

ïðè ýòîì s ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, …, n �1.

Òåîðåìà 2 [4, 5]. Òî÷êà x x x xn� ( , , ... , )1 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ âåðøè-

íîé ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà ( )A , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

{ } { } { } { }� � � � � � �
1
1

1
2

2
2

1
1

1
1

1
� � � � � � � � ��

�
�, � � �

n
n
n n

n
n

nN , x a
t
i

t

i

t

t

i

�
� �
� ��

1 1

� �i N n .
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Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå òåîðåìû äàþò âîçìîæíîñòü ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Z F X( , ) ìèíèìèçèðîâàòü çàòðàòû âðåìåíè íà ïðîâåðêó ïðèíàä-

ëåæíîñòè íàéäåííîé òî÷êè êîìáèíàòîðíûì îãðàíè÷åíèÿì ìíîãîãðàííèêà è óìåíü-

øèòü êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé â èñõîäíîé ñèñòåìå.

Òåîðåìà 3 [4]. Âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà ( )A , ñìåæíûå ñ âåðøèíîé

� � ( , ,... , )a a ai i in1 2
, èìåþò âèä � � ( , ,... , )a a aj j jn1 2

, ãäå êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ( , ,... , )j j jn1 2 ïîëó÷åíà èç èíäåêñîâ ( , ,... , )i i in1 2 â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè

òàêèõ èíäåêñîâ ir è it , ÷òî | |i ir t� � 1, a ai ir t
� .

2. ÌÅÒÎÄ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈß ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Êàê áûëî îïðåäåëåíî âûøå, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü

òî÷êó ýêñòðåìóìà — âåðøèíó ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà ( )A ïî èçâåñò-

íîìó çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ

öåëåâîé ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå, ïîñòðîèòü äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé öåïî÷êó (ãðàô),

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ïåðåõîäû îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé, è âûÿñíèòü çàâèñèìîñòü

ìåæäó íèìè.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðèåé ãðàôîâ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïåðåñòàíîâêè èç ìíîæåñòâà

A � { }1 2 3 4, , , . Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâêè P An ( ) ðàâíî 4!, ò.å. 24.

Äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ n ! ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò

ìíîãî ìåòîäîâ [7], â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ èç êîòîðûõ êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ

ïåðåñòàíîâêà îáðàçóåòñÿ èç ïðåäûäóùåé:

1) ïóòåì âûïîëíåíèÿ îäíîé òðàíñïîçèöèè;

2) ñ ïîìîùüþ îäíîêðàòíîé òðàíñïîçèöèè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ

âûøå ìåòîäîâ, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðàô Gn , âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåò-

ñòâóþò âñåì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê P A( ) .

Â ãðàôå äâå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì f è g, ñîåäèíåíû ðåá-

ðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g îáðàçóåòñÿ èç f îäíîêðàòíîé òðàíñïîçèöèåé äâóõ

ýëåìåíòîâ (òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà â òî÷íîñòè ñ n �1 äðóãèìè

âåðøèíàìè). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ýòè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîëíûé ãðàô, è ëþáîé ãàìèëüòîíîâ ïóòü ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðîìó âàðèàíòó ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê îäíîêðàòíîé òðàíñïîçèöè-

åé äâóõ ýëåìåíòîâ íà êàæäîì øàãå. Âñÿêîé âåðøèíå ãðàôà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå

çíà÷åíèå çàäàííîé ôóíêöèè F x( ) . Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå òàêîãî ãà-

ìèëüòîíîâà ïóòè, âäîëü êîòîðîãî âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñòðîãî óïîðÿäî÷åíû ïî

óáûâàíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî ñäåëàòü n ! âû-

÷èñëåíèé åå çíà÷åíèé, çàòåì ñ ïîìîùüþ log !2 n îïåðàöèé èõ óïîðÿäî÷èòü. Îäíàêî

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ýòî ìîæíî ñäåëàòü çíà÷èòåëüíî ïðîùå.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

F x c c x c xi i

i

n

( , ) ( , )� �
�
�

1

.
(8)

Çäåñü c c c cn� ( , , ... , )1 2 — ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë, x x x xn� ( , , ... , )1 2 –

ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë ( , , ... , )1 2 n . Ðàññìîòðèì u-ïåðåñòàíîâêó èç ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê S n . Ïóñòü

F x c u c xi u i

i

n

( , , ) ( )�
�
�

1

. (9)

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ

ïåðåñòàíîâêó u0 , ÷òî F x c u F x c u( , , ) ( , , )0 � äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u H� , ãäå H – ïðî-

èçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S n . Åñëè t S n� , òî

îáîçíà÷èì c c c ct
t t t n� ( , , ... , )( ) ( ) ( )1 2 , x x x xt

t t t n� ( , , ... , )( ) ( ) ( )1 2 . Òîãäà F x c( , ) �
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� � �F c x c x c xt t t t( , ) ( , ) ( , ) . Àíàëîãè÷íî F x c u F x c ut t( , , ) ( , , )� � , ãäå � � �u t ut1

äëÿ âñÿêîãî u èç S n . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðåøåíèè îñíîâíîé ïðîáëåìû âñåãäà ìîæ-

íî çàìåíèòü ïàðó ( , )x c íà ïàðó ( , )x ct t . Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî:

à) c c cn1 2� � ��

ëèáî

á) c c cn1 2� � �� .

Åñëè H S n� , òî ïðîáëåìà ðåøåíà [8]. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè èìååò ìåñòî ñëó÷àé à),

òî ìàêñèìóì ôóíêöèè F x c u( , , ) äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïåðåñòàíîâêè u n0 1 2� ( , , ... , ) , à ìè-

íèìóì — äëÿ ïåðåñòàíîâêè u n n* ( , , ... , , )� �1 2 1 . Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ áó-

äåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

c i ni ( )1� � âñåãäà èìååò ìåñòî ñëó÷àé à). Ðàñ-

ñìîòðèì òåïåðü äåòàëüíî ñòðóêòóðó

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâ äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷å-

íèé n. Äëÿ n � 3 ãðàô èçîáðàæåí íà ðèñ. 1, ãäå

äóãà, âûõîäÿùàÿ èç ïåðåñòàíîâêè pi è çàõîäÿ-

ùàÿ â ïåðåñòàíîâêó p j ( , )p p Ni j � 6 , ðàâíî-

ñèëüíà ñîîòíîøåíèþ F x c p F x c pi j( , , ) ( , , )� .

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ãðàô îäíî-

çíà÷íî îòîáðàæàåò óïîðÿäî÷åíèÿ çíà÷åíèé

ôóíêöèé, äîñòàòî÷íî ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåí-

íîå âû÷èñëåíèå ðàçíîñòè ïåðåñòàíîâîê. Íàïðè-

ìåð:

�

�

1 3 2
1 2 3

0 1 1
. Ðàçíèöà ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñ-

òè çíà÷åíèé ôóíêöèè ñ ñ2 3 0� � , ÷òî ñîîòâå-

òñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Íà ýòîì ãðàôå íåò

ñîåäèíåíèé ìåæäó ïåðåñòàíîâêàìè 1 3 2 è

2 1 3, à òàêæå ìåæäó 2 3 1 è 3 1 2. Ýòèì ïàðàì ñîîòâåòñòâóåò ðàçíîñòü 1 – 2 1, ÷òî

ðàâíîñèëüíî ñ ñ ñ1 2 32� � . Çäåñü çíàê ðàçíîñòè íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàô äëÿ n � 4 .

Ïðèìåð 1. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî A � { }1 2 3 4, , , , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îáðàçó-

åòñÿ ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê P A( ) . Îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

F x c x c x c x c x( ) � � � �1 1 2 2 3 3 4 4 ,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé óïîðÿäî÷åíû êàê c c c c1 2 3 4� � � è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

{ }1 2 3 4, , , , à y F x* *( )� – çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå.

Íåîáõîäèìî íàéòè x F x* arg ( )� extr , ãäå x P A* ( )� .

Ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî [9],  ( ) ( )A P A� conv . Ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèå ãðàôà

ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãîãðàííèêà  ( )A íà ïîäãðàôû, â êàæäîì èç êîòîðûõ çàôèê-

ñèðîâàí îäèí è òîò æå ýëåìåíò ïåðåñòàíîâêè. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 è óñëîâèþ

óïîðÿäî÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ñàìîé âåðõíåé âåðøèíå íàõîäèòñÿ ïåðåñòàíîâêà, â

êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Çàôèêñèðóåì òå ïåðåñòàíîâêè, ó êîòîðûõ íà ÷åòâåðòîì ìåñòå ñòîèò öèôðà 4.

Òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè ðàçíîñòè êîäîâ ïåðåñòàíîâîê íà ÷åòâåðòîé ïîçèöèè âñåãäà

áóäåò íóëü, òî î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïîäãðàô áóäåò òî÷íîé êîïèåé ãðàôà, èçîáðàæåí-

íîãî íà ðèñ. 1. Ïîäãðàô ïðè x4 4� ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2, à. Åñëè îáúåäèíèòü ïåðå-

ñòàíîâêè, â êîòîðûõ íà ÷åòâåðòîì ìåñòå ñòîèò öèôðà 3, òî ïîëó÷èì ïîäãðàô, ïðåä-

ñòàâëåííûé íà ðèñ. 2, á. Àíàëîãè÷íûå ãðàôû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, â è 2, ã, ãäå íà

ïîñëåäíåì ìåñòå ïåðåñòàíîâîê çàôèêñèðîâàíû öèôðû 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ñòðåë-
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êàìè óêàçàí ïåðåõîä îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé ïî óáûâàíèþ çíà÷åíèé öåëåâûõ

ôóíêöèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ñâÿçè îïðåäåëåíû, íî ìåæäó ñî-

ñåäíèìè ýëåìåíòàìè âíóòðè (êàê è íà ðèñ. 1) ñâÿçü íåîáõîäèìî èçó÷èòü, ïîñëå ÷åãî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëíûé ãàìèëüòîíîâ ïóòü íà ãðàôå ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî-

ãðàííèêà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èçîáðàçèòü âñå ïîäãðàôû, êîòîðûå ïîëó÷åíû èç

ìóëüòèìíîæåñòâà A ñ ïîìîùüþ îäíîé òðàíñïîçèöèè.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ãðàôàõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíîå

è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ïðè ýòîì âñå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ êîïèåé ãðàôà A,

òàê ÷òî èõ ìîæíî â òîì æå ïîðÿäêå ïîìåñòèòü îäèí ïîä äðóãèì. Íåòðóäíî çàìå-

òèòü, ÷òî ãðàô B ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà A, åñëè â ïîñëåäíåì âî âñåõ ïåðåñòàíîâêàõ

ñäåëàòü òðàíñïîçèöèþ ýëåìåíòîâ 4 è 3. Àíàëîãè÷íî ãðàô C ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà B,

åñëè â ïîñëåäíåì ñäåëàòü òðàíñïîçèöèþ (3, 2), à ãðàô D — èç ãðàôà C ïîñëå òðàíñ-

ïîçèöèè (2, 1). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè òåì áîëüøå, ÷åì âûøå

íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô. Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñõåìàòè÷íî:

F x F x F x F x( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ] [ ] [ ]A B C D� � � .

Åñëè îáúåäèíèòü âñå ïîäãðàôû, òî ïîëó÷èì G � � � �A B C D. Íà ðèñ. 3 ïîêà-

çàí îáùèé ãðàô äëÿ n � 4 .

Àíàëèçèðóÿ ðèñ. 1–3, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â êàæäîé ïîäãðóïïå îñòàþòñÿ ïî

äâå íåñðàâíèìûå âåðøèíû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè ñ óáûâàþùèìè

çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íåîáõîäèìî ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âî âñåõ ýòèõ âåð-

øèíàõ, à òàêæå â âåðøèíàõ ñîñåäíèõ ïîäãðàôîâ.

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé è ðèñ. 1–3 ñäåëàåì âûâîä, ÷òî

òî÷êè ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê P A( ) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïàðàëëåëüíûì ãèïåð-

ïëîñêîñòÿì â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷åíèé ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè F x( ) â ýòèõ

òî÷êàõ. Ðàçëîæåíèå òî÷åê êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê P A( ) ïðè n � 4

îáåñïå÷èâàåò èåðàðõè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ òî÷åê ïî ãèïåðïëîñêîñòÿì A, B, C , D

(ñì. ðèñ. 2) ñîãëàñíî çíà÷åíèÿì öåëåâîé ôóíêöèè y F x* *( )� .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: �1 2 1� �c c ; �2 3 2� �c c ; �3 4 3� �c c .

Îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè ìîãóò çàâèñåòü îò èõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé.

Äëÿ îïðåäåëåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé óñòàíîâèì âîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿ:

I) � � �1 2 3� � ;

2) �1 
 �2 
 �3 ; 3) �1 
 �3 
 �2 ;

4) �2 
 �1 
 �3 ; 5) �2 
 �3 
 �1; (10)

6) �3 
 �1 
 �2 ; 7) �3 
 �2 
 �1.
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Ìîæíî ðàññìîòðåòü è ÷àñòíûå ñëó÷àè:

1) � � �1 2 3� 
 ; 2) � � �1 2 3� � ;

3) � � �1 3 2� 
 ; 4) � � �1 3 2� � ; (11)

5) � � �2 3 1� 
 ; 6) � � �2 3 1� � .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ñîîòíîøåíèÿ íà

êàæäîé èç ãèïåðïëîñêîñòåé A, B, C , D (ñì. ðèñ. 2) ìåæäó ïàðàìè òî÷åê 3 2, è 5 4,

(òî÷êè ïðîíóìåðîâàíû íà ðèñ. 1).

Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñõåìó ïî ïîäãðàôàì A, B, C , D,

çàòåì ñîñòàâèòü îáùåå ñîîòíîøåíèå è óêàçàòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü ïî âñåìó ïåðåñòà-

íîâî÷íîìó ìíîãîãðàííèêó ( )A . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé,

êîãäà � � �1 2 3� � . Âåðõíèé ïîäãðàô A ïîëó÷àåò äâå ïàðû âåðøèí: 3 2, , è 5 4, , ãäå
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çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ñîâïàäàþò è ìåæäó íèìè íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò ñîîòíîøåíèÿ

�

� � �

1
2

3
1

2
3

4
4

1 2 1
� � �� �1 2 0 ,

�

� � �

3
2

1
3

2
1

4
4

1 2 1
� � � �� �1 2 0 .

Òîãäà ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùóþ ñõåìó â ïîäãðàôå A:

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ â ïîäãðàôå D:

Åñëè ðàññìîòðåòü ïîäãðàô B (ñì. ðèñ. 2), òî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ òàêèõ

ïàð âåðøèí:

�

� � �

1
2

4
1

2
4

3
3

1 3 2
� � � � �� � �1 2 22 0

�

� � �

4
2

1
4

2
1

3
3

2 3 1
� � � � � �2 01 2 1� � � .

Â ïîäãðàôå B âîçíèêàþò ñîîòíîøåíèÿ � �1 22� è � �2 1 2� � . Â ðåçóëüòàòå ãà-

ìèëüòîíîâ ïóòü íà B èìååò âèä

Â ïîäãðàôå C àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ: 1432 3142
 è 4132 3412
 , ïîýòîìó èìååì

Çàìåòèì, ÷òî íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ A è B èìåþòñÿ òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-

åòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

�

� � �

1
1

3
2

2
4

4
3

1 2 1
� � � �� �3 4 0 , ò.å. çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

â íèõ ñîâïàäàþò.

Àíàëîãè÷íî çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå 3 1 2 4 íà ãèïåðïëîñêîñòè A ðàâíî çíà-

÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå 1 4 2 3 íà ãèïåðïëîñêîñòè B, òàê êàê

�

� �

3
1

1
4

2
2

4
3

2 3 0 1
=

� � � �2 01 2 3� � � , à çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå 3 2 1 4 íà ãèïåðïëîñêîñòè A áîëü-

øå, ÷åì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå 2 4 1 3 íà ãèïåðïëîñêîñòè B, òàê êàê âûïîëíÿåò-

ñÿ óñëîâèå

�

� �

3
2

2
4

1
1

4
3

1 2 0 1
� � � � 
� � �1 2 3 0 .
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Ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â ñëåäóþùèõ òî÷êàõ:

F x( ) * * * *1 1 1 2 2 3 3 4 4 30� � � � � , F x( ) * * * *7 1 2 2 3 3 1 4 4 27� � � � � ,

F x( ) * * * *2 1 1 2 3 3 2 4 4 29� � � � � , F x( ) * * * *8 1 1 2 4 3 2 4 3 27� � � � � ,

F x( ) * * * *3 1 2 2 1 3 3 4 4 29� � � � � , F x( ) * * * *9 1 3 2 2 3 1 4 4 26� � � � � ,

F x( ) * * * *4 1 1 2 2 3 4 4 3 29� � � � � , F x( ) * * * *10 1 2 2 4 3 1 4 3 25� � � � � ,

F x( ) * * * *5 1 2 2 1 3 4 4 3 28� � � � � , F x( ) * * * *11 1 4 2 1 3 2 4 3 24� � � � � ,

F x( ) * * * *6 1 3 2 1 3 2 4 4 27� � � � � , F x( ) * * * *12 1 4 2 2 3 1 4 3 23� � � � � .

Â ðåçóëüòàòå èçëîæåííûõ ðàññóæäåíèé âåðøèíû íà ïîäãðàôàõ A è B ìîæíî

ðàñïîëîæèòü â âèäå öåïî÷êè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè:

Ðàññìîòðèì âåðøèíû â ïîäãðàôå C , â ÷àñòíîñòè 3 1 4 2 è 1 4 3 2: òàê êàê

�

� �

3
1

1
4

4
3

2
2

2 3 1
� � � � � �2 01 2 1� � � , òî çíà÷åíèå ôóíêöèè â âåðøèíå 3 1 4 2 áîëüøå,

÷åì çíà÷åíèå ôóíêöèè â âåðøèíå 1 4 3 2.

Àíàëîãè÷íû ñîîòíîøåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè â âåðøèíàõ 4 1 3 2 è 3 4 1 2 , òàê

êàê

�

� � �

4
3

1
4

3
1

2
2

1 3 2
� � � � 
� � �1 2 22 0 .

Âîçíèêàåò ñîîòíîøåíèå � �� �1 22 , äëÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíàê.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå òî÷åê èç ðàçíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, òî çíà÷åíèå

ôóíêöèè â òî÷êå 1 3 4 2 èç B ðàâíî çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå 1 4 2 3 èç C , òàê êàê

�

� �

1
1

3
4

4
2

2
3

1 2 1
� � �� �2 3 0 .

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ òî÷êàìè 3 2 1 4 èç A è 1 4 3 2 èç B, òàê êàê çíà÷åíèå

ñîîòíîøåíèÿ ðàâíî

�

� � � �

3
1

2
4

1
3

4
2

2 2 2 2
� � � �2 2 01 2� � .

Ðàññìîòðèì òàêæå òî÷êè 2 4 1 3 èç B è 1 4 3 2 èç C è èõ ñîîòíîøåíèå

�

� � �

2
1

4
4

1
3

3
2

1 2 1
� � � �� �1 3 0 , à òàêæå òî÷êè 2 4 1 3 èç B è 3 1 4 2 èç C , â íèõ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè ðàâíû, òàê êàê

�

� � �

2
3

4
1

1
4

3
2

1 3 3 1
� � � �� � �1 2 32 0 .

Èìååì òàêæå ðàâåíñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êàõ 4 2 1 3 èç B è 4 1 3 2 èç C ,

òàê êàê

�

� � �

4
4

2
1

1
3

3
2

1 2 1
� � � �� �2 3 0 .
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Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå 2 3 4 1 èç D ðàâíî çíà÷åíèþ ôóíê-

öèè â òî÷êå 4 1 2 3 èç B, òàê êàê

�

� � � �

2
4

3
1

4
2

1
3

2 2 2 2
� � �2 2 01 2� � .

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ òî÷êàìè 4 1 3 2 èç C è 3 2 4 1 èç D, òàê êàê

�

� � � �

4
3

1
2

3
4

2
1

1 1 1 1
� � � �� �1 3 0 , à òàêæå ñ òî÷êàìè 4 3 1 2 èç C è 3 4 2 1 èç D,

òàê êàê

�

� � � �

4
3

3
4

1
2

2
1

1 1 1 1
� � � �� �1 3 0 .

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâ ïóòü ãðàôà ïåðåñòàíîâî÷íîãî

ìíîãîãðàííèêà è óïîðÿäî÷åíèå âñåõ çíà÷åíèé ëèíåéíîé ôóíêöèè F x( ) â ïîðÿäêå

èõ óáûâàíèÿ äëÿ òî÷åê ïîäãðàôîâ A, B, C , D (ðèñ. 4).

Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿ è äðóãèå âàðèàíòû èç (10).

Â ïðîöåññå îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà íåîáõîäè-

ìî îòâåòèòü íà îäèí èç òðåõ âîïðîñîâ: êàêîé çíàê èìååò îïðåäåëåííîå âûðàæåíèå èëè

îíî ðàâíî íóëþ. Íàçîâåì ýòè âîïðîñû � -âîïðîñàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ïðè-

âîäÿòñÿ íèæå (â ïðîöåññå ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé îíè óæå ïðèâîäèëèñü):

�1 1 2� �� � ; �2 1 22� �� � ; �3 1 22� �� � .

Îáùàÿ ñõåìà íà ðèñ. 4 ïðåîáðàçóåòñÿ â ñõåìó íà ðèñ. 5, íà êîòîðîé ïðè � i 
 0

íàïðàâëåíèå ñòðåëêè ñîõðàíÿåòñÿ.

Âîïðîñû èìåþò îïðåäåëåííóþ çàâèñèìîñòü, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ñëåäóþùèìè

ñîîòíîøåíèÿìè:

1) åñëè �1 0
 , òî �2 0
 è �3 íå îïðåäåëåíî,

2) åñëè �1 0� , òî �2 0� è �3 íå îïðåäåëåíî;

3) åñëè �1 0� , òî �2 0� è �3 0
 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 2 èç (10): � � �1 2 3
 
 . Â äàííîì ñëó÷àå �1 0
 ;

�3 0
 è �2 íå îïðåäåëåíî. Åñëè �2 0
 , òî îáùèé ãðàô ïðèîáðåòàåò âèä ðèñ. 6.

Çäåñü äîáàâëåíû øåñòü ñòðåëîê, êîòîðûå îáîçíà÷åíû êàê �-âîïðîñ. Ýòè âîïðîñû

âîçíèêàþò ïðè ñðàâíåíèè âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì ñîñåäíèì ïîäãðàôàì.

Â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûÿñíèòü òîëüêî îäèí âîïðîñ âèäà

� � � � �� � �1 2 32 .

Ïðè äðóãèõ ðåøåíèÿõ �-âîïðîñîâ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå �-âîïðîñû.
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Ðèñ. 5

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

G

G1

G2

G3

G4



Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè èìåþùèõñÿ äóã íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäè-

ìî åùå ñðàâíèòü âåðøèíû â ñîñåäíèõ ñòîëáöàõ, íàïðèìåð ïàðû 2314 è 3142, à òàê-

æå 2413 è 3241. Âîïðîñû òàêîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü �-âîïðîñàìè. Îíè áóäóò ðàñ-

ñìîòðåíû â äàëüíåéøèõ ïóáëèêàöèÿõ.

Áûë ðàññìîòðåí ïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ n � 4, îäíàêî ðåçóëüòàòû ìîæíî îáîáùèòü

è äëÿ n � 5. Ïðè ýòîì â ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê P A( ) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

5!=120 òî÷åê, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà ïÿòè ãèïåðïëîñêîñòÿõ âèäà G (ñì. ðèñ. 5),

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ïî 24 òî÷êè (ðèñ. 7).

Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü �-âîïðîñû âíóòðè êàæäîãî ïîäãðàôà Gi (1 5� �i ),

êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n áóäåì èìåòü àíà-

ëîãè÷íóþ ñèòóàöèþ, ò. å. ïåðåñòàíîâî÷íûé ìíîãîãðàííèê âñåãäà áóäåò ñîäåðæàòü

ïîäãðàôû âèäà Gi , äëÿ êîòîðûõ âñåãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü

�- è �-âîïðîñû.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èññëåäîâàíû ñëîæíûå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ðàñ-

ñìîòðåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà äîïóñòèìîé îáëàñòè åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé

çàäà÷è, êîòîðàÿ èìååò ñïåöèôè÷åñêèå âõîäíûå äàííûå. Ïîñòðîåí è îáîñíîâàí

ìåòîä óïîðÿäî÷åíèÿ çíà÷åíèé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå íàñòîÿùåé ñòàòüè áóäåò íàïðàâëåíî íà ðåàëèçàöèþ è

àäàïòàöèþ ñôîðìóëèðîâàííîãî ìåòîäà, à òàêæå íà ðàçðàáîòêó íîâûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì âõîäíûõ äàííûõ è ðàç-

ëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.
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