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ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå çàäà÷è, ñòàòèñòè÷åñêè ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Ñ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîáëåìà, â êîòî-

ðîé çàäàíî ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ X x�{ }, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (ÖÔ) F x( ) : X � R
è òðåáóåòñÿ íàéòè àëüòåðíàòèâó x X0 � , íà êîòîðîé ýòà ÖÔ ïðèíèìàåò ýêñòðå-

ìàëüíîå çíà÷åíèå: F x F X
x X

( ) ( ), {min,max}0 � �
�

extr extr . Äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè

àëüòåðíàòèâû x X� îáû÷íî íàçûâàþò äîïóñòèìûìè ðåøåíèÿìè, x0 — îïòèìóìîì

(îïòèìàëüíîå ðåøåíèå), X x�{ } — ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ÌÄÐ).

Åñëè ìíîæåñòâî X äèñêðåòíîå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íàçû-

âàåòñÿ çàäà÷åé äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåçóëüòàò âûáîðà çàâèñèò íå òîëüêî îò àëüòåðíàòèâû x , íî

è îò îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ b bL1 , ,� . Åñëè âåêòîð b b bL
L� �( , , )1 � R , òî ÖÔ

F x( ) åñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F x b X L( , ): � �R R. Òðàäèöèîííî â îïòèìèçàöèè ïîä-

ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ bi , i L�1, . Â ýòîì

ñëó÷àå ïîíÿòèå «îïòèìóì» èìååò íåïðîòèâîðå÷èâîå ÿâíîå îïðåäåëåíèå: äîïóñòè-

ìîå ðåøåíèå x0 îïòèìàëüíîå, åñëè îíî ìèíèìèçèðóåò (èëè ìàêñèìèçèðóåò) öåëå-

âóþ ôóíêöèþ íà X : F x b F x b
x X

( , ) min ( , )0 �
�

èëè F x b F x b
x X

( , ) max ( , )0 �
�

.

Âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ, îäíàêî, òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàññìàò-

ðèâàåìîé çàäà÷è íåèçâåñòíû. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì: âî-ïåðâûõ, ïàðà-

ìåòðû ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ, à ýòè èçìåðåíèÿ â ïðèíöèïå íåòî÷íûå;

âî-âòîðûõ, ïàðàìåòðû ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ âìåñòî

òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà bi èçâåñòåí òîëüêî èíòåðâàë B b bi i i� [ , ] åãî âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé b Bi i� . Â ðåçóëüòàòå èçâåñòíî ëèøü, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèé âåêòîð b

ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó L-ìåðíîìó ïàðàëëåëåïèïåäó b B B Bi L� � ( , , )� .

Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ íå ÿñíî, êàê ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó

îïòèìèçàöèè. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïîñêîëüêó òî÷-

íîå çíà÷åíèå bi äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x íåèçâåñòíî, òî íåèçâåñòíî è

òî÷íîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè F x b( , ) ; çíà÷èò, èçâåñòíà ëèøü îáëàñòü âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé ýòîé ÖÔ: F x B F x b( , ) ( , )�{ : b B� }. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåðâàëüíîãî

èñ÷èñëåíèÿ ýòà îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå [1] ÖÔ

F x b( , ) íàä èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì B.
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Èçâåñòíû äâà êëàññà èíòåðâàëüíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè:

1) èíòåðâàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ [2–5];

2) çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èíòåðâàëüíûìè ÖÔ [6–9].

Áîëüøèé ïåðå÷åíü ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè

ïðåäñòàâëåí â [10]. Ðàññìîòðèì ïåðâûé êëàññ ýòèõ çàäà÷.

2. ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ Ñ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ïóñòü G V E� ( , ) åñòü ãðàô [11], ãäå V v vn�{ }1 , ,� — ìíîæåñòâî åãî âåðøèí è

E e eL�{ }1 , ,� — ìíîæåñòâî åãî ðåáåð. Çàäàíî òàêæå ìíîæåñòâî òèïîâûõ ãðàôîâ

(ÒÃ) Q T Tq�{ }1 , ,� . Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðàô

x V Ex� ( , ) , E Ex � , â êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè èçîìîðôíà íåêîòî-

ðîìó ÒÃ èç Q ; X X G Q x� �( , ) { } — ýòî ÌÄÐ íà ãðàôå G äëÿ ìíîæåñòâà ÒÃ Q.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû ìíîæåñòâ ÒÃ Q. Ïóñòü ìíîæåñòâî ÒÃ Q ñî-

ñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà: Q T�{ }1 . Òîãäà X X G Q� ( , ) — ÌÄÐ çàäà÷è î ñîâåðøåí-

íûõ ïàðîñî÷åòàíèÿõ, åñëè T1 — ðåáðî; X X G Q� ( , ) — ÌÄÐ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà,

åñëè T1 — ïðîñòîé n-âåðøèííûé öèêë. Åñëè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q âûñòóïàþò

ht -âåðøèííûå çâåçäû, t q�1, , òî X X G Q� ( , ) — ÌÄÐ çàäà÷è ïîêðûòèÿ ãðàôà

çâåçäàìè.

Îïèøåì òåïåðü öåëåâóþ ôóíêöèþ F x B( , ) . Ðàññìîòðåííûå âûøå ïàðàìåòðû

B BL1 , ,� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåñà ðåáåð ãðàôà G V E� ( , ) : êàæäîå ðåáðî e E�
âçâåøåíî èíòåðâàëüíûì âåñîì w e w e( ) [ ( )� 1 , w e2 ( )] . ÖÔ çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà

ãðàôàõ ñ èíòåðâàëüíûìè âåñàìè èìååò âåñîâîé âèä

F x G w e F x G

e Ex

( , ) ( ) [ ( , )� �
�
� 1 , F x G2 ( , )] � extr, (1)

ãäå extr { }� min, max è

F x G w ev

e Ex

( , ) ( )�
�
� � , v �1 2, . (2)

ÖÔ (1) ëèíåéíà ïî ñëàãàåìûì w e( ) , ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðèíèìàåò èíòåðâàëü-

íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ñóììè-

ðîâàíèÿ èíòåðâàëîâ [1]. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîñòè

â ñëó÷àå èíòåðâàëüíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà, ñì., íàïðèìåð, [6, 8, 12]. Â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðåòîâñêîå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîñòè. Áóäåì

èçìåðÿòü êà÷åñòâî êàæäîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x X� , ðàññìàòðèâàÿ èíòåðâàë

F x G( , ) (1) âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ýòîé ÖÔ. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûáðàòü îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå, ñðàâíèì ýòè èíòåðâàëû. Ïðè ýòîì F x G( , ) (1) íàçîâåì èíòåðâàëüíîé öåëå-

âîé ôóíêöèåé (ÈÖÔ)

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ÈÖÔ (1), (2) ìàêñèìèçèðóåìàÿ (ò.å. extr � max) è ïàðà

ðåøåíèé x y X X G Q, ( , ).� � Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äîïóñòèìîå ðåøåíèå x X� ëó÷øå,

÷åì äîïóñòèìîå ðåøåíèå y X� (x y� ), åñëè â îáîçíà÷åíèÿõ (2) âûïîëíÿþòñÿ íåðà-

âåíñòâà F x G F y G1 1( , ) ( , )� , F x G F y G2 2( , ) ( , )� è õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñòðîãîå; x è y

ýêâèâàëåíòíûå, åñëè F x G F y G( , ) ( , )� ; èíà÷å x è y íåñðàâíèìûå.

Îïðåäåëåíèå 2. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 1 ðåøåíèå ~x X� íàçûâàåòñÿ ïàðåòîâ-

ñêèì îïòèìóìîì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî x X� , ÷òî x x� ~.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïàðåòîâñêèõ îïòèìóìîâ íàçûâàåì ïàðåòîâñêèì ìíîæåñ-

òâîì è îáîçíà÷àåì
~
X ,

~
X X� . Êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ðåøåíèÿ x íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ ðåøåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ åìó. Â êëàññè÷åñêîé (ò.å. íåèíòåðâàëüíîé è

îäíîêðèòåðèàëüíîé) ïîñòàíîâêå çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðåøåíà, åñëè ïîëó÷åíî îäíî

ðåøåíèå, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó âñåõ îïòèìóìîâ, îáðàçóþùèõ åäèí-

ñòâåííûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî èñêîìûì

ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîé çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå

ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ (ÏÌÀ).

4 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 2



Îïðåäåëåíèå 3. ÏÌÀ îïðåäåëÿåòñÿ êàê òàêîå ïîäìíîæåñòâî X 0 ïàðåòîâñêîãî

ìíîæåñòâà
~
X , êîòîðîå ñîäåðæèò ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî êëàññà ýêâè-

âàëåíòíîñòè.

3. ÑÂÅÄÅÍÈÅ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Ê ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

Âåðíåìñÿ ê èíòåðâàëüíîé ÖÔ (1), (2), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ èíòåðâàëüíî-âçâå-

øåííîãî ãðàôà G V E� ( , ) è ìíîæåñòâà ÒÃ Q T Tq�{ }1 , ,� . Ãðàô G ðàññìàòðèâàåì

òàêæå â âèäå 2-âçâåøåííîãî ãðàôà: åñëè ðåáðî e âçâåøåíî èíòåðâàëîì

w e w e w e( ) [ ( ), ( )]� 1 2 , òî â ïðîöåññå «2-âçâåøåâàíèÿ» ýòîìó ðåáðó ïðèïèñûâàåì

äâà âåñà: w e1 ( ) è w e2 ( ) , êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöû èíòåðâàëà w e( ) .

Äàëåå, íà ïðåäñòàâëåííîì â ðàçä. 2 ÌÄÐ X X G Q x� �( , ) { } îïðåäåëèì âåêòîðíóþ

öåëåâóþ ôóíêöèþ (ÂÖÔ)

F x G F x G F x G( , ) ( ( , ), ( , ))� 1 2 , (3)

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç êðèòåðèåâ

F x G w e

e Ex

� �( , ) ( )� �
�
� extr, � �1 2, , (4)

ãäå extr { }� min, max .

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ÂÖÔ (3) ñîñòîèò èç ìàêñèìèçèðóåìûõ êðèòåðèåâ (4), ò.å.

extr � max äëÿ � �1 2, . Ðåøåíèå ~x X� íàçûâàåì ïàðåòîâñêèì îïòèìóìîì, åñëè ÌÄÐ X

íå ñîäåðæèò òàêîãî ýëåìåíòà x* , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

F x G F x G� ( , ) (~, )* � è õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñòðîãîå;
~ ~X x�{ }— ïàðåòîâñêîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 5. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 4 ïîäìíîæåñòâî X X0 �
~

íàçûâàåòñÿ

ÏÌÀ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ: óäîâëåòâîðÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F X F X( ) (
~

)0 � , ãäå îïðåäåëÿåì F X F x G x X( ) ( , ):* *� �{ } äëÿ âñÿêîãî X X* � ,

è ìîùíîñòü | |X 0 ïîäìíîæåñòâà X 0 ìèíèìàëüíà.

Â [3] ïðåäñòàâëåíî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ñâîäèìîñòè èíòåðâàëüíîé çàäà÷è îá

îñòîâíûõ äåðåâüÿõ ê 2-êðèòåðèàëüíîé çàäà÷å îá îñòîâíûõ äåðåâüÿõ. Ïðåäñòàâëåí-

íîå â [3] äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâåäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ê îáùåé ïîñòàíîâêå èí-

òåðâàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ, êîòîðàÿ ñôîðìóëèðîâàíà âûøå. Òàêèì

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà ÒÃ Q T Tq�{ }1 , ,� çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà

èíòåðâàëüíî-âçâåøåííîì ãðàôå ñ èíòåðâàëüíîé ÖÔ (1), (2) ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîé

çàäà÷å ñ ÂÖÔ (3), (4) íà ýòîì æå 2-âçâåøåííîì ãðàôå: ïàðåòîâñêîå ìíîæåñòâî è

ÏÌÀ 2-êðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ñ ÂÖÔ (3), (4) íà 2-âçâåøåííîì ãðàôå G îäíîçíà÷íî

ïðåäñòàâëÿåò ïàðåòîâñêîå ìíîæåñòâî è ÏÌÀ ýòîé æå çàäà÷è ñ ÈÖÔ (1), (2) íà èí-

òåðâàëüíî-âçâåøåííîì ãðàôå G.

4. ÎÖÅÍÊÈ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì ôîðìóëèðîâêó èíòåðâàëüíîé çàäà÷è íà ãðàôàõ (ðàçä. 2). Èñïîëüçóÿ
ïîíÿòèå «çàäà÷à», êàê ïðåäèêàòíóþ ïåðåìåííóþ, îáîçíà÷àåì åãî Z Q( ) â ñìûñëå
ïîíÿòèÿ ìàññîâàÿ çàäà÷à, êîòîðîå ïðåäëîæåíî â [13]. Åñëè ýòà èíòåðâàëüíàÿ çàäà-
÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à [13] íà êîíêðåòíîì èíòåðâàëüíî-
âçâåøåííîì ãðàôå G V E� ( , ) , òî îáîçíà÷èì åå Z G Q( , ) ; åå ÌÄÐ, ïàðåòîâñêîå ìíî-

æåñòâî è ÏÌÀ — ñîîòâåòñòâåííî X X G Q� ( , ) ,
~ ~

( , )X X G Q� è X X G Q0 0� ( , ) .

Ïóñòü S n G( ) �{ } — ìíîæåñòâî âñåõ (íåâçâåøåííûõ) n-âåðøèííûõ ãðàôîâ.
Îïðåäåëåíèå 6. Èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à Z Q( ) ñ ÈÖÔ (1), (2) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé

(îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû), åñëè äëÿ êàæäîãî åå ÌÄÐ X G Q( , ) ,

G V E S n� �( , ) ( ) , n � 	1 2, , , ñóùåñòâóþò òàêèå âåñà w e( ) , e E� , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà

X G Q X G Q X G Q0 ( , )
~

( , ) ( , )� � . (5)
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Ñîãëàñíî [13] èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à òðóäíîðåøàåìà, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî

àëãîðèòìà, êîòîðûé ãàðàíòèðîâàë áû íàõîæäåíèå ÏÌÀ ñ ïîëèíîìèàëüíîé âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ìîùíîñòü ÏÌÀ | |X 0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íèæíþþ

îöåíêó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè åãî íàõîæäåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàëü-

íàÿ çàäà÷à òðóäíîðåøàåìà, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ÏÌÀ ðàñòåò ýêñïîíåíöè-

àëüíî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, ò.å. ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ãðàôîâ, ãäå

ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ãðàôàì G S n� ( ) .

Êàê ïðàâèëî, âû÷èñëåíèå ìîùíîñòè ÌÄÐ ïðåäñòàâëÿåò ìåíüøóþ òðóäíîñòü ïî

ñðàâíåíèþ ñ âû÷èñëåíèåì ìîùíîñòè ÏÌÀ. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îáëàäàåò

ñâîéñòâîì ïîëíîòû, òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (5) ñíèæàåòñÿ ñëîæíîñòü íàõîæäåíèÿ

ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ÏÌÀ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå íåòðèâèàëüíûõ

óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à íà ãðàôàõ

G S n� ( ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì êàêîå-ëèáî ìíî-

æåñòâî Q Tk�{ }, ñîñòîÿùåå èç ÒÃ, T V Ek k k� ( , ) , k q�1 2, , ,� .

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî ÒÃ Q T
k

�{ }0 , k q�1, , íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè

ìîùíîñòè ìíîæåñòâ âåðøèí | |Vk è ðåáåð | |Ek îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ÒÃ T V E
k k k
0 0 0� ( , )

èç Q: | |V c
k
0

1� è | |E c
k
0

2� , k q�1, .

Â îïðåäåëåíèè 7 ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè íå òðåáóåò, ÷òîáû âåëè÷èíû c1 è

c2 áûëè êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò ðàçìåðíîñòè ãðàôà G S n� ( ) . Äîïóñêàåòñÿ,

÷òî çíà÷åíèÿ c1 è c2 ìîãóò áûòü ðàñòóùèìè ôóíêöèÿìè îò n. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è

îá îñòîâíûõ äåðåâüÿõ íà n-âåðøèííûõ ãðàôàõ ìíîæåñòâî Q T
k

�{ }0 , k q�1, , ñîñòîèò

èç âñåõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ n-âåðøèííûõ äåðåâüåâ (q q n� ( ) — ìîùíîñòü ìíî-

æåñòâà âñåõ òàêèõ äåðåâüåâ) è ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ÒÃ T V E Q
k k k
0 0 0� �( , ) âûïîëíÿþò-

ñÿ ðàâåíñòâà | |V n
k
0 � , | |E n

k
0 1� 
 , k q�1, . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñå 1-ýëåìåíòíûå

ìíîæåñòâà ÒÃ âèäà Q T�{ }
1
0 îäíîðîäíûå.

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëû � � � �w w w[ , ]1 2 è �� � �� ��w w w[ , ]1 2 íà äåéñòâèòåëüíîé

ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 8. Áèíàðíîå îòíîøåíèå � ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ � � ��w w îçíà÷àåò,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñòðîãèå íåðàâåíñòâà:

��  �w w1 1, �  ��w w2 2 . (6)

Èíòåðâàëüíûé âåñ w e w e w e( ) [ ( ), ( )]� 1 2 íàçûâàåì ïîëîæèòåëüíûì, åñëè âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî w e1 0( ) � . Ïîëîæèòåëüíûå âåñà ïðèñóùè áîëüøèíñòâó ðåàëü-

íûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à íà ãðàôàõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè

ðåáåð è ñ ÈÖÔ (1), (2) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, åñëè åå ìíîæåñòâî ÒÃ îäíîðîäíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî èíòåðâàëû �w è ��w íåñðàâíèìû, åñëè

äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (6). Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì: ðåáðà êàêîãî-ëèáî ãðàôà G S n� ( ) âçâåøèâàåì ïîïàðíî íåñðàâíèìûìè

èíòåðâàëàìè; çíà÷åíèÿ ýòèõ âåñîâ ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ âñÿ-

êîé ïàðû �x , �� �x X G Q( , ) çíà÷åíèÿ ÈÖÔ F x( )� è F x( )�� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå-

ñðàâíèìûå èíòåðâàëû, â ñèëó ÷åãî ðàññìàòðèâàåìàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à íà ãðà-

ôå G ïîëíàÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 6).

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó íà ãðàôàõ G S n� ( ) ñ ÈÖÔ (1), (2), äëÿ êîòîðîé ìíî-

æåñòâî ÒÃ Q T�{ }
1
0 , k q�1, , îäíîðîäíîå. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 7 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ

êàæäîãî ãðàôà G S n� ( ) âñå åãî äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ x V E X G Qx x� � �( , ) ( , ) ñî-

äåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðåáåð:

| |E c x Xx � � � , (7)
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ãäå n êðàòíî êîíñòàíòå c1 è âåëè÷èíà c c n
n

c
c� �( )

1
2 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé äëÿ âñÿ-

êîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ n . Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå G V E� ( , ) ðåáðà

ìíîæåñòâà E er�{ }, r L�1, , âçâåøåíû èíòåðâàëàìè w er( ) � [ ( ), ( )]w e w er r1 2 :

w er
r

1 2( ) � , r L�1, , (8)

w e w er
L

r2
1

12( ) ( )� 
� , r L�1, . (9)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó äîïóñòèìûõ ðåøåíèé x V E X G Qs
xs� �( , ) ( , ) ,

s �1 2, , â êîòîðûõ íîìåðà ðåáåð ìíîæåñòâ E e e e E
x r r rs s s

c
s� �{ }

1 2
, , ,� , s �1 2, , îáðà-

çóþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà M r r rs
s s

c
s�{ }

1 2
, , ,� , s �1 2, , ãäå c

n

c
c�

1
2 . Äëÿ ýòèõ

ðåøåíèé ñ ó÷åòîì (8), (9) âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ÈÖÔ (1), (2):

F x w e F x G F x Gs

e E

s s

xs

( ) ( ) [ ( , ), ( , )]� �
�
� 1 2 , s �1 2, , (10)

ãäå

F x w es
r

e E

r

r M
x s s

1 2( ) ( )� �
� �
� � , s �1 2, , (11)

F x w e D D F xs

e E

r

r M

s

xs s

2 2 12( ) ( ) ( )� � 
 � 

� �
� � , s �1 2, , (12)

ãäå êîíñòàíòà D cL� ��2 1 .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà M M M1 2 1 2, \� è M M M2 1 2 1, \� è âûäåëèì â íèõ

ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû r r
r M

t
t

1 1

1
1 2

�
�
max

,

, r r
r M

t
t

2 2

2
2 1

�
�
max

,

. Ïîñêîëüêó M M1 2�

è | | | |M M1 2� , òî M M1 2 2 1, ,� ��, â ñèëó ÷åãî r r1 2� . Ïóñòü èìååò ìåñòî ñòðîãîå

íåðàâåíñòâî r r1 2 , òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ìîùíîñòåé | | | |, ,M M1 2 2 1� äëÿ çíà÷å-

íèé (11), (12) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

F x F x F x F xr r
1

1 1
1

2
2

2
2

12 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( ) � � � � . (13)

Ñðàâíèâàÿ (13) è (6), ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8 ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ

ÈÖÔ (1), (2) åå èíòåðâàëüíûå çíà÷åíèÿ (10) íåñðàâíèìû. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì

ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ãðàôà G S n� ( ) è x1, x X G Q2 � ( , ) ïîëó÷àåì, ÷òî ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 8 è íåðàâåíñòâó (13) ðàññìàòðèâàåìàÿ èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à ïîëíàÿ.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ðàññìàòðèâàÿ êëàññ îäíîðîäíûõ ìíîæåñòâ ÒÃ Q, óñëîâèìñÿ íóìåðîâàòü èõ èí-

äåêñîì k � 	1 2, , , ò.å. ðàññìàòðèâàòü êëàññ Q �{ }Qk . Â òåðìèíîëîãèè [13] ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî êëàññ Q îïðåäåëÿåò ñîáîé êëàññ ìàññîâûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ. Íàïðèìåð, â

[15] çíà÷åíèÿ k �1 2 3 4, , , ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì çàäà÷àì:

Q1 — çàäà÷à î ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèÿõ;

Q2 — çàäà÷à îá îñòîâíûõ äåðåâüÿõ;

Q4 — çàäà÷à êîììèâîÿæåðà;

Q7 — çàäà÷à ïîêðûòèÿ ãðàôà çâåçäàìè îäèíàêîâîé ñòåïåíè, ò.å. Q T7
1
7�{ }, ãäå

T
1
7 — h-âåðøèííàÿ çâåçäà, n êðàòíî h .
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Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà ÒÃ Qk �Q ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n ìîæíî âû-

÷èñëèòü ìàêñèìóì ìîùíîñòè ÌÄÐ �k
G S n

kn X G Q( ) max | ( , )|
( )

�
�

. Íàïðèìåð, äëÿ Qk ,

k �1 2 4, , , ýòîò ìàêñèìóì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè [15]:

�1 22 2
( )

!

( / )! /
n

n

n n
� , �2

2( )n n n� 
 , �4
1

2
1( ) ( )!n n� 
 .

(14)

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èñêîìûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà

ãðàôàõ ÿâëÿåòñÿ ÏÌÀ (ñì. îïðåäåëåíèå 3), òî÷íåå, ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ

ÏÌÀ, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî ýëåìåíòà x X� 0 â ÿâíîì âèäå [15, 16]. Ñ ó÷åòîì

(14) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ âûøå çàäà÷ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ÏÌÀ

òðóäíîðåøàåìà [13] èëè (èñïîëüçóÿ òåðìèíîëîãèþ [17]) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ

âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Âî-ïåðâûõ, åñëè äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ ÒÐ Q
k1 è Q

k2 âû-

ïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå âêëþ÷åíèå Q Q
k k1 2� , òî äëÿ âñÿêîãî ãðàôà G S n� ( ) âûïîëíÿåò-

ñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåñòðîãîå) âêëþ÷åíèå X G Q X G Q
k k

( , ) ( , )1 2� . Âî-âòîðûõ,

äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ [3, 4, 11, 13–17] ìîùíîñòü ÌÄÐ

| ( , )|X G Qk ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì n â ñëó÷àå, êîãäà G — ïîëíûé ãðàô.

Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ èçâåñòíûõ îäíîðîäíûõ ìíîæåñòâ ÒÃ Q k ñîîòâåòñòâóþùèå

çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ ñ ÈÖÔ (1), (2) òðóäíîðåøàåìû.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ãðàô G è ìíîæåñòâî ÒÃ Q ïðîèçâîëüíûå, ò.å.

G S n� ( ) , à Q íå îäíîðîäíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 7 è, êðîìå òîãî, âåñà ðåáåð ãðàôà

w e w e w e( ) [ ( ), ( )]� 1 2 ìîãóò áûòü è îòðèöàòåëüíûìè, â ÷àñòíîñòè,

w e w e1 2 0( ) ( )� � .

Ëåììà. Äëÿ âñÿêîé ïàðû «ãðàô G V E S n� �( , ) ( ), ìíîæåñòâî ÒÃ Q », äëÿ êîòî-

ðîé ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì ÌÄÐ X G Q( , ) ��, ñóùåñòâóþò òàêèå âåñà

w e w e w e( ) [ ( ), ( )]� 1 2 ðåáåð e E� , ÷òî êàæäàÿ ïàðà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

x x X G Q1 2, ( , )� íåñðàâíèìà ïî çíà÷åíèþ ÈÖÔ (1), (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àíàëîãèè ñ (8), (9) ïåðåíóìåðîâàííûå èíäåêñîì

r L� 	1 2, , , , L E� | | ðåáðà e Er � âçâåñèì èíòåðâàëàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

w e w e w er r r( ) [ ( ), ( )]� 1 2 , ãäå w er
r

2 2( ) � , w er
r

1 2( ) .� 
 Äëÿ êàêèõ-ëèáî äîïóñòè-

ìûõ ðåøåíèé x x X G Q1 2, ( , )� â ïàðå ìíîæåñòâ E Ex1
� , E Ex2

� îïðåäåëèì ìàêñè-

ìàëüíûé íîìåð k L�{ }1 2, , ,� òàêîé, ÷òî ek ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ

(äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî e Ek x�
1
) è íå ïðèíàäëåæèò äðóãîìó

( )e Ek x�
2

. Èç òîãî, ÷òî e Ek x�
1
, âûòåêàåò âûïîëíåíèå ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ F x1 1( ) �

�  �
� �
� �w e F x w e

e E

r

e E

r

r x r x

1 1 2 1

1 2

( ) ( ) ( )  �
�
�F x w e

e E

r

r x

2 2 2

2

( ) ( ) F x2 1( ) �
�
� w er

e Er x

2

1

( ) ,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âûïîëíåíèå ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ F x F x( ) ( )2 1� (ñì. îïðåäå-

ëåíèå 8). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1 è ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ïàðû

x x X G Q1 2, ( , )� ýòî âêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì ëåììû.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6 âñÿêàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ãðà-

ôàõ ïîëíàÿ, åñëè åå ÌÄÐ ïóñòîå èëè ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà. Òîãäà èç

ëåììû ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ G S n� ( ) ñ ïðîèçâîëüíûìè

èíòåðâàëüíûìè âåñàìè è ÈÖÔ (1), (2) ïîëíàÿ äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ÒÃ.

Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò ñëåäñòâèå 2.

Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ G S n� ( ) ñ ïðîèçâîëüíûìè

âåñàìè è ÈÖÔ (1), (2) òðóäíîðåøàåìà, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ÌÄÐ

| ( , ) |X G Q íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íèêàêèì ïîëèíîìîì îò n.

5. ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎ ÐÀÇÐÅØÈÌÛÅ ÏÎÄÊËÀÑÑÛ
ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ

Òåîðåìà 1 êîíñòàòèðóåò ñâåäåíèå èíòåðâàëüíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ê 2-êðèòåðèàëü-

íûì çàäà÷àì. Êàê èçâåñòíî [15], çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ ñ ÂÖÔ âåñîâîãî

âèäà (3), (4) òðóäíîðåøàåìûå. Ñóùåñòâóåò ðÿä ïîäõîäîâ, ÷òîáû ýëèìèíèðîâàòü

ïðîáëåìó òðóäíîðåøàåìîñòè, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà ñâîéñòâîì ïîëíîòû (ñì. îïðå-

äåëåíèå 6). Îäèí èç òàêèõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ââåñòè ñïåöèàëüíûå

äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (îãðàíè÷åíèÿ) â ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó ðàññìàòðè-

âàåìîé ìàññîâîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ ÂÖÔ âèäà (3), (4) âìåñòî âòîðîãî ìèíè-

ìèçèðóåìîãî (ìàêñèìèçèðóåìîãî) êðèòåðèÿ âåñîâîãî âèäà ââåñòè êðèòåðèé âèäà

MINMAX (MAXMIN). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü

ÏÌÀ | ( , ) |X G Qk0 , G S n� ( ) , îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì ïîðÿäêà O n( )2 [15].

Ïî àíàëîãèè ñ 2-êðèòåðèàëüíûìè çàäà÷àìè [18] äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåð-

âàëüíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêèå íåòðèâèàëüíûå óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ ìîùíîñòü ÏÌÀ | ( , ) |X G Qk0 äëÿ âñåõ G S n� ( ) îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîí-

ñòàíòîé èëè õîòÿ áû ïîëèíîìîì îò n «íåâûñîêîé» ñòåïåíè. Â ýòîé ñâÿçè ðàññìîò-

ðèì èíòåðâàëüíóþ çàäà÷ó ïîêðûòèÿ ãðàôà çâåçäàìè ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

1) ìíîæåñòâî ÒÃ Q T7
1
7�{ } ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

h-âåðøèííîé çâåçäîé;

2) çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ íà 2-äîëüíûõ ãðàôàõ G V V E S n� �( , , ) ( )1 2 , ó êîòî-

ðûõ ÷èñëî âåðøèí ïåðâîé (âòîðîé) äîëè ðàâíî | |V m1 � (| | )V l2 � , îáùåå ÷èñëî âåð-

øèí n m l� � êðàòíî h è l m h� 
( )1 ;

3) âñÿêîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x V V E X G Qx� �( , , ) ( , )1 2
7 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òàêîé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G , ó êîòîðîãî êàæäàÿ èç m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ h-âåðøèííîé çâåçäîé, à åå öåíòð — íåêîòîðîé âåðøèíîé v V� 1;

4) ðåáðà e Er � âçâåøåíû èíòåðâàëàìè èç ìíîæåñòâà A, ñîñòîÿùåãî èç R èíòåð-

âàëîâ a a ar r r� [ , ]
1 2

îäèíàêîâîé äëèíû, ò.å. èíòåðâàëû èç A óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâàì

a a dr r
2 1

 � , r R�1, . (15)

Îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèÿìè 1)–4) çàäà÷ó ïîêðûòèÿ ãðàôà çâåçäàìè ñ ÈÖÔ

(1), (2) îáîçíà÷èì Z7
* . Äîêàçàòåëüñòâî ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Z7

*

êîíñòðóêòèâíî, ò.å. áàçèðóåòñÿ íà îïèñàíèè è îáîñíîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-

ëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà �1, êîòîðûé ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Â äàííîì ãðàôå G V V E S n� �( , , ) ( )1 2 äëÿ êàæäîé âåðøèíû v Vi � 1,

i m�1, , âûäåëÿåì ïîäìíîæåñòâî V vi2 ( ) âñåõ âåðøèí v Vj � 2 , ñìåæíûõ ñ vi , à òàêæå

ïîäìíîæåñòâî E v e v vi i j( ) ( , )� �{ : v V v Ej i� �2 ( )} âñåõ ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåð-

øèíå vi . Äàëåå, äëÿ êàæäîé âåðøèíû v Vi � 1 ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî V v vi i
s

1 ( ) �{ },
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s h� 
1 2, , åå äóáëèêàòîâ. Îáúåäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ ïî èíäåêñó i m� 	1 2, , ,

âìåñòå ñ äîëåé V1 îáðàçóåò ïîïîëíåííóþ ïåðâóþ äîëþ V V V vi

i

m

1 1 1

1

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

( )� . Çàòåì

äëÿ êàæäîãî äóáëèêàòà v V vi
s

i� 1 ( ) ñòðîèòñÿ çâåçäà T vi
s

1 ( ) ñ öåíòðîì v V vi
s

i� 1 ( ) è

ìíîæåñòâîì ðåáåð E v e v vi
s

i
s

j( ) ( , )� �{ : v V vj i� 2 ( )}. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî

E ïîïîëíÿåòñÿ ðåáðàìè çâåçä-äóáëèêàòîâ T vi
s

1 ( ) , s h� 
1 2, , i m�1, . Ðåçóëüòàòîì

ýòîãî ïîïîëíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 2-äîëüíûé ãðàô G V V E� ( , , )1 2 , E E E vi
s

s

h

i

m

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�




�

( )

1

1

1

��

ñ ðàâíîìîùíûìè äîëÿìè: | | | |V V l1 2� � .

Ýòàï 2. Ñíà÷àëà â ãðàôå G èíòåðâàëüíûå âåñà w e w e w e( ) [ ( ), ( )]� 1 2 ðåáåð

e E� çàìåíÿþòñÿ íà ÷èñëà w e1 ( ) . Äàëåå â 1-âçâåøåííîì ãðàôå G ñ ïîìîùüþ ïîä-

õîäÿùåãî àëãîðèòìà [14] (íàïðèìåð, âåíãåðñêèé àëãîðèòì) âûäåëÿåì îïòèìàëüíîå

ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå x V V Ex� ( , , )1 2 , ãäå V vi2 ( ) — ïîäìíîæåñòâî âñåõ âåð-

øèí v Vj � 2 , ñìåæíûõ ñ äóáëèêàòàìè v V vi
s

i� 1 ( ) èëè ñ ñàìîé âåðøèíîé v Vi � 1;

ìîùíîñòü | ( ) |V v hi2 1� 
 , i m�1, ; V v V

i

m

i2

1

2

�

�� ( ) . Â çàâåðøåíèå ýòàïà 2 äëÿ êàæäî-

ãî ðåáðà e Ex� ÷èñëîâîé âåñ w e( ) çàìåíÿåòñÿ íà ïåðâîíà÷àëüíûé èíòåðâàëüíûé âåñ

w e a ar r r( ) [ , ]� ��
1 2

.

Ýòàï 3. Ê ïîëó÷åííîìó ñîâåðøåííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ x ïðèìåíÿåòñÿ èçâåñò-

íàÿ îïåðàöèÿ ñêëåèâàíèÿ âåðøèí ãðàôà: äëÿ êàæäîãî i m� 	1 2, , , âåðøèíû-äóáëè-

êàòû v V vi
s

i� 1 ( ) ñêëåèâàþòñÿ ñ âåðøèíîé v Vi� 1; äëÿ ïîëó÷åííîé ïîñëå ñêëåèâàíèÿ

ñ vi âåðøèíû îñòàâëÿåì îáîçíà÷åíèå vi . Ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïîëó÷åí-

íîé h-âçâåøåííîé çâåçäû, ñîñòîÿùåé èç ( )h 
1 ðåáåð e v vi j� ( , ) , òàêèõ ÷òî

v V vj i� 2 ( ) . Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ýòàïà 3 ÿâëÿåòñÿ îñòîâíûé ïîä-

ãðàô x V V Ex
0

1 2 0
� ( , , ) èñõîäíîãî ãðàôà G V V E� ( , , )1 2 , åãî êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñ-

òè ÿâëÿþòñÿ m h-âåðøèííûõ çâåçä ñ öåíòðàìè â âåðøèíàõ v Vi � 1, i m�1, , ò.å. x0 —

äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è Z7
* .

Ïóñòü S n* ( ) — ïîäìíîæåñòâî 2-äîëüíûõ ãðàôîâ G S n� ( ) , óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì 1)–4) çàäà÷è Z7
* .

Òåîðåìà 4. Äëÿ âñÿêîãî ãðàôà G S n� * ( ) ñ íåïóñòûì ÌÄÐ çàäà÷è Z7
* åå ÏÌÀ

X G Q0 7( , ) ñîñòîèò èç îäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x0 , êîòîðîå àëãîðèòì �1íàõî-

äèò ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ O n( )3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó [13] Z7
* ñ ìèíèìèçèðóå-

ìîé ÈÖÔ (1) íà êîíêðåòíîì ãðàôå G V V E S n� �( , , ) ( )*
1 2 è îïðåäåëèì íà ÌÄÐ

X x�{ }äëÿ èíòåðâàëüíûõ çíà÷åíèé åãî ÈÖÔ (1), (2) áèíàðíîå îòíîøåíèå íåñòðîãî-

ãî ïðåäïî÷òåíèÿ � . Âûðàæåíèå F x F x( ) ( )� ��� îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåñòðîãèõ íå-

ðàâåíñòâ F x G F x Gv v( , ) ( , )� � �� , v �1 2, . .

Ïî îïðåäåëåíèþ àëãîðèòìà �1 íà åãî âûõîäå ïîëó÷àåì äîïóñòèìîå ðåøåíèå

x X X G0 7� � ( , )Q , íà êîòîðîì äîñòèãàåò ìèíèìóìà çíà÷åíèå ëåâîãî êîíöà ÈÖÔ (1), (2):

F x F x
x X

1
0

1( ) min ( )�
�

. (16)
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Èç ðàâåíñòâ (15) ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè (2) êîíöîâ èíòåðâàëà (1) çíà÷åíèå

ïðàâîãî êîíöà F x2 ( ) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

F x F x ld2 1( ) ( )� � � �x X , (17)

ãäå l V� | |2 . Èç (16) è (17) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ çíà÷åíèÿ ÈÖÔ

F x F x F x( ) ( ( ), ( ))0
1

0
2

0� âûïîëíÿåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ïðåäïî÷-

òåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó äîïóñòèìîìó ðåøåíèþ x X� : F x F x( ) ( )0
�

� �x X . Ïðè ýòîì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýòàïà 2 âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü

� �( )1 àëãîðèòìà �1 èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çà-

äà÷è î ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèÿõ íà 2-äîëüíîì ãðàôå [14]:

� �( ) ( ) ( )1
3 3� �O l O n .

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèÿìè 1)–4) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìóþ çàäà÷ó Z7
* ìîæíî

ðàñøèðèòü, îñëàáèâ óñëîâèå 2) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäà÷ó ïîêðûòèÿ ãðàôà çâåç-

äàìè ðàññìàòðèâàåì íà âñåõ ãðàôàõ G V E S n� �( , ) ( ) , íî ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñ-

òâî ÒÃ Q7 ñîñòîèò èç òàêîé çâåçäû, ó êîòîðîé ÷èñëî âåðøèí

h
n

c
�

0

,
(18)

ãäå c0 — íåçàâèñèìàÿ îò n êîíñòàíòà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäëîæèòü ïîëè-

íîìèàëüíûé àëãîðèòì �2 , ó êîòîðîãî ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï îñóùåñòâëÿåò ïå-

ðåáîð âàðèàíòîâ ìíîæåñòâà âåðøèí ïåðâîé äîëè V V1 � äëÿ èíäóöèðóåìûõ â

äàííîì ãðàôå G V E S n� �( , ) ( ) 2-äîëüíûõ ãðàôîâ G V V E� ( , , )1 2 , V V V1 2� � ,

| |V m1 � . Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî ïåðåáîðà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòà-

íèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m , ò.å. îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì O n
c

( )0 . Äàëåå,

äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ïåðâîé äîëè V V1 � îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåøåíèå ðàññìîòðåí-

íîé âûøå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è Z7
* íà êîíêðåòíîì 2-äîëüíîì ãðàôå

G V V E� ( , , )1 2 , V V V2 1� \ , E E� . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî c0 3� âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî � �( ) ( )1
0�O n

c
. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (18) âìåñòå ñ óñëîâèÿ-

ìè 1), 3) è 4) îïðåäåëÿåò åùå îäèí ïîäêëàññ ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìûõ èí-

òåðâàëüíûõ çàäà÷ ïîêðûòèÿ ãðàôà çâåçäàìè.

6. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 ìåòîäû ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ èíòåðâàëüíûõ çàäà÷. Ñðåäè ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ ïàðåòîâñêèõ

îïòèìóìîâ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå àëãîðèòìû ëèíåéíîé ñâåðòêè êðèòåðèåâ

(ËÑÊ):

F x F xN�

�
� ��( ) ( )�

�
�

1

,

ãäå � � � � � � � ��
�

�� � � � � �
�
�
�

 �

!
"
�

#��
�$N N

N

N( , , , ): , , ,1 2

1

1 0 1� . Åñëè âñå êðèòå-

ðèè F x� ( ) , � �1, N , ìèíèìèçèðóåìûå (ìàêñèìèçèðóåìûå) è ïðèíèìàþò ïîëîæè-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ F x x X� ( ) � � �0 , òî ýëåìåíò x X� � — ïàðåòîâñêèé îïòèìóì,

åñëè íà íåì çíà÷åíèå ËÑÊ F x� ( ) äîñòèãàåò ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà). Èçâåñòíî

[17], ÷òî ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è íà ãðàôàõ íåðàçðåøèìû ñ ïîìîùüþ àëãî-

ðèòìîâ ËÑÊ. Âìåñòå ñ òåì âñÿêàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ N-êðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ðàç-

ðåøèìà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ËÑÊ, åñëè îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì �:
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«ÏÌÀ ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, ò.å. ìîùíîñòü | |X 0 1� ». Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè êàêàÿ-ëèáî èíäèâèäóàëüíàÿ èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà

ãðàôàõ ñ ÈÖÔ (1), (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì �, òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé 2-êðèòåðè-

àëüíîé çàäà÷è ñ ÂÖÔ (3), (4) ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð � � �� �( , )1 2 2$ , ïðè êî-

òîðîì ëèíåéíàÿ ñâåðòêà êðèòåðèåâ (4) äîñòèãàåò òðåáóåìîãî ýêñòðåìóìà íà ýëå-

ìåíòå x X0 0� , ïðè÷åì | |X 0 1� .

Ïðåäñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó Z7 ïîêðûòèÿ ãðàôîâ G S n� ( ) çâåçäàìè èç 1-ýëå-

ìåíòíîãî ìíîæåñòâà ÒÃ Q ðàññìîòðèì ïðè óñëîâèè, êîòîðîå â íåêîòîðîì ñìûñëå

ïîëÿðíî ïðîòèâîïîëîæíî óñëîâèþ (18), à èìåííî, ìíîæåñòâî Q T�{ }1 , â êîòîðîì T1

— çâåçäà ñ ÷èñëîì âåðøèí,

h c� 0 , (19)

ãäå c0 — íåçàâèñÿùàÿ îò n êîíñòàíòà è n êðàòíî h.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì �3 ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Â äàííîì n-âåðøèííîì ãðàôå G V E� ( , ) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûäå-

ëÿåì ïîäìíîæåñòâî V V1 � öåíòðîâ çâåçä èñêîìîãî ïîêðûòèÿ, V vi1 �{ }, i m�12, , ,� ,

m
n

h
� . Îñòàâøååñÿ ïîäìíîæåñòâî ( \ )V V1 îáîçíà÷àåì V v j2 �{ }, j l�12, , ,� , l n m� 
 .

Óäàëèâ èç ãðàôà G âñå ðåáðà, êðîìå ðåáåð âèäà e v vi j� ( , ) , v Vi � 1, v Vj � 2 , ïîëó÷à-

åì 2-äîëüíûé ãðàô G V V E� ( , , )1 2 . Äàëåå ïîäìíîæåñòâî V2 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì

ðàçáèâàåì íà ( )h 
1 ðàâíîìîùíûõ ïîäìíîæåñòâ V t
2

, t h� 
1 1, , è èíäóöèðóåì

â G 2-äîëüíûå ïîäãðàôû G V V Et t t� ( , , )1 2
ñ ðàâíîìîùíûìè äîëÿìè | | | |V V mt

2 1� � ,

t h� 
1 1, , m h l( )
 �1 . Â ýòèõ ïîäãðàôàõ èíòåðâàëüíûå âåñà w e w e w e( ) [ ( ), ( )]� 1 2

ðåáåð e E� çàìåíÿåì ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëàìè w e w e w e( ) [ ( ), ( )]� 1 2 , t h� 
1 1, .

Ýòàï 2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì, ÷òî ÈÖÔ (1), (2) ìàêñèìèçèðóåìàÿ

( max)extr � . Â êàæäîì ïîäãðàôå Gt íàõîäèì îïòèìàëüíîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòà-

íèå yt , E Ey
t

t
� ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî àëãîðèòìà [13]. Ðåáðà ýòèõ ïàðîñî÷åòà-

íèé ïîìå÷àåì çâåçäî÷êîé *, E ey rt
�{ }* , t h� 
1 1, .

Ýòàï 3. Ïî íîìåðàì âåðøèí vi , v j îòìå÷åííûõ ðåáåð e v vr i j
* ( , )� âûäåëÿåì â

èñõîäíîì ãðàôå G ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà, êîòîðûå òàêæå ïîìå÷àåì çâåçäî÷êîé.

Ïî îïðåäåëåíèþ ýòàïà 2 ïîìå÷åííûå ðåáðà â èñõîäíîì ãðàôå G îáðàçóþò ðåáåðíîå

ïîêðûòèå ýòîãî ãðàôà h-âåðøèííûìè çâåçäàìè, ò.å. ïî çàâåðøåíèè ýòàïà 3 ïîëó÷à-

åì äîïóñòèìîå ðåøåíèå x V V E
x

* ( , , )*� 1 2 çàäà÷è Z7 íà ãðàôå G.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ:

% J m R A G( , , ) �{ } — ìíîæåñòâî âñåõ 2m-âåðøèííûõ 2-äîëüíûõ ãðàôîâ

G V V E� ( , , )1 2 , | | | |V V m1 2� � , ó êîòîðûõ ðåáðà âçâåøåíû èíòåðâàëàìè

a a ar r r� [ , ]
1 2

èç ìíîæåñòâà A ar�{ }, r R�1 2, , ,� , ãäå èíòåðâàë aR ìàêñèìàëüíûé,

ò.å. äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ëó÷øå a aR r
� äëÿ

âñåõ r R� 
12 1, , ,� (ñì. îïðåäåëåíèå 1);

% G m Rp ( , ) — 2-äîëüíûé 2m-âåðøèííûé ñëó÷àéíûé ãðàô [19] ñ ðàâíîìîùíû-

ìè äîëÿìè V1, V2 , â êîòîðîì äëÿ âñÿêîé ïàðû âåðøèí v Vi � 1, v Vj � 2 , 1� i, j m� ,

ðåáðî e ïîÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p R� � 
( )1 1;

% �, 	 — ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî ðàñòóùèå ôóíêöèè îò m , ïðè÷åì

� �� �&( )m è 	 	� �&( )m ïðè m�& , � 	�O ( ) .

Äëÿ ìíîæåñòâà J m R A( , , ) è ñëó÷àéíîãî ãðàôà G m Rp ( , ) èç òåîðåìû 4.17 [19]

âûòåêàþò ñëåäñòâèÿ, êîòîðûå ñôîðìóëèðóåì â âèäå óòâåðæäåíèé.
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Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ïîëó÷àåìûå íà âûõîäå ýòàïà 2 íåâçâåøåííûå ãðàôû

G V V Et t t� ( , , )1 2
, 1 1� � 
t h , ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ãðà-

ôà G m Rp ( , ) , òî êàæäûé èç íèõ ïî÷òè âñåãäà, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ Pt m� 
1 
 ,


m � 0 , ïðè m� 0 ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèå

p R
m

m
� � �
( )

ln
.1

2

1 (20)

Â òåðìèíîëîãèè [19] ñâîéñòâî «ãðàô ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå»

ÿâëÿåòñÿ «ìîíîòîííûì ïî ðåáðàì». Äëÿ âñÿêîãî ìîíîòîííîãî ïî ðåáðàì ñâîéñòâà

â [19] óñòàíîâëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè íàëè÷èÿ ýòîãî

ñâîéñòâà «ïî÷òè âñåãäà» â ðåàëèçàöèÿõ ñëó÷àéíîãî ãðàôà è «äëÿ ïî÷òè âñåõ ãðà-

ôîâ» èç ìíîæåñòâà âèäà J m R A( , , ) . Â ñèëó ýòîé âçàèìîñâÿçè ñ ó÷åòîì (20) ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

R
m

m
�

�

2

ln �

(21)

ïî÷òè âñå ãðàôû G J m R A� ( , , ) ñîäåðæàò òàêèå ñîâåðøåííûå ïàðîñî÷åòàíèÿ,

ó êîòîðûõ êàæäîå ðåáðî âçâåøåíî ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì a AR � .

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (19) êîëè÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ íà âûõîäå ýòàïà 2 ãðàôîâ

Gt îãðàíè÷åíî ñâåðõó êîíñòàíòîé c0 . Òîãäà èç óòâåðæäåíèé 1 è 2 âûòåêàåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (20) ïî÷òè âñåãäà, ò.å. ñ âåðîÿò-

íîñòüþ Pt

t

h

m

�




' � 

1

1

1 � , �m � 0 ïðè m� &, êàæäàÿ èç ( )h 
1 ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíî-

ãî ãðàôà G m Rp ( , ) ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Óòâåðæäåíèå 4. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (21) ïî÷òè âñå 2-äîëüíûå

ãðàôû G J m R At � ( , , ) , ïîëó÷àåìûå íà âûõîäå ýòàïà 2, ñîäåðæàò òàêæå ñîâåðøåí-

íûå ïàðîñî÷åòàíèÿ, ó êîòîðûõ ðåáðà âçâåøåíû ìàêñèìàëüíûìè èíòåðâàëàìè

a AR � .

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà m
n

h
� è ñîîòíîøåíèÿ (19) óñëîâèå (21) ïðèíèìàåò âèä

R
n

h n h
�


 �

2

(ln ln )�
.

(22)

Òîãäà èç óòâåðæäåíèÿ 4 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 5. Åñëè ðåáðà ãðàôîâ G S n� ( ) âçâåøåíû èíòåðâàëàìè èç ìíîæåñòâà A,

òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (19), (22) àëãîðèòì �3 ïî÷òè âñåãäà íàõîäèò äëÿ

ýòèõ ãðàôîâ ïîêðûòèå h-âåðøèííûìè çâåçäàìè, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îäíîýëå-

ìåíòíîå ÏÌÀ.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 àëãîðèòì �3 ñòàòèñòè÷åñêè ýôôåêòèâíûé [16], òàê êàê åãî

âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì òðåòüåé ñòåïåíè îò n [14].
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