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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà ïðîâåðêè ðàáî-

òîñïîñîáíîñòè, îáåñïå÷èâàþùåãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ãîòîâ-

íîñòè ñèñòåìû, ïîäâåðæåííîé äâóì òèïàì îòêàçîâ: âíåçàïíîìó (êàòàñòðîôè÷åñêî-

ìó) îòêàçó, îáíàðóæåííîìó àïïàðàòóðíûì êîíòðîëåì â ìîìåíò åãî âîçíèêíîâå-

íèÿ, è ïàðàìåòðè÷åñêîìó (èçíîñîâîìó), îáíàðóæèâàåìîìó òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèì

êîíòðîëåì. Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå ñèñòåìû äëèòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ,

ïðè ýêñïëóàòàöèè êîòîðûõ âîçìîæíî îïåðàòèâíîå âìåøàòåëüñòâî îáñëóæèâàþ-

ùåãî ïåðñîíàëà äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû â èñïðàâíîå ñîñòîÿíèå è äëÿ êîòîðûõ

îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè.

Âíåçàïíûé îòêàç, êàê ïðàâèëî, ïîä÷èíÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîìó çàêîíó, à ïàðà-

ìåòðè÷åñêèé îòêàç — îáùåìó çàêîíó. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òåõíè÷åñêèå ñèñòå-

ìû (ÒÑ), êîòîðûå ðàáîòàþò äëèòåëüíîå âðåìÿ, íåïðåðûâíî ïîäâåðãàþòñÿ âëèÿíèþ

ôèçè÷åñêîãî ñòàðåíèÿ èëè èçíîñà, ÷òî âûðàæàåòñÿ â âîçðàñòàíèè îïàñíîñòè îòêàçà

âî âðåìåíè. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû

ÿâëÿåòñÿ ñâîåâðåìåííîå îáíàðóæåíèå è çàìåíà îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ, à òàêæå çà-

ìåíà ýëåìåíòîâ, äîñòèãàþùèõ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ èçíîñà. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ

ïðîâîäèòü ïåðèîäè÷åñêèå ïðîâåðêè, îñìîòðû è ò.ä. äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ íàñòóïà-

þùåãî îòêàçà. Ýòè âèäû îòêàçà, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè. Îíè

èìåþò îáùèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, è èõ èñïîëüçîâàíèå â òàêîì âèäå äëÿ àíàëèòè-

÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçàíî ñ íåïðåîäîëèìûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè.

Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñ öåëüþ ìàðêîâèçàöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðåäëàãà-

åòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáùåãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíû-

ìè ýòàïàìè (ôàçàìè), êàæäûé èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåí ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñ

ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþøóþ ìîäåëü. Ïóñòü ñèñòåìà ïîä-

âåðæåíà äâóì âèäàì îòêàçîâ:

1) âíåçàïíîìó ñ èíòåíñèâíîñòüþ �, îáíàðóæèâàåìîìó â ìîìåíò åãî âîçíèêíî-

âåíèÿ;

2) ïàðàìåòðè÷åñêèì, ïîñòåïåííûì, èçíîñîâûì è ò.ä., îáíàðóæèâàåìûì òîëüêî

â ïðîöåññå ïåðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ, äëÿ åãî îïèñàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êîòîðîé èìååò âèä
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Çäåñü a s( ) — ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÐ)

âðåìåíè âîçíèêíîâåíèÿ îòêàçà; n — êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëüíûõ âåòâåé, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ñîñòîèò èç l i ni ( , )� 1 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôàç; aij — èíòåíñèâíîñòü ïðå-

áûâàíèÿ íàñòóïàþùåãî îòêàçà â ôàçå (ij) (i — íîìåð âåòâè, j — íîìåð ýòàïà
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(ôàçû)); îòìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî ìîæåò áûòü çàíÿòà òîëüêî îäíà ôàçà; pi —

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íàñòóïàþùåãî îòêàçà â ïåðâóþ ôàçó i-é âåòâè.

Â ïðîöåññå ïðîâåðêè è âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçû íå ïðîÿâëÿþòñÿ. Ïîñëå âíåçàï-

íîãî îòêàçà, à òàêæå â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ, åñëè èìååò

ìåñòî íåîáíàðóæåííûé îòêàç, ñèñòåìà ñðàçó ïåðåäàåòñÿ íà âîññòàíîâëåíèå, ïîñëå

÷åãî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî îáíîâëåííîé.

Äëÿ îïèñàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ââåäåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � ( )t

[1–3, 8, 9]: � ( )t � 1, åñëè â ìîìåíò t ñèñòåìà ðàáîòîñïîñîáíà; � ( )t � 2 — ñèñòåìà

íåðàáîòîñïîñîáíà ââèäó íàëè÷èÿ íåîáíàðóæåííîãî îòêàçà; � ( )t � 3 — ñèñòåìà ðà-

áîòîñïîñîáíà è ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêèé êîíòðîëü; � ( )t � 4 — ñèñòåìà íåðàáîòî-

ñïîñîáíà è ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêèé êîíòðîëü, â êîíöå êîòîðîãî áóäåò óñòàíîâëåí

òèï îòêàçà (èçíîñîâûé îòêàç); � ( )t � 5 — ñèñòåìà íåðàáîòîñïîñîáíà è âîññòàíàâëè-

âàåòñÿ; � ( )t — ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïî íàñòóïàþùåìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó îòêàçó.

Ñîñòîÿíèå � ( ) ( )*t ili� , l li i
* � , i n� 1, , ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì îòêàçà ñèñòåìû â ðå-

çóëüòàòå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îòêàçà (â ìîìåíò t ñèñòåìà ïðîäîëæàåò ôóíêöèîíèðî-

âàòü â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè, òàê êàê äî ìîìåíòà t (ïåðåä t) ïîñëå ïîñëåäíåãî ïå-

ðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ èëè âîññòàíîâëåíèÿ âîçíèê ïàðàìåòðè÷åñêèé îòêàç, êîòî-

ðûé áóäåò îáíàðóæåí òîëüêî ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîâåðêàõ èëè â ïðîöåññå

âîññòàíîâëåíèÿ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: F u( ) — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ÔÐ) âðåìåíè ïåðèî-

äè÷íîñòè êîíòðîëÿ (âðåìåíè ìåæäó ñîñåäíèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîâåðêàìè, ÿâëÿ-

þùåãîñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé), c u F u F u f u F u( ) ( ) / [ ( )], ( ) ( )� 
 � � 
1 ;

� ( )u — ÔÐ âðåìåíè ïåðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ b u u u( ) ( ) / [ ( )]� 
 �� �1 ;

G u kk ( ), , ,� 1 2 3, — ÔÐ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøåé ñèñòåìû (�k u( ) �

� �
G u G uk k( ) / [ ( )]1 , g u G uk k( ) ( ))� 
 â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäàìè îòêàçîâ: k � 1— òîëüêî

ïðè âíåçàïíîì îòêàçå; k � 2 — òîëüêî ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì îòêàçå; k � 3 — ïðè îä-

íîâðåìåííîì óñòðàíåíèè îáîèõ âèäîâ îòêàçà.

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñ-

êîãî êîíòðîëÿ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïåðèîäè÷åñêèìè ïðî-

âåðêàìè (âðåìåíè ïåðèîäè÷íîñòè). Ïîýòîìó ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

â ïðîöåññå ïåðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ñèñòåìà ïî èçíîñîâûì îòêàçàì íå ìåíÿåò ñî-

ñòîÿíèÿ. Ýòî äîïóùåíèå íå íîñèò ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà. Â ñëó÷àå íåîáõîäè-

ìîñòè ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò ýòîãî äîïóùåíèÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé

[6–10] îïèøåì ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñëåäóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè:

1) � � � �ij t u du t t ij u t u du( , ) ( ) , ( ) ( ), ( )� � � � � �P{ }1 , i n� 1, , j li� 1, , — âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò t ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè; ïî

íàñòóïàþùåìó èçíîñîâîìó (ïàðàìåòðè÷åñêîìó) îòêàçó ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿ-

íèè (ij), à âðåìÿ � ( )t , ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ ïîñëåäíåãî (ïåðåä t) ïåðèî-

äè÷åñêîãî êîíòðîëÿ èëè âîññòàíîâëåíèÿ äî ìîìåíòà t, çàêëþ÷åíî â èíòåðâàëå

( , )u u du� (çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî t � 0 ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ âîññòà-

íîâëåíèÿ, ò.å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò (t � 0 ) ñèñòåìà ðàáîòîñïîñîáíà);

2) � � � �
il i

i
t u du t t i l u t u du* ( , ) ( ) , ( ) ( , ), ( )*� � � � � �P{ }2 — âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî â ìîìåíò t ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íåðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè il i ni
*, , ,� 1

è ñ ïîñëåäíåãî (ïåðåä t) ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ èëè âîññòà-

íîâëåíèÿ äî ìîìåíòà t ïðîøëî âðåìÿ � ( )t , çàêëþ÷åííîå â èíòåðâàëå (u u du, � );

3) q t u du tij ( , ) ( )� �P{� 3, � �( ) ( , ), ( ) },t i j u t u du� � � � i n� 1, , j li� 1, , —

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò t ñèñòåìà ðàáîòîñïîñîáíà, ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñ-

êóþ ïðîâåðêó â òå÷åíèå âðåìåíè � ( )t (u t u du� � �� ( ) ), êîòîðàÿ íà÷àëàñü â èíòåð-

âàëå âðåìåíè (t u t u du� � �, );
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4) q t u du t t i l u t u du i
il i

i
* ( , ) ( ) , ( ) ( , ), ( )*� � � � � � �P{ },� � �4 1, n, — âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò t ñèñòåìà íåèñïðàâíà (íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (ili
* )), ïðî-

õîäèò ïåðèîäè÷åñêóþ ïðîâåðêó â òå÷åíèå âðåìåíè � ( )t (u t u du� � �� ( ) ), êîòîðàÿ

íà÷àëàñü â èíòåðâàëå âðåìåíè (t u t u du� � �, );

5) r t u du t u t u du kk ( , ) ( ) , ( ) , ,� � � � � �P{ }� �5 1 3 , — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

â ìîìåíò t ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå âîññòàíîâëåíèÿ óæå â òå÷åíèå âðåìåíè

� �( ) ( ( ) )t u t u du� � � , êîòîðîå íà÷àëîñü â èíòåðâàëå âðåìåíè (t u t u du� � �, ).

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ î âîçìîæíûõ èçìåíåíèÿõ ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû â ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè ( , ),t t t� � îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ âåðîÿò-

íîñòåé ñîñòàâèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [4–8, 10]:

� � � � � �� �ij ijt u t t u u( , ) / ( , ) /

� � � � � � � �[ ( )] ( , ) ( ) ( , );a c u t u a t uij ij j ij ij� � 	 �1 1 1 1 (1)

� � � � � � � � �� � � �
il il ili i i

t u t t u u c u t u* * *( , ) / ( , ) / [ ( )] ( , ) a t uil ili i
� ( , ); (2)

� � � � � � �q t u t q t u u b u q t uij ij ij( , ) / ( , ) / ( ) ( , ); (3)

� � � � � � �q t u t q t u u b u q t u
il il ili i i

* * *( , ) / ( , ) / ( ) ( , ); (4)

� � � � � � �r t u t r t u u u r t uk k k k( , ) / ( , ) / ( ) ( , ),� (5)

i n j l k l li i i� � � � �1 1 1 3 1, ; , ; , ; * èëè l li i
* .�

Çäåñü 	 ij — ñèìâîë Êðîíåêåðà: 	 ij

è i j

è i j
�

�

�

�
�
�

1

0

ï

ï

ð ,

ð .

Îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûâåäåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

� 	 �
�

� �ij j i

t

ijt p r t u u du q t u b u d( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )0 1

1

3

0

� �
�

 � u t

t

ii j j
0

� � 	 	 	~ ~ ( ); (6)

�
ili

t* ( , ) ;0 0� (7)

q t t u c u duij ij

t

( , ) ( , ) ( ) ;0

0

� � � (8)

q t t u c u du
il

t

ili i
* *( , ) ( , ) ( )0

0

� � � ; (9)

r t t u du T

i

n

j

l t

ij

i

n

j

l

ij

i i

1

1 1 0 1 1

0( , ) ( , ) (� �
� � � �

 
 � 
 
� � � t ) ; (10)

r t q t u b u du

i

n t

ili
2

1 0

0( , ) ( , ) ( )*�
�

 � ; (11)

r t t u du T t

i

n t

il
i

n

ili i
3

1 0 1

0( , ) ( , ) ( )* *� �
� �

 � 
�� � , (12)

i n j li� �1 1, , , .
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Çäåñü (
~ ~

)i j ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû â ìîìåíò t � 0 ; 	 ( )t — èì-

ïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ Äèðàêà: 	 ( )
, ;

, ;
t

t

t
�

� �

�

�
�
�

åñëè

åñëè

0

0 0
0

1

�

� �	( )t dt ; � ij ( , )0 0 �

�
�
lim ( )~ ~

t
i i j j

t
0

	 	 	 ; T tij ( ) è T t
ili

* ( ) — âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ( )ij è ( )*ili . (Â êà-

÷åñòâå ïðèìåðà â ïðèëîæåíèè 1 ïðèâîäèòñÿ âûâîä ñîîòíîøåíèé (1) è (6).)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (1)–(5) èìååì

� � �
ij

k

j

ik
u

ik

ij
t u t u F u e l u( , ) ( , ) ( ) ( )

( )
� �

�

�

1

0 ; (13)

� � �
il

k

l

ik
u

ik

il

l

i
i

t u t u F u e l u* ( , ) ( , ) ( )
~

( )
( )

� �
�

�

1

0 ; (14)

q t u q t u uij ij( , ) ( , ) ( )� � 0 � ; (15)

q t u q t u u
il ill l

* *( , ) ( , ) ( )� � 0 � ; (16)

r t u r t u G u� � � �( , ) ( , ) ( ), ,� � �0 1 3 , (17)

i n j l l li i i� � �1 1, ; , ; * .

Çäåñü F u F u( ) ( )� �1 ; G u G u u u( ) ( ); ( ) ( ) ( , )� � � � �1 1 1 3� � � ; l u
ik
ij( ) ( ) — âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ u ñèñòåìà ïî èçíîñîâîìó îòêàçó èçìåíèëà ôàçó ñ k-é

(â ìîìåíò t u� ) íà j-þ (â ìîìåíò t) ïî i-é âåòâè;
~

( )
( )

l u
ik

ili — âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî çà âðåìÿ u ñèñòåìà ïî èçíîñîâîìó îòêàçó ïîêèíåò li -þ ôàçó è îêàæåòñÿ â ñî-

ñòîÿíèè ( )*ili ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò t u� ïî èçíîñîâîìó îòêàçó ñèñòåìà íà-

õîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ( )ik .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà èìåþò âèä

l s e l t dt
s sik

ij st
ik
ij

ij k

j
i( ) ( )( ) ( )� �

� �

�
�

�

�

� �
0

1
1

�

�

��

�

i�

�

�

�
�

�

�

	
	

; (18)

~
( )

( )
l s

s sik

il

k

l
i

i

i
i

�
��

�
1

�

�

�

�

�
. (19)

(Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â ïðèëîæåíèè 2 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1).)

Ïîäñòàâëÿÿ (13)–(17) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6)–(12) è ïåðåõîäÿ ê ïðåîáðàçîâà-

íèþ Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì

� 	 �
�

� �ij j i

k

j

ik
ijs p r s g s s f s( , ) ( , ) ( ) ( ) (( )0 0

1

3

1

1

� �
� �

 
 � �� � 	 	) ( , ) ~ ~ik i i j j

s 0 ; (20)

�
ili

s* ( , )0 0� ; q s f s sij ik
ij

ik

k

j

( , ) ( ) ( , )( )0 0

1

� �
�

 � � ;

q s f s s
il il ik

il
ik

k

l

i i

i
i

* ( , )
~

( ) ( , ) ;
( )

0 0

1

� �
�

 � � � (21)
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* ( , );0 f s( ) ÿâ-
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Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (20)–(23) îïðåäåëÿåì âñå ðàíåå ââå-

äåííûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (âíà÷àëå íàõî-

äèì � ij is i n j l( , ) ( , , , )0 1 1� � ) . Äàëåå ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Óñëîâèå íîðìèðîâêè â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà èìååò âèä
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Ïåðåõîä ê ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì. Äëÿ

ïðèìåðà âîçüìåì óðàâíåíèå (20) â ñòàöèîíàðíîì âèäå

� 	 � ��
�

ij i i ik
ij
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p r f( ) ( ) ( ) ( ).( )0 0 01
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Çäåñü � � �� �nm
s
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s

s s r s s( ) lim ( , ); ( ) lim ( , );0 0 0 0
0 0

� �
� �

êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè èìååò

âèä Kã �
���



 lim ( )
s

ij

j

l

i

n

s s
i

0
11

� .

Ïðèâåäåì ïðèìåð îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè, êîãäà n � 1; l1 1� ,

� � 0 , �11 0 1( ) � . Òîãäà

r s r s1 30 0 0( , ) ( , ) ;� �

~
( )

( ) ( )
;( )f s

f s f s
11

11 11

11

�
� � �

�
f s f s r s s f s
11

11
11 2 11 11

11
110( ) ( )( ) ( ); ( , ) ( )

~
( ) (� � �� � � � s, );0

� � � � �11 11 11
11

2 11 11
10 0( , ) ( )

~
( ) ( ) ( , ) ( )( ) (s s f s g s s s f� � 1

11 0 1) ( ) ( , ) .s s� �

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì

� � � �11 11 2 11
0 1 1( , ) / { ( )[( ( ) ( )) ( ) ( ) ]}s s f s f s g s f s� � � � � � .

Ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ:

� � � �11
0

11 2 110 1( ) lim / ( )[ ( ) ( )] ( ) (� � � � � �
�s

s s f s f s g s f s{ )}�

� � � �1 1 11/ [ ( ( )) ]� � � �k b
fï ;

K s s f
s

ã ï ï� � � �
�

� � � 

 � ��11
0

11 111 0lim ( ) [( ( ( ).

Çäåñü �ï � � 
f ( );0 � �k � � 
 ( );0 �b g� � 
 ( )0 — ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âðåìåíè

ïåðèîäè÷íîñòè êîíòðîëÿ, äëèòåëüíîñòè êîíòðîëÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü f s s( ) exp( );� � �ï � �( ) exp( )s s k� � , òîãäà

K e ek bã ï
ï ï� � � � �� �

( ) / [ ( ) ]1 111 11
11

� � � �� � � � .

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå K ã â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïåðèîäè÷íîñòè êîíòðîëÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ � � � � � �11 11 111ï ï� � �( ) exp ( )k îòíîñèòåëüíî

�ï , êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷åíî èç óñëîâèÿ

� � �K ã ï/ � 0 .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èçíîñîâî-

ãî îòêàçà ñìåñüþ ïîêàçàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé îáåñïå÷èâàåò çíà÷èòåëüíîå óëó÷øå-

íèå òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1

Óðàâíåíèå (1) âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå, êîãäà â ìîìåíò t t� � ñèñòåìà ðàáîòîñïîñîáíà è íàõîäèòñÿ

â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè; ïî íàñòóïàþùåìó èçíîñîâîìó îòêàçó ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñî-

ñòîÿíèè ( )ij , à âðåìÿ v, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà ïðîâåäåíèÿ ïîñëåäíåãî ïåðåä t êîíò-

ðîëÿ, çàêëþ÷åíî â ìàëîì èíòåðâàëå ( , )u u du� , ò.å. u u du� � �� . Ýòî ñîáûòèå ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ñëåäóþùèõ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé (â äàëüíåéøåì �t çàìåíèì

íà h):

1) ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ìîìåíò t â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè è ïî èçíîñîâîìó îòêàçó

â ñîñòîÿíèè ( )ij ; â òå÷åíèå âðåìåíè h íå âîçíèêëè êàê îáíàðóæèâàåìûå, òàê è íå

îáíàðóæèâàåìûå íåïðåðûâíûì êîíòðîëåì îòêàçû; íàñòóïàþùèé èçíîñîâûé îòêàç

ôàçû íå èçìåíèë; ïåðèîäè÷åñêèé êîíòðîëü íå íàñòóïèò â ñëó÷àå, åñëè âðåìÿ ïåðèî-

äè÷íîñòè êîíòðîëÿ ñîñòàâèò u âðåìåííûõ åäèíèö; âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

� �ij ijt u du a c u h h( , ) [ ( ( )) ] ( )1 0� � � � ;

2) ñèñòåìà â ìîìåíò t ðàáîòîñïîñîáíà è íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè; ïî èç-

íîñîâîìó îòêàçó íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ( , )i j �1 ; çà âðåìÿ h èçíîñîâûé îòêàç ïåðå-

øåë â ñîñåäíþþ ôàçó; ïåðèîäè÷åñêèé êîíòðîëü íå íàñòóïèë è íåèñïðàâíîñòè íå

âîçíèêëè; âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà ( ) ( , ) ( )1 01 1 1� � �� �	 �j ij ijt u du a h h .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçíîñîâûé îòêàç íå èìååò íóëåâîé ôàçû, ýòî ó÷èòûâàåò-

ñÿ ìíîæèòåëåì ( )1 1� 	 j . Âñå äðóãèå âîçìîæíûå ñîáûòèÿ èìåþò âåðîÿòíîñòü 0( )h ,

ïîýòîìó èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Òàêèì îáðàçîì,

� � � 	ij ij ij jt h u h du t u du a c u h( , ) ( , ) [ ( ( )) ] ( )� � � � � � � �1 1 1 � ij ijt u du a h h� �� �1 1 0( , ) ( ).

Îòñþäà âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

� � � �ij ij ij ijt h u h t h u t h u t u

h

( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � � � � �
�

� � � � � � �� �[ ( )] ( , ) ( ) ( , )
( )

a c u t u t u a
h

ij ij j ij ij� � 	 �1
0

1 1 1
h

.

Ïîñêîëüêó ïðè h � 0 ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñóùåñòâóåò

(lim ( ) /0 0h h � ïðè h � 0 ), òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë åãî ëåâîé ÷àñòè. Â ðåçóëü-

òàòå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè h � 0 ïîëó÷èì (1). Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ óðàâ-

íåíèÿ (2)–(5).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ (6) ïðîâåäåì ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ.

Ïóñòü T t hij ( , ) — ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ìîìåíò t

ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè â òå÷åíèå âðåìåíè, íå ïðåâûøàþùåì h,

ò.å. T t h t u duij ij

h

( , ) ( , )� � �

0

èëè � � �T t h h t hij ij( , ) / ( , )� .

Ðàññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè t h� è ðàçëîæèì T t h hij ( , )� â ðÿä Òåéëîðà (îãðà-

íè÷èìñÿ ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè):

T t h h T t h T t h h T t hij ij ij ij( , ) ( , ) ( , ) / ( ) ( , )� � � � � � � �0 0 0 0 � ij t h( , ) ( )0 0� .

Òàê êàê � ij t u( , ) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò u ïðè t � 0 , òî î÷åâèäíî, ÷òî

T tij ( , )0 0� è

T t h h h t hij ij( , ) ( , ) ( )� � �� 0 0 . (24)

Òåïåðü èç âåðîÿòíîñòíûõ ðàññóæäåíèé ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ T t h hij ( , )� .
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Ðàññìîòðèì ñîáûòèå, êîãäà â ìîìåíò t ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè ( )ij

è íà÷èíàåòñÿ îòñ÷åò âðåìåíè ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ èëè ïîñëå ïåðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ.

Ýòî ñîáûòèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñëåäóþùèõ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé.

1. Â ìîìåíò t ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè âîññòàíîâëåíèÿ â òå÷åíèå âðåìå-

íè � ( )u u du� � �� , çà âðåìÿ h âîññòàíîâëåíèå çàâåðøèëîñü è ñèñòåìà ïî èçíîñîâî-

ìó îòêàçó ïåðåøëà â ñîñòîÿíèè ( )i1 (çàìåòèì, ÷òî îòñ÷åò ôàç ïîñëå çàâåðøåíèÿ âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ïðèíÿòî ñ ïåðâîé ôàçû). Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

	 �
��


�

�i i

t h

P r t u du u h h1

0

0
 � � �
�

( , ) ( ) ( ) .

2. Cèñòåìà â ìîìåíò t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïåðèîäè÷åñêîãî êîíòðîëÿ â òå÷å-

íèå âðåìåíè � �( )u u du� � � , ïî èçíîñîâîìó îòêàçó íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ( )ij è â

èíòåðâàëå âðåìåíè ( , )u u h� ïåðèîäè÷åñêèé êîíòðîëü çàâåðøàåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü

ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

q t u du b u h hij

t h

( , ) ( ) ( )� �
�

� 0

0

.

Ñóììèðóÿ ýòè âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì

T t h h P r t u du u h q t u du bij i i ij( , ) ( , ) ( ) ( , ) (� � � � �
�
�
�

�	 �
1

3

1 u h h

t ht h

) ( )�
��

�� 0

00

.

Åñëè ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà h è óñòðåìèòü h ê íóëþ ñ

ó÷åòåì (24) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òî ïîëó÷èì (6).

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò t � 0 ñèñòåìà ðàáîòîñïîñîáíà è íàõîäèòñÿ â ñî-

ñòîÿíèè
~ ~
i j, ò.å. T

i j
~ ~ ( , )0 0 1� ; ïîýòîìó � 	 	 	~ ~ ~ ~( , ) lim ( )

i j
t

i i j j
t0 0

0
�

�
, òàê êàê

	 	( ) ( )t dt e t dtst� �
�

�
�

� �
0 0

1.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Âûïîëíèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

� � � � � � � � � �� � � �ij ij ij ijt u t t u u a c u t u( , ) / ( , ) / [ ( )] ( , ) (1� � �	 �j ij ija t u1 1 1) ( , ). (25)

Âíà÷àëå ïîëîæèì j � 1, òàê êàê ñîñòîÿíèÿ ( )i0 íå ñóùåñòâóåò:

� � � � � � � � �� � � �i i i it u t t u u a c u t u1 1 1 1( , ) / ( , ) / [ ( )] ( , ) . (26)

Ïóñòü � i
W t u

t u e i
1

1( , )
~

( , )� . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â (26), ïîëó÷àåì

�

�
�

�

�
� � � �

~
( , )

~
( , )

[ ( )]
W t u

t

W t u

u
a c ui i

i
1 1

1 � . (27)

Ðåøåíèå (27) èìååò âèä
~

( , )
~~

( ) ( ( ))W t u W t u a c di i i

u

1 1 1

0

� � � � �� � � �, ñîîòâåñòâåííî

� � �
� �

i i
u

c d

t u W t u e ei

u

1 1
1 0( , ) ( )

( )
( )

� � � �
�

� �
. (28)

Çäåñü W t u ei
W t ui

1
1( )

~~
( )� � �

.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî c F F( ) ( ) / [ ( )]� � �� 
 �1 , èç (28) ñëåäóåò

� � �
i i

u
t u W t u e F ui

1 1
1 1( , ) ( ) [ ( )]

( )� � � �� �
,

ïðè u � 0 èìååì � i it W t1 10( , ) ( )� èëè W t u t ui i1 1 0( ) ( , )� � �� .
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Íà îñíîâàíèè ýòîãî çàïèøåì

� � � �
i i

u
t u t u e F ui

1 1 0 11( , ) ( , ) [ ( )]
( )� � � � �� �

. (29)

Òåïåðü ïîëîæèì j � 2 , òîãäà

� � � � � � � � � �� � � �i i i i it u t t u u a c u t u a2 2 2 2( , ) / ( , ) / [ ( )] ( , ) 1 1� i t u( , ) .

Ñ ó÷åòîì (29) èìååì

� � � � � �� �i it u t t u u2 2( , ) / ( , ) /

� � � � � � � �� �
[ ( )] ( , ) ( , ) [

( )
a c u t u a t u ei i i i

ui
2 2 1 1 0 11� � � � � � F u( )] . (30)

Ïîëîæèì â (30) � i i i i it u x t u y t u x y2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( , )� � , òîãäà

x
y

t
y

x

t
x

y

u
y

x

u
i

i
i

i
i

i
i

i
2

2
2

2
2

2
2

2�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

� � � � � � � � �� �
[ ( )] ( , ) [

( )
a c u x y a t u e Fi i i i i

ui
2 2 2 1 1 0 11� � � �

( )]u . (31)

Óðàâíåíèå (31) ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé:

�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
�

x

t

x

u
a c u x

y

t

y

u
a

i i
i i

i i
i

2 2
2 2

2 2
1

[ ( )] ,

[

�

� i
u

it u e F u xi
1 20 11( , ) [ ( )]] /

( )� � � �

�

�
��

�
�
�

� �� �
.

(32)

(33)

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ (32) èìååì

x W t u F u ei i
ui

2 2 1 2� � � � � �~
( )[ ( )]

( )� �
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â (33), ïîëó÷àåì

�

�
�

�

�
� � � �y

t

y

u
a W t u ei i

i i
ui i2 2

1 2
2 1

~~
( )

( )� �
. (34)

Çäåñü
~~

( ) ( , ) /
~

( )W t u t u W t ui i i2 1 20� � � �� .

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè óáåæäàåìñÿ, ÷òî y ei
i

i i

ui i
2

1

2 1

2 1�
�

���

� �

� �( )

� � � �
~~

( ) ( )( )W t u W t ui i2 2
0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (34).

Òàêèì îáðàçîì,

� i t u2 ( , ) � (35)

� � � � �
�

� � �~
( )[ ( )]

( ) ( )
W t u F u e ei

u i

i i

i i i
2

1

2 1

1 2 2 1� � � ��

� �

u i

i
i

W t u

W t u
W t u1

2
2
0( )

~
( )

( )( )�

�
� �

�

�
�

�

�
	.

Ïîñëå íåñëîæíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèå (35) ñâîäèòñÿ ê âèäó

� i t u2 ( , ) � (36)

� � �
�

� �� ��
�

� �
�� � �

i
i

i i

u u u
it u F u e e ei i

1
1

2 1

0 1 1 2( , )[ ( )] [ ] 2 0 2( , ) ( )
( )

t u F u e i u� � � �� �
.

Çàìåòèì, ÷òî
�

� �
� �� � � � � �i

i i

u u
i

u
u

e e e d ei i i i1

2 1
1

0

1 2 1 2

�
� �� � � � �

�[ ]
( )

— âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ u ñèñòåìà èç ñîñòîÿíèÿ ( )i1 (â ìîìåíò t u� ) ïåðåøëà â ñî-

ñòîÿíèå ( )i2 è ê ìîìåíòó t íàõîäèòñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè.
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Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ äëÿ j l i ni� �3 4 1, ,... , ( , ) , îïðåäåëèì � ij t u( , ) ( , )j li� 1 .

Ïîÿñíèì âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë âûðàæåíèé (29) è (36). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü � i t u du1 ( , ) êàê

âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ñëîæíîãî ñîáûòèÿ: ïðîöåññ, êîòîðûé íà÷àëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè

t u� , ïðîäîëæàåòñÿ â ìîìåíò t, çà âðåìÿ u íå âîçíèêëî íè èçíîñîâîãî, íè âíåçàïíîãî (îá-

íàðóæèâàåìîãî) îòêàçà è èçíîñîâûé îòêàç íå èçìåíèë ôàçó; àíàëîãè÷íî � i t u du2 ( , ) ÿâëÿ-

åòñÿ ñóììîé âåðîÿòíîñòåé ñëåäóþùèõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé:

1) ïðîöåññ, íà÷àòûé â ìîìåíò âðåìåíè t u� , ïðîäîëæàåòñÿ â ìîìåíò t, çà âðåìÿ

u îáíàðóæèâàåìîãî îòêàçà íå ïðîèçîøëî, íàñòóïàþùèé èçíîñîâûé îòêàç èç ñîñòîÿ-

íèÿ ( )i1 ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå ( )i2 ;

2) âòîðîå ñîáûòèå îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî òåì, ÷òî ñèñòåìà êîíòðîëÿ ïî íàñòó-

ïàþùåìó èçíîñîâîìó îòêàçó â ìîìåíò âðåìåíè t u� íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ( )i2 è

â èíòåðâàëå ( , )0 u îòêàç ôàçó íå èçìåíèë.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

� � �
ij ik

k

j
u

ik
ijt u t u F u e l u( , ) ( , ) [ ( )] ( )( )� � �

�

�
 0 1

1

. (37)

Çäåñü l u
ik
ij( ) ( ) — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ u ñèñòåìà ïî èçíîñîâîìó îòêàçó

èçìåíèò ôàçó ñ k-é íà j-þ. Çàìåòèì, ÷òî (37) ìîæíî çàïèñàòü íà îñíîâå âåðîÿò-

íîñòíûõ ðàññóæäåíèé, íå èñïîëüçîâàâ ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1).

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ (2)–(5), ïîýòîìó èõ ðåøåíèå ïðèâîäèòü íå

áóäåì.
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