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îáðàçîâ, ïñåâäîîáðàòíûå è ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè è

êëàññèôèêàöèè ñèãíàëîâ, èçëîæåííûõ â ðàáîòàõ [1, 2]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòèõ

çàäà÷, êàê è ðàíåå, èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå [3–5] è ðàíåå ïîëó÷åííûå àâòîðàìè

ñâîéñòâà ïñåâäîîáðàòíûõ è ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö [6–8]. Öåëü äàííîé ðàáîòû ñî-

ñòîèò â äåìîíñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà ïðè ðåøåíèè âàæíûõ çàäà÷ öèôðîâîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. À èìåííî:

äëÿ çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè ìíîæåñòâà òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ ïîëó÷åí

îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì ñèíòåçà ãèïåðïëîñêîñòíûõ êëàñòåðîâ, ïðåäëàãàåòñÿ

àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê,

îïðåäåëåí êðèòåðèé ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïðè-

çíàêîâ íà äâà êëàññà, îïðåäåëåíà îïòèìàëüíàÿ ïî òîëùèíå íåëèíåéíàÿ ïîëîñà

ðàçäåëèìîñòè òî÷åê íà äâà êëàññà, ðàçðàáîòàí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëü-

íîãî íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðèçíàêîâ â çàäàííûõ

êëàññàõ ôóíêöèé è åå èíäåêñà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ, ïðåäëàãàåìûå ìàòåìàòè-

÷åñêèå ñðåäñòâà èìåþò ïåðñïåêòèâó ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ðå÷åâûõ ñèãíàëîâ, ÷åëîâå÷åñêèõ ëèö, ðóêîïèñíûõ ñèìâîëîâ

è òåêñòîâ, óëüòðàçâóêîâîé èíôîðìàöèè, ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèé, äðóãèõ ñèãíà-

ëîâ è ñîáûòèé.

1. ÑÈÍÒÅÇ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÍÛÕ ÊËÀÑÒÅÐÎÂ ÑÐÅÄÑÒÂÀÌÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

1.1. Êðàòêèé îáçîð ñðåäñòâ êëàñòåðèçàöèè. Ïðè áîëüøîì ðàçíîîáðàçèè ðàç-

ëè÷íûõ ìåòîäîâ êëàñòåðèçàöèè (êðàòêèé îáçîð ïðèâåäåí â [9]) îñòàíîâèìñÿ íà

íåñêîëüêèõ ïðèåìëåìûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â íàøåé çàäà÷å ìåòîäàõ êëàñòåðèçà-

öèè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ.

Äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè K-ñðåäíèõ (K-means

method) [10], â êîòîðîì ôîðìèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � ( )� , âûðàæàþ-

ùàÿ êà÷åñòâî òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê x j( ) , j n� 1, , íà K êëàñòåðîâ ñ

öåíòðàìè â òî÷êàõ ci , i K� 1, , K — çàäàíî. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò öåíòðû êëàñòåðîâ

âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî, äàëåå äëÿ êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà èòåðàòèâíî îïðåäåëÿ-

åì åãî ïðèíàäëåæíîñòü ê îäíîìó èç K êëàñòåðîâ è âû÷èñëÿåì íîâûå çíà÷åíèÿ � ( )�
äëÿ öåíòðîâ êëàñòåðîâ, ñòðåìÿñü ïðè ýòîì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ � ( )� . Â ëèòå-

ðàòóðå ìîæíî íàéòè ðàçëè÷íûå åãî ìîäèôèêàöèè [10].

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ñ÷èòàåòñÿ ìåòîä ñåãìåíòàöèè èíôîðìàöèè, îñíîâàí-

íûé íà ðàçáèåíèè è ñëèÿíèè êëàñòåðîâ (split and merge methods) [11]. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò åäèíñòâåííûì ðåãèîíîì ÿâëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî òî÷åê x j( ) , j n� 1, , è íà

êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà ïðîèçâîäèòñÿ ðàñùåïëåíèå êàæäîãî ðåãèîíà Ri , äëÿ êîòî-

ðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå P( )Ri ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê ê i-ìó ðåãèîíó, íà íåêî-

òîðîå êîëè÷åñòâî ïîäðåãèîíîâ. Äàëåå ñëèâàþòñÿ òå ñìåæíûå ðåãèîíû Ri è Rk , äëÿ

îáúåäèíåíèÿ êîòîðûõ P( )R Ri k� ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ,
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åñëè ñóùåñòâóþùèå ðåãèîíû íåâîçìîæíî íè ðàñùåïèòü, íè îáúåäèíèòü. Â êà÷åñòâå

ëîãè÷åñêîãî ïðåäèêàòà P( )� ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, êðèòåðèé K-means ìå-

òîäà, ëèáî ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ìåðû ïîäîáèÿ [10].

Ñðåäè ìíîæåñòâà äðóãèõ ïóáëèêàöèé ïî ýòîé ïðîáëåìå ñëåäóåò îòìåòèòü

ôóíäàìåíòàëüíóþ ðàáîòó [12], â êîòîðîé äàåòñÿ äåòàëüíûé àíàëèç è îáçîð ðàç-

ëè÷íûõ ìåòîäîâ, â òîì ÷èñëå êëàññ ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ôîðìèðîâàíèÿ

êëàñòåðèçèðóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ (The Subspaces Methods of Classification), êî-

òîðûå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå èäåéíî áëèçêè ê ïðåäëàãàåìîìó íèæå àâòîðàìè ìå-

òîäó êëàñòåðèçàöèè.

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñèíòåçà ãèïåðïëîñêîñòíûõ êëàñòåðîâ ñðåäñòâàìè
îïòèìèçàöèè è àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà ãèïåðïëîñêîñò-

íûõ êëàñòåðîâ, èñïîëüçóÿ ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî ïñåâäîîáðàòíûì è ïðî-

åêöèîííûì ìàòðèöàì, à òàêæå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö [4, 5].

Äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ x j R m( )� , j n� 1, , ðàññìîòðèì

çàäà÷ó ðàçäåëåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íà äâà êëàñòåðà (ïîäìíîæåñòâà) òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû òî÷êè ïåðâîãî êëàñòåðà áûëè ðàñïîëîæåíû áëèæå ê íåêîòîðîé ãèïåðïëîñ-

êîñòè, ïîðîæäàþùåé ñâîé êëàñc, à òî÷êè âòîðîãî êëàñòåðà, â ñâîþ î÷åðåäü, áëèæå

ê èíîé ãèïåðïëîñêîñòè è ñîîòâåòñòâåííî ïîðîæäàþùåé ýòîò êëàññ. Îñîáåííîñòüþ

ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çàðàíåå íè

ñàìè ýòè ïîäìíîæåñòâà, íè ïîðîæäàþùèå ãèïåðïëîñêîñòè íåèçâåñòíû.

Äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå è ïîñòðîåíèÿ àë-

ãîðèòìà åå ðåøåíèÿ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàññòîÿíèå �( ( ), ( , ))x j L A b îò òî÷êè

x j R m( )� äî íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè

L A b x x A b Z A w w R m( , ) { : ( ) , }� � � � �� , (1)

îïðåäåëÿåìîé êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé (ïñåâäîðåøåíèé) ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

Ax b A R b Rs m s� � ��, , , (2)

ãäå A è b — ñîîòâåòñòâåííî ìàòðè÷íûé è âåêòîðíûé ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâà-

åìîé ãèïåðïëîñêîñòè, à Z A I A Am( ) � 	 � . Èç îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé

ìàòðèöû A �

� �b R s, A b x

x R m
Ax b

�

	
�

�

arg min || ||
min || ||Arg 2

2

ðàññòîÿíèå �( ( ), ( , ))x j L A b îò òî÷êè x j( ) äî ãèïåðïëîñêîñòè L A b( , ) îïðåäåëÿåòñÿ

ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

�2 2( ( ), ( , )) || ( ( )) ||x j L A b A b Ax j� 	� , (3)

ãäå || ||x x x2 � T .

Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1. Äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê x j j n( ), ,� 1 , ñóììà êâàäðàòîâ èõ ðàññòîÿíèé äî

ãèïåðïëîñêîñòè L A b( , )

� �2 2

1

1({ : ( ), , }, ( , )) ( ( ), ( , ))x x j j n L A b x j L A b

j

n

� �
�

 (4)

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

�2

1

1({ : ( ), , }, ( , )) ( ( )) ( )(x x j j n L A b b Ax j R A b A

j

n

� � 	 	
�

 T T x j( )) �

� 	 	
�

tr T TR A b Ax j b Ax j

j

n

( ) ( ( ))( ( ))

1

, (5)

ãäå R A A A( ) ( )T T� � � — âçâåøåííàÿ ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà [7].

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 6 51



Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, íåñëîæíî îñóùåñòâèòü äîêà-

çàòåëüñòâî ëåììû îá îïòèìàëüíîì âûáîðå âåêòîðà b.

Ëåììà 2. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ A x j j n, ( ), ,� 1 , èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

b Ax x x j j n L A b
b R s

opt arg� � �
�

� min ({ : ( ), , }, ( , ))�2 1 , � ( )x
n

x j

j

n

�
�



1

1

. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (5) è â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëî-

âèÿ îïòèìàëüíîñòè

( ) ( ( ))A A b Ax j

j

n
� �

�

	 �
 T

1

0
(7)

äëÿ èñêîìîãî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà b ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

( ) ( ) ( )A A b A
n

x j

j

n
� � �

�

�
�

�






�

�

�
�
T T 1

1

, (8)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êîòîðîé âûòåêàåò èç

î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Z A A A x j

j

n

(( ) ) ( ) ( )� � �

�

 �T T

1

2

0.

Ïîñêîëüêó (( ) )A A AA� � � �T T , òî

b A A A A
n

x j A
n

x j

j

n

j

n

opt
T T( ) ( ) ( ) ( )�

�

�






�

�

�
�

�
�

�

�

� �

 


1 1

1 1






�

�

�
�

. (9)

Òåîðåìà. Ðàññòîÿíèå �({ : ( ), , }, ( , ))x x j j n L A b� 1 ìíîæåñòâà òî÷åê x j( ) , j n� 1, ,

äî ãèïåðïëîñêîñòè L A b( , ) ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå âåêòîðà b ñîãëàñíî ôîðìóëå (6)

èìååò çíà÷åíèå

�({ : ( ), , }, ( , ( ))) (
~ ~

) /x x j j n L A b A A A X X� � ��1 1 2
opt

Ttr , (10)

ãäå
~

(~( ) ~( ))X x x n� 1 ��� , ~( ) ( ) �x j x j x� 	 , j n� 1, .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

�2 1({ : ( ), , }, ( , ))x x j j n L A b� �opt

� 	
�

�





�

�
�
� 	

��

� �


1 1

11 n
Ax i Ax j A A

n
Ax i Ax

i

n

j

n

( ) ( ) ( ) ( )

T

T ( )j

i

n

�



�

�





�

�
�
� �

1

� 	 	 � 	
�

� �

�

 ( � ( )) ( ) ( � ( )) ( � ( ))x x j A A A A x x j x x j

j

n

j

n
T T T T

1 1


 � 	 �A A x x j( � ( ))

� � � �
�

� �

�

�
 

j

n

j

n

x j A A x j A A x j x j A A

1 1

~ ( ) ~( ) ~( )~ ( )
~T Ttr tr X X

~ T ,

òî ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.

Ñðåäñòâî îïòèìàëüíîãî âûáîðà ìàòðèöû A ïîëó÷èì êàê ñëåäñòâèå èç óòâåð-

æäåíèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû. À èìåííî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëî-

æåíèå äëÿ ìàòðèöû
~
X

~
, , ,X u u ui i

i

r

i i j ij i j ij r� � � � � �
�

 � � � � � � � �T T T

1

1 0� , r X� rank
~

,
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äëÿ ñëåäóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê x j j n( ), ,� 1 , äî

L A b( , )opt

� �({ : ( ), , }, ( , ( ))) ( )x x j j n L A b A A A u u jj j j

j

� � ��

�

1 2
opt

Ttr

1

1 2
r



�

�






�

�

�
�

)

/

,

ïîëó÷àåì ñðåäñòâî îïòèìàëüíîãî âûáîðà ìàòðèöû A.

Ñëåäñòâèå. Îïòèìàëüíûé âûáîð ìàòðèöû A R s m� � îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå

îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

A x x j j n L A b
AA I A Rs

s m
opt opt

T
� �

� � �
arg min ({ : ( ), , }, ( ,

,
�2 1 ( )))A

u

u

m s

m

�

�

�










�

�

�
�
�
�

	 �1
T

T

� , (11)

ïðè ýòîì tr opt opt
TA A X X

j m s

r

j
�

� 	 �

� 

~ ~

1

2� , ( , , ) ( , , )u u u u Im m m1 1� �
T � .

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ âûøå ëåìì, òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ àëãîðèòì ñèíòå-

çà ãèïåðïëîñêîñòíûõ êëàñòåðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó K-ñðåäíèõ:

1) ñîçäàòü íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà � x x x j j n� �{ : ( ), , }1 íà

äâà ïîäìíîæåñòâà:
� � � � �x x x x x� � � � �( ) ( ), ( ) ( )1 2 1 2 ;

2) âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûå Aopt ( )1 , bopt ( )1 äëÿ � x ( )1 è Aopt ( )2 , bopt ( )2 — äëÿ
� x ( )2 ;

3) îáíîâèòü � x ( )1 è � x ( )2 ïî ðàññòîÿíèþ ( ( )) ( )b A x j R Aopt opt
T

opt
T	 �

� 	( ( ))b A x jopt opt , ñôîðìèðîâàòü íîâûå ïîäìíîæåñòâà � x ( )1 , � x ( )2 èç ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà � x ñîãëàñíî óñëîâèÿì

A b A x j A b A x j
1 1 1

2

2 2 2
2� �	 � 	( ( )) ( ( )) ,

A b A x j A b A x j
2 2 2

2

1 1 1
2� �	 � 	( ( )) ( ( )) ;

4) ïåðåéòè íà âûïîëíåíèå îïåðàöèè 2 ñ íîâûìè ïîäìíîæåñòâàìè � x ( )1 , � x ( )2 ;

5) ïðåêðàòèòü âûïîëíåíèå îïåðàöèé ïðè íå îáíîâëåíèè â íîâîì öèêëå çíà÷å-

íèé A1, b1 è A2 b2 .

2. ÑÈÍÒÅÇ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÒÎÐÎÂ ÑÐÅÄÑÒÂÀÌÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ È ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÏÐÈÇÍÀÊÎÂ

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èññëåäóåìûõ îáúåê-

òîâ ê òîìó èëè èíîìó êëàññó áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçâåñòíûì, ê êàêîìó èç êëàñ-

ñîâ îòíîñÿòñÿ âåêòîðû îáó÷àþùåé âûáîðêè x j( ), j n� 1, , â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíà-

êîâ. Òîãäà öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíî òàêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷:

— îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå;

— îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàç-

äåëèìîñòè òî÷åê x j( ), j n� 1, , íà äâà êëàññà;

— îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ ïî òîëùèíå íåëèíåéíóþ ïîëîñó ðàçäåëèìîñòè

òî÷åê x j( ), j n� 1, , íà äâà êëàññà;

— óïîðÿäî÷èòü êîîðäèíàòû x ji ( ), i m� 	1 1, , j n� 1, , x jm ( ) � 1, ñîãëàñíî èõ

âëèÿíèþ èëè íà ðàçìåðû (òîëùèíó) ëèíåéíîé îïòèìàëüíîé ïîëîñû, èëè íà êðèòå-
ðèé ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè;

— ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî çàìåíû ñëàáî âëèÿþùèõ (íåèíôîðìàòèâíûõ) êî-

îðäèíàò âåêòîðà ïðèçíàêîâ íà áîëåå èíôîðìàòèâíûå èç ìíîæåñòâà êîíêóðèðóþ-

ùèõ ïðèçíàêîâ;

— äëÿ âûáðàííûõ ñîãëàñíî ïðèêëàäíîé öåëåñîîáðàçíîñòè êëàññîâ íåëèíåé-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðåäëîæèòü ñðåäñòâà îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî êàê ñàìîãî
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íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç âûáðàííîãî êëàññà íåêîòîðîé êîîðäèíàòû x ji ( ),

òàê è èíäåêñà i ýòîé êîîðäèíàòû (ïðèìåðû òàêèõ êëàññîâ ïðèâîäÿòñÿ íèæå);

— ñãåíåðèðîâàòü ñóïåðïîçèöèþ îïòèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò âåê-

òîðà ïðèçíàêîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè òî-

÷åê â íîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ.

2.1. Óñëîâèÿ è îïòèìèçàöèÿ ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè îáðàçîâ â ïðîñòðàíñòâå
ïðèçíàêîâ. Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà óñëîâèÿ ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè òî÷åê x j( ),

j n� 1, , îò íà÷àëà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå R m . Èñïîëüçóÿ îïåðàöèè ïñåâäîîáðà-

ùåíèÿ ìàòðèö, ýòó çàäà÷ó áóäåì ïîíèìàòü è èññëåäîâàòü â ñìûñëå ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî âåêòîðà a R m�

x j a y y j nj j
T ( ) , , ,� � �� 1 , (12)

ïðè íåêîòîðûõ � � 0 è çíà÷åíèÿõ y j .

Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì � � 0 íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâî-

âàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåò èìåòü âèä

min ( ) ( ) ( ) ( )
( ) *y D

y Z X y y Z X y
�

�� �
�

� �T T 0, (13)

ãäå

X x x n

x

x
m

� �

�

�










�

�

�
�
�
�

( ( ) ( ))
( )

( )

1
1

��� �

T

T

, Z X I X Xn( ) � 	 � ,

D y y y y y j nn j( ) { : ( , , ) , , , }� �� � � �1 1�
T . (14)

Ïðè ýòîì èñêîìûé âåêòîð a ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

a X y( ) ( ) ( )� �� �
�

T , (15)

à òîëùèíà ïîëîñû �, îòäåëÿþùåé ìíîæåñòâà òî÷åê x j( ), j n� 1, , îò íà÷àëà êîîð-

äèíàò, ðàâíà âåëè÷èíå

y
y R X y

�
� �

� ��
�

� �( ( ) ( ) ( )) /T 1 2
,

(16)

ãäå R X X X T( ) ( )� � � .

Ïîñêîëüêó y k k y� ��( ) ( )� � , òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü

� � 1, y y� ��( )1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà ïîëîñû äîñòèãàåòñÿ ïðè

çíà÷åíèÿõ

y y R X y a X y
y D

opt
T

opt
T

optarg� �
�

�min ( ) , ( ) , (17)

ãäå D y y Z X y y Z X y e y j nj� � � � �� �{ : ( ) ( ) , , , }T T T0 1 1 . Èñïîëüçóÿ ñèíãóëÿðíîå

ðàçëîæåíèå ìàòðèö (SVD)

X u Z X Ij j j

j

r

n j j

j

r

� � 	
� �

 
� � � �T T

1 1

, ( ) ,

u u XX u u X X
i j ij i j ij j j j j j j
T T T T� � � �� � � � � � � �, , , ,2 2

� �
1
2 2 1� � �� r i j n, , , ,

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî y Z X yT ( ) � 0 äëÿ y D� , ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

y e j n y R X yi i

i

r

i j i

i

r

j j

j

� � � � �
� �

	

�

 
� � � � � �

1 1

2 21 1, , , ( )T T

1

r


 . (18)
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè òî÷åê x j( ),

j n� 1, , îò íà÷àëà êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷-

íîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå:

� � �
� � � � �

opt
Targ diag

T
�

� � �

	min ( ,
{ : ( ) , , }e j nj r1 1 1

1
2

���

� , )� �r
	2 ,

y ropt opt� ( )� � �1��� ,
(19)

a u u u

j

r

j j j r r ropt
T

opt� � �
�

	 	 	

1

1
1 1

1
1

1� � � � � � �( ) (��� ��� ) �opt ,

� � � � �opt opt
T

optdiag� 	 	 	( ( , , ) ) /
1
2 2 1 2

� r .

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè òî÷åê â R m äëÿ

çàäà÷è ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè äâóõ êëàññîâ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïðè-

çíàêîâ, ïîëó÷èì êàê óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è, òàê è ñðåäñòâî

ïîëó÷åíèÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê x j( )

â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ R m

x j R x j

x j

x j

x j j nm

m

m( ) , ( )

( )

( )

, ( ) , ,� �

�

�








�

�

�
�
�

� �
1

1 1� ,

òî÷êè x ik( ), k n� 1 1, , ïðèíàäëåæàò ïåðâîìó êëàññó, à x js( ), s n� 1 2, — âòîðîìó.

Òîãäà ëèíåéíóþ ïîëîñíóþ ðàçäåëèìîñòü ýòèõ êëàññîâ áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå

ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî âåêòîðà a R m� , äëÿ êîòîðîãî

a x i k nk
T ( ) , ,� �1 1 1,

(20)

a x i s ns
T ( ) , ,� 	 �1 1 2 .

Òîãäà óñëîâèå ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

min ( ) , { : , , , , ,
y D i j

y Z X y D y e y e y k n s n
k s�

� � � � 	 � �T T T0 1 1 1 11 2 }, (21)

à çíà÷åíèå âåêòîðà a îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíî â ñìûñëå ìàêñèìèçàöèè òîëùèíû

ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû

y y R X y
y D

opt
Targ�

�
min ( )

1

, (22)

ãäå D y y Z X y D1 0� � �{ : ( ) }T ,

a X yopt
T

opt� �( ) . (23)

Ïðèìåíÿÿ ïðåäñòàâëåíèå SVD äëÿ ìàòðèöû X , ýòè îïåðàöèè ìîæíî èíòåðïðå-

òèðîâàòü â áîëåå óäîáíîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìå:

�opt �

�
� � � �

arg min
{ : ( ) , ( ) ,� � � � � � � � �e e kik t is t

T T
1 11 1 1��� ��� , , , }

( , , ) ,
n s n

r
1 21

1
2 2

�

	 	� � � �Tdiag � (24)

y ropt opt� ( )� � �1��� , (25)

a u ur ropt optdiag� � �	 	( ) ( )1 1
1 1

��� �� � � . (26)

2.2. Îïòèìàëüíîå íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò âåêòîðà ïðèçíà-
êîâ. Âåñüìà ÷àñòî óñëîâèå ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè (21) â âûáðàííîì

ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

min ( )
y D

y Z X y
�

�T 0. (27)
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Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñðåäñòâà âîçìîæíîãî âûõîäà èç

ñîçäàâøåãîñÿ ïîëîæåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî ïîïûòàòüñÿ óëó÷øèòü âûáîð èíôîðìà-

òèâíûõ ïðèçíàêîâ. Âòîðîå ñðåäñòâî ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè êàñêàäíîãî ïîëîñ-

íîãî ëèíåéíîãî ðàçäåëåíèÿ äâóõ êëàññîâ [1] è, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, âåñüìà

ïåðñïåêòèâíî ñèíòåçèðîâàòü îïòèìàëüíî ñóïåðïîçèöèþ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Ýòîò ñèíòåç ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ïîýòàïíî

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó ñèíòåçà íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ïðè èçâåñò-

íûõ âõîäíûõ è âûõîäíûõ äàííûõ ñîîòâåòñòâåííî: X x x n� ( ( ) ( ))1 ��� è

y y yn� ( , , )1 � . Ïîïûòàåìñÿ ïóòåì ïîèñêà íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íåêîòîðûõ

êîìïîíåíò âåêòîðà x i( ) , i m� 	1 1, , èçìåíèòü èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óìåíüøèòü

íåâÿçêó y Z X yT ( ) , è îïðåäåëèì ñðåäè íèõ îïòèìàëüíóþ êîìïîíåíòó ñ èíäåêñîì i0

è ñîîòâåòñòâóþùåå åé îïòèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì óêàçàí-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé:

1) íàéòè a X y� �( )T ;

2) âû÷èñëèòü

a i X y X

x

x

x

x

i i
i

i

m

( ) ( ) ,
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

� �

�

�






� 	

�

T

T

T

T

T

1

1

1

�

�















�

�

�
�
�
�
�
�
�
��

, ãäå i m� 	1 1, ; (28)

3) îáðàçîâàòü âåêòîð îòêëîíåíèé

� � � �y y y n y j y j y j j ni i i i i� � � 	 �( ( ), ( )) , ( ) ( ) � ( ), ,1 1�
T , (29)

ãäå � ( � ( ), , � ( )) ( ) ( )( ) ( ) ( )y y y n Z X y I X X y yi i i i n i i� � � 	 � 	�1 �
T X a i

i( )
( )T ;

4) çàìåíèòü óäàëåííóþ êîìïîíåíòó x ji ( ) íåëèíåéíîé ôóíêöèåé âèäà

� �( ( ), ( ))a x j iT , íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû �( )i îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà

îòêëîíåíèÿ

� �( ( ), ( )) ( )a x j i y ji

j

n
T 	

�

 �

2

1

. (30)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü ñïëàéíû

òðåòüåãî ïîðÿäêà

� � �( ( ), ( )) ( ( ) ( ) ( )) ( ), ( ) ( ),a x j i z j z j z j i z j a x j jT T� �1 2 3 � 1, n,

�( )
( )

( )

( )

( ( ) ( )i
z j

z j

z j

z j z j

j

n

�

�

�











�

�

�
�
�
��

�



1
2

3

2

1

1 z j
z j

z j

z j
j

n
3

1
2

3

1

( ))
( )

( )

( )

�

�












�

�

�
�
�
�
�

�

�











�

�

�

�



�
�
�
��

��y ji ( ); (31)

5) íàéòè êîìïîíåíòó ñ èíäåêñîì i i m0 1 1� 	{ : , }, ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìè-

íèìóì âåëè÷èíû y Z X yi
T ( ),� , ãäå

X x x x x a x ii i i i m i� � � � �, ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ( ( ), ( ))� 	 �1 1 1 1� � �
T � �( ( ), ( )))a x n iT T .

Òàêèì îáðàçîì, íà ïåðâîì ýòàïå ïîëó÷èëè íàèëó÷øåå ïðåîáðàçîâàíèå îïòè-

ìàëüíî âûáðàííîé êîìïîíåíòû x i( )0
.

Çàòåì äëÿ íîâûõ âõîäíûõ äàííûõ ïîâòîðÿåì îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ íåëè-

íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ðåàëèçóÿ, òàêèì îáðàçîì, ñóïåðïîçèöèþ íåëèíåéíûõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â öåëÿõ ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè.
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Â çàäà÷å ñèíòåçà íåëèíåéíîé ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ çàäà÷à óñëîæíÿ-

åòñÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âûõîäíûå äàííûå (âåêòîð y) íàïåðåä íåèçâåñòíû, ò.å. åñëè

min ( )
y D

y Z X y
�

�T 0, òî â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, òàêîé ëèíåéíîé ðàçäåëÿþùåé ïî-

ëîñû íå ñóùåñòâóåò. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå êîìïîíåíòû x i( )0
òðåáóåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíî íåëèíåéíî ïðåîáðàçîâàòü, ÷òîáû ðàçäåëÿþùàÿ ïîëîñà â íîâîì ïîëó÷åí-

íîì ïðîñòðàíñòâå âõîäíûõ äàííûõ ñóùåñòâîâàëà?

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåííûì âûøå àëãîðèòìîì, â êîòîðîì âûõîä-

íûå äàííûå ñîñòàâëÿþò âåêòîð y� . Ýòîò âåêòîð íàõîäèì, ðåøàÿ çàäà÷ó îïòèìèçà-

öèè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

y y Z X y
y D

�
�

� Arg Tmin ( ) , (32)

èñïîëüçóÿ îäíó èç ìîäèôèêàöèé ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, íàïðèìåð îïèñàííóþ â [1].

Äàëåå âûïîëíÿåì âñå ïðèâåäåííûå âûøå îïåðàöèè ïï.1–5, ïîëàãàÿ y y� * . Äëÿ

íîâûõ âåêòîðîâ ïðèçíàêîâ

x j

x j

a x j i

x j

x j

i

i

m

1

1

0

1

0

0

( )

( )

( ( ), ( ))

( )

( )

�

�

	

�

�

�










 � �T










�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�, ,j n1 , (33)

îïðåäåëÿåì íîâîå çíà÷åíèå y D� , ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì âûðàæå-

íèÿ y Z X yi
T ( ),� 0

è ñîîòâåòñòâóþùåå íîâîå çíà÷åíèå

a X y
i

� ( )
,� 0

T . (34)

Åñëè ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå y Z X yi
T ( ),� 0

ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè â íîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, òî

íåîáõîäèìî íàéòè

a X y y y R X y
i y D iopt

T
opt

T T� ��

�

�( ) , arg min (( ) )
, ,� �0

1
0

, (35)

ãäå D y y Z X y Di1 0
0� � �{ : ( ) },

T
� . È, òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèòü îïòèìàëüíóþ ëè-

íåéíóþ ðàçäåëÿþùóþ îïåðàöèþ a x ikopt
T ( ) � 1, a x jsopt

T ( ) � 	1, k n� 1 1, , s n� 1 2, ,

äëÿ íîâûõ âåêòîðîâ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå íåëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êîìïîíåíò.

3. ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß ÎÁÐÀÇÎÂ

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíî îðãàíèçàöèþ ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Áîëåå äå-

òàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî çàäà÷å îðãàíèçàöèè ñèñòåìû è åå ðåàëèçàöèè ïëàíèðó-

åòñÿ ðàçâèòü â ïîñëåäóþùåé ðàáîòå àâòîðîâ.

1. Íà îñíîâå èäåàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ êîíêðåòíîé ðàññìàòðèâàåìîé

ïðåäìåòíîé îáëàñòè ñîçäàåì áàçó äàííûõ è ñðåäñòâàìè ñèíòåçà êëàñòåðîâ ñòðîèì

äèõîòîìíîå äåðåâî êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ. Íà ýòîì ýòàïå ðåøàåì çàäà÷ó âûáîðà

õàðàêòåðíûõ ïðèçíàêîâ êëàññèôèêàöèè è èõ êîëè÷åñòâî (ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ïðèçíàêîâ).

2. Íà îñíîâå óæå íå èäåàëüíûõ, à ðåàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ îáó÷àþ-

ùåé âûáîðêè äëÿ êàæäîé âåðøèíû äåðåâà ñèíòåçèðîâàòü îïòèìàëüíûé ïîëîñ-

íî-ðàçäåëÿþùèé êëàññèôèêàòîð ñîãëàñíî èíôîðìàöèè îá îáúåêòàõ, ñîäåðæàùåéñÿ

â îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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3. Â èòîãå íàñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæåò óòî÷íÿòü-

ñÿ ïóòåì îïòèìèçàöèè âñåõ ïàðàìåòðîâ â ðàíåå îðãàíèçîâàííîé ñòðóêòóðå, ò.å. ïðè

ýòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ îáó÷åíèÿ ñèíòåçèðîâàííîé ñèñòåìû ðàñïîçíàâà-

íèÿ îáðàçîâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ñðåäñòâ ïñåâäîîáðàùåíèÿ ìàòðèö

ïðèìåíèòåëüíî ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ êëàñòåðèçàöèè èíôîðìàöèè è ðàñïîçíàâà-

íèþ îáðàçîâ. Ïðèâåäåííûå ìåòîäû íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò

âåêòîðà ïðèçíàêîâ ïîçâîëÿþò ðàñøèðèòü ñôåðó èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà ïñåâ-

äîîáðàùåíèÿ ìàòðèö íà íåëèíåéíûå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â ñòàòüå

ïðåäëàãàþòñÿ äåòàëüíûå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ, ðàáîòîñïîñîá-

íîñòü êîòîðûõ ïðîâåðåíà àâòîðàìè íà ðåøåíèè ðÿäà êîíêðåòíûõ çàäà÷, ñâÿçàí-

íûõ ñ ðàñïîçíàâàíèåì óëüòðàçâóêîâûõ ñèãíàëîâ, ðóêîïèñíûõ ñèìâîëîâ. Â íàñòî-

ÿùåå âðåìÿ âåäåòñÿ ðàáîòà ïî èõ ïðèìåíåíèþ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñîäåðæàùåéñÿ

èíôîðìàöèè â ðå÷åâûõ ñèãíàëàõ.
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