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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì
ðàçðàáîòàíà Â.Í. Âàïíèêîì è À.ß. ×åðâîíåíêèñîì â êîíöå 60-õ — íà÷àëå 70-õ
ãîäîâ [1–3]. Ýòà òåîðèÿ ïîëó÷èëà øèðîêóþ èçâåñòíîñòü â ñåðåäèíå 80-õ. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ îíà àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ è ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàçëè÷-
íûõ àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè, ñâÿ-
çûâàþùèå îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü àëãîðèòìîâ ñ äëèíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè è
ñëîæíîñòüþ ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ. Ýòè îöåíêè íåîáõîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåä-
ñêàçûâàòü, íàñêîëüêî õîðîøî áóäåò ðàáîòàòü ïîñòðîåííûé àëãîðèòì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà
è ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïóñòü èìåþòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X , ìíîæåñòâî îòâåòîâ Y (ñîñòîÿíèé îáúåê-
òîâ) è ñóùåñòâóåò öåëåâàÿ ôóíêöèÿ y X Y* : � , çíà÷åíèÿ êîòîðîé y y xi

i� * ( ) èç-

âåñòíû òîëüêî íà êîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå îáúåêòîâ { }x x Xl1 ,... , � . Ïàðà «îáú-

åêò–îòâåò» ( , )x yi
i íàçûâàåòñÿ ïðåöåäåíòîì. Ñîâîêóïíîñòü ïàð X x yl i

i i
l�
�

( , )
1

íàçûâàåòñÿ îáó÷àþùåé âûáîðêîé.
Çàäà÷à îáó÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñè-

ìîñòü ìåæäó îáúåêòàìè è îòâåòàìè, ò.å. ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå a X Y: � . Àëãîðèòì a

äîëæåí îáëàäàòü îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòüþ — ïðèáëèæàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ y xi* ( )
íå òîëüêî íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè, íî è íà âñåì ìíîæåñòâå X .

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâîäèòñÿ â óïðîùåííîì âèäå, ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàåòñÿ,
÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X — íå ðåàëüíûå îáúåêòû, à ëèøü èõ îïèñàíèÿ, ñîäåð-
æàùèå äîñòóïíóþ ÷àñòü èíôîðìàöèè îá îáúåêòàõ. Íåâîçìîæíî èñ÷åðïûâàþùèì
îáðàçîì îõàðàêòåðèçîâàòü ÷åëîâåêà, ãåîëîãè÷åñêèé ðàéîí, ïðîèçâîäñòâåííîå
ïðåäïðèÿòèå, ýêîíîìèêó ñòðàíû è ò.ï. Ïîýòîìó îäíîìó è òîìó æå îïèñàíèþ x
ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå îáúåêòû, à çíà÷èò, è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îò-
âåòîâ (ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ). Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ïðåäñêàçàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé
ñòðóêòóðû áåëêîâ êàæäàÿ àìèíîêèñëîòà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â òðåõ ñîñòîÿíèÿõ,
îïðåäåëÿþùèõ âòîðè÷íóþ ñòðóêòóðó áåëêà [4].
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Âìåñòî ñóùåñòâîâàíèÿ íåèçâåñòíîé öåëåâîé ôóíêöèè y x* ( ) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåèçâåñòíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P x y( , ) íà ìíîæåñòâå X Y� , ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó ñãåíåðèðîâàíà âûáîðêà ïàð X x yl i

i i
l�
�

( , )
1
, x — íåïðåðûâíûé âåê-

òîð x x x xn� ( , ,... , )1 2 ðàçìåðíîñòè n y, ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ — íóëü è åäèíèöà.
Ñëåäóþùèé øàã â ïîñòàíîâêå íàèáîëåå âàæåí. Îí ïðèäàåò òî÷íûé ñìûñë

òîìó, êàê âûáèðàþòñÿ íàáëþäåíèÿ, ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ ïðàâèëî äëÿ êëàññèôèêà-
öèè è îïðåäåëÿåòñÿ åãî êà÷åñòâî. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ X
ñóùåñòâóåò íåèçâåñòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P x( ) . Â ñîîòâåòñòâèè ñ P x( ) ñëó÷àéíî
è íåçàâèñèìî âîçíèêàþò ñèòóàöèè x , êîòîðûå êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðà-
âèëà P y x( | ) , ò.å. ñòðîèòñÿ îáó÷àþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X x yl i

i i
l�
�

( , )
1
. Äëÿ

âñÿêîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà a x( ) îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ êàê âåðîÿòíîñòü
ðàçëè÷íîé êëàññèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà a x( ) è ïðàâèëà P y x( | ). ×åì ìåíüøå
ýòà âåðîÿòíîñòü, òåì âûøå êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ. Ôîðìàëüíî êà÷åñòâî ðåøàþùåãî
ïðàâèëà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

I a a x y P x y dxdy( ) ( ( ) ) ( , )� ��
2 . (1)

Ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåãî ðèñêà (1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ çàäà÷,
ðåøàåìûõ íà îñíîâå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò.å. êîãäà íàáëþäåíèþ
x x x xn� ( , ,... , )1 2 ñîîòâåòñòâóåò íå îäíî, à íåñêîëüêî ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ (èñõîäîâ
ýêñïåðèìåíòîâ). Â.Í. Âàïíèê è À.ß. ×åðâîíåíêèñ áûëè îäíèìè èç ïåðâûõ, êòî ïðè-
äàë çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ ñòðîãóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òðàêòîâêó. Â äàëüíåéøåì
çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî ðèñêà (1) ïðèâëåêëà âíèìàíèå ìíîãèõ ó÷åíûõ.

Íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ñ÷èòàþò, ÷òî çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ìèíè-
ìèçàöèè ñðåäíåãî ðèñêà (1) â ñïåöèàëüíîì êëàññå ðåøàþùèõ ïðàâèë [1]. Ñóùåñòâóåò
è äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ: òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå ñòðóêòóðû îïèñàíèÿ îáúåêòîâ, äëÿ êî-
òîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå (îïòèìàëüíûå) ïðîöåäóðû ðàñïîçíàâàíèÿ.

Äëÿ áóëåâûõ âåêòîðîâ x x x xn� ( , ,... , )1 2 ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé a x( ) ,�{ }01

ðàâíî 22n

, ò.å. ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
Ñðåäíèé ðèñê (1) â áóëåâîì ñëó÷àå äëÿ äâóõ ñîñòîÿíèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

I a a x y P x y

yx X

( ) ( ( ) ) ( , )� �
��
		 2

0

1
, (2)

ãäå óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì âåêòîðàì x x x xn� ( , ,... , )1 2 ; îí îòëè÷åí îò
íóëÿ, ïîñêîëüêó ïðè ñóììèðîâàíèè èñêëþ÷àåòñÿ òîëüêî îäíà èç äâóõ âåðîÿòíîñ-
òåé P x y( , ) . Ôóíêöèè ðàñïîçíàâàíèÿ a x( ) ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü ïðîãðàììíî:
ïåðâàÿ ôóíêöèÿ a x( ) íà âñåõ 2n áóëåâûõ âåêòîðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå íóëü,
âòîðàÿ (â äâîè÷íîé çàïèñè) — åäèíèöà è ò.ä., íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ íà âñåõ âåêòî-

ðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå åäèíèöà; ÷èñëî ïîñòðîåííûõ ôóíêöèé ðàâíî 22n

. Î÷å-
âèäíî, ðåàëèçîâàòü äàííóþ ïðîöåäóðó íà êîìïüþòåðå ìîæíî ëèøü äëÿ íåáîëü-
øèõ âåëè÷èí n.

Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ïðàâèë ñîñòàâëÿåò
âåëè÷èíó

2 2
 
� �

n

,

ãäå 
 — ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, ò.å. ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ïðàâèë íå
òîëüêî áåñêîíå÷íà, íî è ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà [5]. Âíà÷àëå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ çà-
âèñèìîñòåé F x( , )� (êëàññ ðåøàþùèõ ïðàâèë). Âñå ôóíêöèè F x( , )� — õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå, ò.å. ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ — íóëü è åäèíèöà.

Â ðàáîòàõ Â.Í. Âàïíèêà èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî ðèñêà

I P y F x P x y dx dy( ) ( ) ( ( , )) ( , )� � �� � ��
2 (3)

ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì
x y x yl

l
1

1, ,... , , . (4)
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Ôóíêöèîíàë (3) äëÿ êàæäîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü
îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè. Âìåñòî ñðåäíåãî ðèñêà (3) ìèíèìèçèðóåòñÿ ýìïèðè÷åñ-
êèé ðèñê, ñîãëàñíî êîòîðîìó çà òî÷êó ìèíèìóìà (3) ïðèíèìàåòñÿ òî÷êà ìèíèìóìà
ýìïèðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà

I
l

y F xi
i

i

l

ý ( ) ( ) ( ( , ))� � � �� � �
�
	

1 2

1

, (5)

ïîñòðîåííîãî ïî ñëó÷àéíîé íåçàâèñèìîé âûáîðêå (4). Åñëè ìèíèìóì ôóíêöèîíà-
ëà (5) äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè F x( , )�ý , íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü, â êàêèõ ñëó÷à-
ÿõ íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ F x( , )�ý áëèçêà ê ôóíêöèè F x( , )�0 , êîòîðàÿ ìèíèìèçè-
ðóåò (3) â êëàññå ôóíêöèé F x( , )� .

Äàííàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñ-
òè ÷àñòîò ê ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì: áëèçîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ê íàèëó÷-
øåìó ñëåäóåò èç äîñòàòî÷íî ñèëüíîãî óñëîâèÿ, êîãäà äëÿ ëþáîãî � âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

lim | ( ) ( )| }
l

P P
��

� � �{ sup
�

� � � � 0 . (6)

Óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (6) â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ âû-
ïîëíèòü íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó îáúåì âûáîðêè ôèêñèðîâàí è åãî íåëüçÿ ïî ñâîåìó
óñìîòðåíèþ óâåëè÷èâàòü äî áåñêîíå÷íîñòè, òàê êàê ýòî ñâÿçàíî ñ âûïîëíåíèåì, êàê
ïðàâèëî, äîðîãîñòîÿùèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ áóëåâûõ çàäà÷ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåê-
òîðîâ ñîñòàâëÿåò êîíå÷íóþ âåëè÷èíó 2n , îáúåì îáó÷àþùåé âûáîðêè l — ëèøü íå-
áîëüøóþ äîëþ îò ýêñïîíåíòû 2n . Ïîýòîìó îïåðàöèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â (6)
íåâûïîëíèìà äëÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷.

Êðîìå òîãî, â òåîðèè âåðîÿòíîñòè ïûòàþòñÿ èçáåãàòü îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñ-

òè ìàññîâîãî ñîáûòèÿ â âèäå ïðåäåëà ÷àñòîòû
m

n
, êîãäà ÷èñëî èñïûòàíèé n ��.

Â êà÷åñòâå ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè âûáèðàåòñÿ ÷èñëî, âáëèçè êîòîðîãî
êîëåáëåòñÿ ÷àñòîòà ñîáûòèÿ ïðè áîëüøîì, íî êîíå÷íîì ÷èñëå íàáëþäåíèé [6].

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ïðàâèë
F x F x N( , ), , ( , )� �1  ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ÷àñòîò ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèé ê èõ âå-
ðîÿòíîñòÿì âûòåêàåò èç óñëîâèÿ l ��. Êàæäîìó ðåøàþùåìó ïðàâèëó F x i( , )�
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñîáûòèå Ai , ñîñòîÿùåå èç òåõ ïàð x y, , íà êîòîðûõ
( ( , ))y F x i� �� 2 1, ò.å. îïðåäåëåíî êîíå÷íîå ÷èñëî N ñîáûòèé A A N1 ,... , .

Èç íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà [7] âûòåêàåò îöåíêà

P P li i{ } { }| ( ) ( )| exp� � � � �� � � � 2 , (7)

ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ îòäåëüíîãî ÷ëåíà â ýìïèðè÷åñêîì ðèñêå (5) íå ïðåâîñõî-
äèò 1/4. Èç (7) ñëåäóåò

P P N l
i

i i{sup| ( ) ( )| } exp{ }� � � � �� � � � 2 . (8)

Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ïðàâèë èç (8) âûòåêàþò ñëåäóþùèå
îöåíêè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë ñîñòîèò èç N ýëåìåíòîâ è äëÿ
ðåøàþùèõ ïðàâèë F x i( , )� ÷àñòîòû îøèáîê íà îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëèíû l ðàâíû � �( )i . Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1�� ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îäíîâðå-
ìåííî äëÿ âñåõ ðåøàþùèõ ïðàâèë âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

� �
�

� � �
�

( )
ln ln

( ) ( )
ln ln

i i i
N

l
P

N

l
�

�
� � �

�
.

(9)

Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ N ïðàâèë, òåîðåìà 1 óñòàíàâëè-
âàåò äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ êà÷åñòâà ðåøàþùåãî ïðàâèëà F x( , )�ý , êîòîðîå
ìèíèìèçèðóåò ñðåäè N ïðàâèë ýìïèðè÷åñêèé ðèñê. Îí ðàâåí

� �
�

� � �
�

( )
ln ln

( ) ( )
ln ln

ý ý ý�
�

� � �
�N

l
P

N

l
. (10)
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Îöåíêè (9), (10) èìåþò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ äëÿ áîëü-
øèõ âûáîðîê. Êðîìå òîãî, â íèõ ïðèñóòñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé ïàðàìåòð �. Íåîáõî-
äèìî çàäàòü ýòîò ïàðàìåòð, ïîäñòàâèòü â ôîðìóëû è âû÷èñëèòü îöåíêó ïîãðåøíîñ-
òè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêîé âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòð � ñëåäóåò ïîëîæèòü áëèçêèì
ê íóëþ, âñëåäñòâèå ýòîãî îöåíêè çàâûøåíû.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
ìíîæåñòâîì äëÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ. Ïîýòîìó Â.Í. Âàïíèê äåëàåò ïî-
ïûòêó îáîáùèòü ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøàþùèõ ïðàâèë.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî S ðåøàþùèõ ïðàâèë F x( , )� è äàíà âûáîðêà x xl1, ... , .

Åå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà 2l ñïîñîáàìè. (Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà F x( , )� ìíî-

æåñòâî x xl1, ... , äåëèòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà — ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðîì
F x( , )� �1, è ïîäìíîæåñòâî, íà êîòîðîì F x( , )� � 0 .)

×èñëî òàêèõ ñïîñîáîâ ðàçäåëåíèÿ çàâèñèò êàê îò êëàññà ðåøàþùèõ ïðàâèë
F x( , )� , òàê è îò ñîñòàâà âûáîðêè. Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ �S lx x( , ... , )1 è íàçûâàåò-

ñÿ èíäåêñîì ñèñòåìû S îòíîñèòåëüíî âûáîðêè x xl1, ... , .
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñîáûòèé

S x y y F x( ) , : ( ( , ))� �� � �{ }2 1 ,

îáðàçîâàííûõ ìíîæåñòâîì ðåøàþùèõ ïðàâèë F x( , )� . Ôóíêöèÿ

m l x xS

x x

S l

l
( ) max ( , ... , )

,... ,
�

1

1� (11)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðîñòà ñèñòåìû ñîáûòèé S , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì
âîçìîæíûì âûáîðêàì äëèíû l. Ôóíêöèÿ ðîñòà âû÷èñëÿåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ñïîñîáîâ ðàçäåëåíèÿ l òî÷åê íà äâà êëàññà ñ ïîìîùüþ ðåøàþùèõ ïðàâèë.

Îïðåäåëåíèå (11) — êëþ÷åâîé ìîìåíò òåîðèè. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìàêñèìóì
âñåãäà äîñòèãàåòñÿ, ïîñêîëüêó èíäåêñ �S lx x( , ... , )1 ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà-
÷åíèé. Îäíàêî ýòî ìîæåò áûòü íå òàê, åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò âåêòî-
ðà x — âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ( , )�� � . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (11) íóæíî îðãàíèçî-
âàòü áåñêîíå÷íîå (êîíòèíóàëüíîå) ìíîæåñòâî âûáîðîê äëèíû l è ê êàæäîé âûáîðêå
ïðèìåíèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøàþùèõ ïðàâèë, ðàçäåëÿþùèõ âûáîðêó íà äâà
êëàññà. Ïîýòîìó â (11) äîëæåí áûòü óêàçàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
m lS ( ) . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðîñòà âîñïðèíèìàåòñÿ êàê àêò
âåðû, à â ìàòåìàòèêå òàêèå îïðåäåëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ íåêîððåêòíûìè [8].

Â òåêñòå ðàáîòû [2] ïðèâîäèòñÿ ôðàçà, êîòîðàÿ ââîäèò ÷èòàòåëÿ â çàáëóæäåíèå
òåì, ÷òî ôóíêöèþ m lS ( ) ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü: «äëÿ ôóíêöèè ðîñòà ñïðàâåäëèâà
çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî åå îöåíèòü».

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ ðîñòà ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíà 2l , ëèáî ïðè l h� ìàæîðè-

ðóåòñÿ ôóíêöèåé m l
l

h

S
h

( ) ,
!

�15 , ãäå h �1— ìèíèìàëüíûé îáúåì âûáîðêè, ïðè êîòî-

ðîì íàðóøàåòñÿ óñëîâèå m lS l( ) � 2 . Èíà÷å ãîâîðÿ,

m l
l

h
l h

S

l

h( )
,

,
!

( ).
�

�

� �

�

�
�

�
�

ëèáî

ëèáî

2

15

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ôóíêöèþ ðîñòà, íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ëèáî äëÿ
ëþáîãî l íàéäóòñÿ òî÷êè x xl1, ... , òàêèå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðåøàþùèõ ïðàâèë F x( , )�

èõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà âñåìè 2l âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, ëèáî ñóùåñòâóåò
÷èñëî h òàêîå, ÷òî h òî÷åê ìîæíî, íî íèêàêèå h �1 òî÷åê íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâà
êëàññà âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè.

Äàæå åñëè òåîðåìà 2 âåðíà, òî íåÿñíî, êàê îïðåäåëèòü ïåðåõîä, ïðè êîòîðîì
íàðóøàåòñÿ óñëîâèå m lS l( ) � 2 , ïîñêîëüêó ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S ðåøàþùèõ ïðà-
âèë ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
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Êëàññ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èìååò åìêîñòü h, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî m l
l

h
l hS

h

( ) ,
!

( )� �15 . Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà m lS l( ) � 2 ñ÷èòàåò-

ñÿ, ÷òî åìêîñòü êëàññà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé F x( , )� áåñêîíå÷íà.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäèòñÿ îöåíêà ôóíêöèè ðîñòà äëÿ ñóììû ëèíåéíûõ

ïî ïàðàìåòðó ðåøàþùèõ ïðàâèë (ýòîò ñëó÷àé èãðàåò âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåé
òåîðèè Â.Í. Âàïíèêà):

F x xi i

i

n

( , ) ( ( ));� � � ��
�
	

1

�( )
, ,

, .
z

z

z
�

�

�

�
�
�

1 0

0 0

åñëè

åñëè (12)

Ìíîæåñòâî ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (12) îáðàçóåò êîíòèíóàëüíûé êëàññ
ôóíêöèé, òàê êàê ïàðàìåòðû � i — âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Êàê îòìå÷àëîñü, ôóíêöèÿ
ðîñòà ýôôåêòèâíî íå âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå. Â ðàáîòå [2] àâòîð ïðèáåãàåò ê ñëåäóþ-
ùåìó ïðèåìó. Ïðèâåäåì õîä åãî ðàññóæäåíèé: «Íåòðóäíî íàéòè ôóíêöèþ ðîñòà
äëÿ êëàññà ñîáûòèé, çàäàííûõ ëèíåéíûìè ðåøàþùèìè ïðàâèëàìè (12). Äëÿ ýòîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê h â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n, êîòîðûå
ìîæíî ñ ïîìîùüþ ãèïåðïëîñêîñòè ðàçáèòü íà äâà êëàññà âñåìè 2h ñïîñîáàìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî n. Ïîýòîìó äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë

ôóíêöèÿ ðîñòà îöåíèâàåòñÿ ôîðìóëîé m l
l

n
l nS

n

( ) ,
!

(� �15 )».

Äàííûå ðàññóæäåíèÿ íåóáåäèòåëüíû, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ � �i i

i

n

x( )
�
	

1

íå ÿâëÿåòñÿ

ãèïåðïëîñêîñòüþ è, êðîìå òîãî, êàê ëåãêî çàìåòèòü, ïðè n � 2 òðè òî÷êè ìîæíî ðàçáèòü
íà äâà êëàññà 23 ñïîñîáàìè. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîñ÷åòàõ.

Äàëåå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòîò ê âåðî-
ÿòíîñòè ïî êëàññó ñîáûòèé S ( )� . Ïîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P P m l
lSsup

�
� � � �

�
| ( ) ( )| ( )exp� �

�
�
�

�
�
�
� �

�
�
�

��

�
�
�

��
6 2

4

2
.

Åñëè åìêîñòü êëàññà ðåøàþùèõ ïðàâèë êîíå÷íà, m l
l

h

S
h

( ) ,
!

�15 , òî ïðèâîäèëàñü

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [2].
Òåîðåìà 3. Ïóñòü F x a( , ) — êëàññ ðåøàþùèõ ïðàâèë îãðàíè÷åííîé åìêîñòè h

è � �( ) — ÷àñòîòà îøèáîê, âû÷èñëåííàÿ ïî îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
ïðàâèëà F x a( , ) . Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1�� äëÿ âñåõ ïðàâèë F x a( , ) âåðîÿòíîñòü
îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ

� �

�

� � �( )

ln
ln

( ) ( )

ln

�

��

�
�

�

�
� �

� � �

��

�
�

�

�
h

l

h

l
P

h
l

h

2
1

9
2

2
1� �

ln �

9

l
.

Ïðè âûâîäå ñâîéñòâ ôóíêöèè ðîñòà m lS ( ) è òåîðåìû 3 òðåáóåòñÿ íåîäíîêðàò-

íîå âû÷èñëåíèå ýòîé ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó ôóíêöèþ m lS ( ) ýôôåêòèâíî âû÷èñëèòü
íåâîçìîæíî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøàþùèõ ïðàâèë
íåëüçÿ ñ÷èòàòü îáîñíîâàííûìè.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈß ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÒÅÎÐÈÈ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÈÑÊÀ

Åñëè àëãîðèòì a äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ýìïèðè÷åñêîìó ôóíêöèîíàëó íà çàäàííîé
îáó÷àþùåé âûáîðêå X l , òî ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî îí áóäåò õîðîøî ïðèáëè-
æàòü öåëåâóþ çàâèñèìîñòü íà ïðîèçâîëüíîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå. Ñïåöèôèêà
ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáîðêà X L ðàç-
áèâàåòñÿ íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó X l äëèíû l è êîíòðîëüíóþ X k äëèíû k,
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L l k� � . Íà ýòàïå îáó÷åíèÿ íà îñíîâå âûáîðêè X l ñòðîèòñÿ àëãîðèòì
a X l� �( ) , çàòåì åãî ðàáîòà ïðîâåðÿåòñÿ íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå X k . Åñòåñ-
òâåííî, ÷òî ïðè òàêîì ñîêðàùåíèè âûáîðêè ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà óìåíüøà-
åòñÿ, ïîñêîëüêó â ïðèâåäåííûõ ðàíåå îöåíêàõ ôèãóðèðóåò äëèíà âûáîðêè.

Òåîðèÿ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïîñòðîåíà äëÿ íåïðåðûâíûõ îáúåê-
òîâ x x x xn� ( , ,... , )1 2 ðàçìåðíîñòè n. Âåðõíèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ìèíèìè-
çàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïîñòðîåíû äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ a x( ), êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò ñðåäíèé ðèñê (1), ìîæåò íå
ïðèíàäëåæàòü êëàññó ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîñêîëüêó ìèíèìóì ñðåäíåãî
ðèñêà íåèçâåñòåí, ïîñòðîåííûå îöåíêè (9), (10) íå îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó îòêëîíå-
íèÿ ìèíèìóìà ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà îò ìèíèìóìà (1).

Îöåíêè (9), (10) â òåîðèè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïîëó÷åíû íà
îñíîâå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ x y x yl

l
1

1, ,... , , , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðîé ñëó÷àé-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïèñàíèé îáúåêòîâ è èõ ñîñòîÿíèé, ïîýòîìó îíè íîñÿò
âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Â ýòè îöåíêè âõîäèò äëèíà âûáîðêè, êîíå÷íîå ÷èñëî ðå-
øàþùèõ ïðàâèë N è âåðîÿòíîñòíûé ïàðàìåòð �.

Â îáó÷àþùåé âûáîðêå êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èçâåñòíû, áî-
ëåå òîãî, íà ïðàêòèêå îíè ÷àñòî îïðåäåëÿþòñÿ çàðàíåå. Åñëè â âûáîðêå îòñóòñòâóåò
îäèí èç êëàññîâ îáúåêòîâ, òî îöåíêè (9), (10) äàþò ïîëüçîâàòåëþ íåâåðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ðàáîòå ìåòîäà. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìåäèöèíñêàÿ ýêñïåðòíàÿ ñèñòåìà ñòðî-
èòñÿ òîëüêî íà êëàññå «áîëüíûõ» ëèáî «çäîðîâûõ» ïàöèåíòîâ (èëè ðàçìåðû ýòèõ
êëàññîâ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòèâíûõ ïðîöåäóð ðàñïîçíà-
âàíèÿ â òàêîì ñëó÷àå ïîñòðîèòü íåëüçÿ.

Åñëè îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ñîäåðæèò òîëüêî îäèí êëàññ îáúåêòîâ, òî ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïðèìåð, êîãäà ýìïèðè÷åñêèé ðèñê îêàæåòñÿ íóëåâûì, â òî âðåìÿ êàê ñðåä-
íèé ðèñê (2) áóäåò ìàêñèìàëüíûì. Ïóñòü n �1 è äëÿ áóëåâîãî ñëó÷àÿ âîçüìåì ñëå-
äóþùèå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ:

P x y P x y( , ) , , ( , ) , ,� � � � � �0 0 01 0 1 0 3

P x y P x y( , ) , , ( , ) , .� � � � � �1 0 0 2 1 1 0 4

Òîãäà ôóíêöèé ðàñïîçíàâàíèÿ áóäåò ÷åòûðå:

a x a x1 10 1 1 1( ) , ( ) ;� � � � a x a x2 20 1 1 0( ) , ( ) ;� � � �

a x a x3 30 0 1 1( ) , ( ) ;� � � � a x a x4 40 0 1 0( ) , ( )� � � � .

Ôóíêöèÿ a1 ìèíèìèçèðóåò ðèñê (2), îí ðàâåí 0,3. Åñëè îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ñî-
äåðæèò îáúåêòû òîëüêî êëàññà 0 è â âûáîðêå ïðèñóòñòâóþò îáúåêòû x � 0 è x �1,
òî ôóíêöèÿ a4 äàåò íóëåâîé ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, îäíàêî ó ýòîé ôóíêöèè íàáëþ-
äàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðèñê (2), ðàâíûé 0,7.

Íàëè÷èå òàêîãî ðîäà êîíòðïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäîáíûå «ïëîõèå» çàäà÷è
â ñîâîêóïíîñòè ìîãóò ñîñòàâëÿòü êàê ðàç òîò äèàïàçîí âåðîÿòíîñòè �, ïðè êîòîðîì îöåí-
êè (9), (10) íå âûïîëíÿþòñÿ. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ íåäîñòàòîê âåðîÿòíîñòíûõ îöåíîê.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â îöåíêè ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ äîëæíû âõîäèòü ðàçìåðû êëàññîâ,
à íå îáùàÿ äëèíà âûáîðêè; â ýòîì ñëó÷àå êîíòðïðèìåðû èñêëþ÷àþòñÿ.

Èññëåäîâàíèå îöåíîê ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïðîâîäè-
ëîñü äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ è äâóõ êëàññîâ îáúåêòîâ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýìïè-
ðè÷åñêèé ðèñê (åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó) èìååò áèíîìèàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì l è âåðîÿòíîñòüþ P a x y( ( ) ) , òàê êàê åäèíèöà
â ýìïèðè÷åñêîì ðèñêå ïîÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ P a x y( ( ) ) . Ïîýòîìó äëÿ êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ðåøàþùèõ ïðàâèë îöåíêè (9) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàþò èç îáîá-
ùåííîãî íåðàâåíñòâà ×åáûøîâà (íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà), è â òàêîì ñëó÷àå
â îöåíêó âõîäèò äëèíà âûáîðêè l è ÷èñëî ðåøàþùèõ ïðàâèë N .

Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà íåðàöèîíàëüíû ïî ñâîåìó ñïîñîáó
ïîñòðîåíèÿ. Â ýòèõ ìåòîäàõ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû �* ðåøàþùèõ ïðàâèë F x( , )�

îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïî íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé
îáó÷àþùåé âûáîðêå x y x yl

l
1

1, ,... , , . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîâûõ
îáúåêòîâ, êîòîðûå íå ïðèñóòñòâóþò â îáó÷àþùåé âûáîðêå, íàéäåííûå ïàðàìåòðû
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óæå ìîãóò íå áûòü îïòèìàëüíûìè è èõ íóæíî âû÷èñëÿòü çàíîâî. Äðóãèìè ñëîâàìè,
íàõîäèòü òî÷íûé ìèíèìóì ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (5) ïî îòäåëüíûì îáó÷àþùèì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿì íå èìååò ñìûñëà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçáèåíèÿ âû-
áîðêè íà îáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ. Åñòåñòâåííî, ÷òî ìåòîäû, â êîòîðûõ ïðèñóò-
ñòâóþò òðóäîåìêèå ïðîöåäóðû íàñòðîéêè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïî îòäåëüíûì
îáó÷àþùèì âûáîðêàì, íåïðèìåíèìû â æèâîé ïðèðîäå, à òàêæå ïðè ðàñïîçíàâàíèè
îáúåêòîâ â áûñòðîìåíÿþùåéñÿ îáñòàíîâêå.

ÁÀÉÅÑÎÂÑÊÈÅ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß

Â ðàáîòàõ [10, 11] ïîñòðîåíà òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ äèñêðåòíûõ
ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ. Âûáðàí ïðÿìîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ ðàñïîç-
íàâàíèÿ, à èìåííî, íàéòè òàêèå ñòðóêòóðû îïèñàíèÿ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå è äàæå îïòèìàëüíûå ïðîöåäóðû ðàñïîçíàâàíèÿ. Äàí-
íûé ïîäõîä èìååò î÷åâèäíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä äðóãèìè ïîäõîäàìè: âìåñòî
èñïîëüçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ïðîöåäóð ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
èëè äðóãèõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà (â ñïåöèàëüíîì êëàññå ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé) ïðèìåíÿåòñÿ ïðîñòîå áàéåñîâñêîå ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè, êîòîðîå èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Îïòèìàëüíûì ïðàâèëîì êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêîå ïðàâèëî, êîòî-
ðîå ìàêñèìèçèðóåò àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ïðè çàäàí-
íîì íàáîðå ïðèçíàêîâ îáúåêòà. Îäíàêî ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé íåèçâåñòíî, èçâåñòíû ëèøü ýìïèðè÷åñêèå äàííûå îòíîñèòåëü-
íî çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ è èõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îáó÷àþùóþ
âûáîðêó. Ïîñòðîåííîå ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè äîëæíî õîðîøî ðàáîòàòü çà ïðåäå-
ëàìè îáó÷àþùåé âûáîðêè, ò.å. îáëàäàòü îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòüþ; æåëàòåëüíî,
÷òîáû îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðîöåäóðû äîñòàòî÷íî áûñòðî óìåíüøàëàñü ïðè
óâåëè÷åíèè ðàçìåðîâ êëàññîâ îáúåêòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îáó÷àþùóþ âûáîðêó.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî ðèñêà

I a a x y P x y

yx X

( ) ( ( ) ) ( , )� �
��
		 2

0

1
. (13)

Ïîêàçàíî, ÷òî â áóëåâîì ñëó÷àå áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà äëÿ îáúåêòîâ ñ íåçàâèñè-
ìûìè ïðèçíàêàìè ÿâëÿåòñÿ ñóáîïòèìàëüíîé, ïîñòðîåíà âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåí-
êè ïîãðåøíîñòè ïðîöåäóðû â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè, êî-
òîðûå ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî àáñîëþòíîé êîíñòàíòû.

Íàáëþäàåìûé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì x x xn1 2, ,... , , f , ãäå x x xn1 2, ,... , —
ïðèçíàêè (èçìåðåíèÿ) îáúåêòà, f — ñîñòîÿíèå îáúåêòà. Ïóñòü ïðîâåäåíî m íàáëþ-
äåíèé íàä îáúåêòàìè è â êàæäîì ñëó÷àå çàôèêñèðîâàíî ñîñòîÿíèå îáúåêòà. Èìååì
îáó÷àþùóþ âûáîðêó V V V V� ( , , )0 1 2 ñëåäóþùåãî âèäà.

Íà ìíîæåñòâå X îïèñàíèé îáúåêòîâ ( , ,... , , )x x x fn1 2 çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé P, êîòîðîå çàðàíåå íåèçâåñòíî. Ïåðâàÿ ÷àñòüV0 — áóëåâà ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè m n0 � , ãäå m0 – ÷èñëî ñòðîê. Êàæäàÿ ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð
x x x x fn� ( , ,... , , )1 2 , êîòîðûé âûáðàí â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì P ïðè óñëîâèè
f � 0. Âòîðàÿ ÷àñòü V1 — áóëåâà ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m n1 � , ãäå m1 — ÷èñëî ñòðîê.
Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû — âåêòîð x, êîòîðûé âûáðàí íà îñíîâå ðàñïðåäåëåíèÿ P ïðè
óñëîâèè f �1. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü V2 — áóëåâ âåêòîð ðàçìåðíîñòè m2 . Êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà ýòîãî âåêòîðà — íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå ñîñòîÿíèÿ f , êîòîðîå âûáèðàåòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì P. Ïîñêîëüêó íàáëþäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê è â òå-
îðèè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m m m m2 0 1� � � .

Èíäóêòèâíûé øàã. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêóþ ïðîöåäóðó èíäóêòèâíîãî âû-
âîäà, êîòîðàÿ ïî èçìåðåíèÿì x x xn1 2, ,... , ëþáîãî ñëåäóþùåãî îáúåêòà è îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêå V V V V� ( , , )0 1 2 îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå f îáúåêòà.

Ïîñòóïèâøèé íà âõîä îáó÷àþùåé ñèñòåìû âåêòîð x x x xn� ( , ,... , )1 2 ìîæåò
ïðèñóòñòâîâàòü â âûáîðêå V0 èëè âûáîðêå V1 ëèáî â îáåèõ âûáîðêàõ âìåñòå. Îäíàêî
óêàçàòü, ê êàêîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò x x x xn� ( , ,... , )1 2 , íåëüçÿ, òàê êàê íå èçâåñòíû âå-
ðîÿòíîñòè p x( , )0 è p x( , )1 . Ýòîò âîïðîñ ðåøàåò áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà ðàñïîçíàâàíèÿ.
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Ïîãðåøíîñòü ïðîöåäóðû. Ñëîæíîñòü êëàññà çàäà÷. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðîöåññ
îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ f îáúåêòà ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì âåêòîðà âõîäà
x x x xn� ( , ,... , )1 2 ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè a x( ), ò.å. f a x� ( ). Ïîñêîëüêó ÷èñ-
ëî ôóíêöèé a x( ) êîíå÷íî, ñðåäè íèõ ñóùåñòâóåò íàèëó÷øàÿ ôóíêöèÿ a x* ( ), òàêàÿ,

÷òî P x a x P x P x( , ( )) max( ( , ), ( , ))* � 0 1 . Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ a x* ( ) ìèíèìèçè-
ðóåò ñðåäíèé ðèñê (13).

Ïîãðåøíîñòü ôóíêöèè a x( ) — óñðåäíåííàÿ âåëè÷èíà

	( , ) ( , ( )) ( , ( ))*a P P x a x P x a x

x

� �	 , (14)

ò.å. 	( *)a � 0 . Ïîãðåøíîñòü (14) â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñ-
êîãî ðèñêà óêàçûâàåò íà îòêëîíåíèå ïîãðåøíîñòè ôóíêöèè a x( ) îò ìèíèìóìà
ñðåäíåãî ðèñêà, ïîýòîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñ íåé óäîáíåå ðàáîòàòü.

Èíäóêòèâíàÿ ïðîöåäóðà ðàñïîçíàâàíèÿ Q ñòðîèò ïî äàííîé âûáîðêå
V V V V� ( , , )0 1 2 è âåêòîðó x ôóíêöèþ a x Q V x( ) ( , )� .

Ïîãðåøíîñòü ïðîöåäóðû Q íà ðàñïðåäåëåíèè P — óñðåäíåííàÿ âåëè÷èíà

	 	( , ) ( , ) ( )Q P a P P V

V W

�
�
	 1 . (15)

Óñðåäíåíèå â (15) ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì îáó÷àþùèì âûáîðêàì V, èìåþùèì çà-
äàííûå ðàçìåðû êëàññîâ, èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà W, P V1 ( ) — âåðîÿò-
íîñòü ïîëó÷åíèÿ âûáîðêè V. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ïðèçíàêîâ âåðîÿòíîñòü P V1 ( ) ïî-
ëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì P. Óñðåäíåíèå (15) ïðîâîäèòñÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîëó÷èòü äåòåðìèíèðîâàííûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû
ðàñïîçíàâàíèÿ. Îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ, ïî ñóòè, âûïîëíÿåò ôóíêöèþ êîíòðîëÿ: ôîð-
ìóëà (15) îöåíèâàåò êà÷åñòâî ðàáîòû ïðîöåäóðû íà âñåâîçìîæíûõ íîâûõ îáúåêòàõ,
íå âõîäÿùèõ â ñîñòàâ îáó÷àþùåé âûáîðêè. Ïðè ýòîì ó âñåõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê
ðàçìåðû êëàññîâ îäèíàêîâû.

Êëàññ çàäà÷ C C m m m n� ( , , , )0 1 2 — ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé âåðîÿòíîñòåé P, äåòåðìèíèðîâàííûå ÷èñëà m m m n0 1 2, , , — âõîä çàäà÷è, îíè
îïðåäåëÿþò ðàçìåðû âûáîðêè.

Ïîãðåøíîñòüþ ïðîöåäóðû ðàñïîçíàâàíèÿ Q íà êëàññå C íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
	 	( , ) ( , )Q C Q P

P C

�
�

sup . Ñëîæíîñòü êëàññà C îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

� 	 	( ) inf ( , ) inf ( , ).C Q C Q P
Q Q p C

� �
�

sup

Íóæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ïðîöåäóðó ðàñïîçíàâàíèÿ Q, äëÿ êîòîðîé ÷èñëî
	( , )Q C ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà �( )C .

Ïóñòü d d d dn� ( , ,... , )1 2 — áóëåâ âåêòîð. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ P èç
êëàññà C ïðè êàæäîì d óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ P x d x d xn( , ,... ,1 1 2 2� � �

� � � � �
�
!d f i P x d f in j j

j

n

| ) ( | )
1

, i � 0 1, , ÷òî îçíà÷àåò íåçàâèñèìîñòü ïðèçíàêîâ x j

äëÿ êàæäîãî êëàññà îáúåêòîâ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 
( , )d i , êîòîðûå çàâèñÿò îò d è i êàê îò

ïàðàìåòðîâ:

( , ) ( ( , ) / ) / , ,d i k d i m k m ij i i

j

n

� �
�
! 2

1

0 1. (16)

Çäåñü k d ij( , ) — êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé, ðàâíûõ d j , j-ãî ïðèçíàêà â j-ì ñòîëáöå
ìàòðèöû Vi ; ki — êîëè÷åñòâî çíà÷åíèé öåëåâîãî ïðèçíàêà, ðàâíûõ i, â âåêòîðå
V2 . Òîãäà ôóíêöèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

a d
d d

d d
( )

, ( , ) ( , ),

, ( , ) ( , ).
�

�

�

�
�
�

0 0 1

1 0 1

åñëè

åñëè


 



 
 (17)

Ïðîöåäóðó ðàñïîçíàâàíèÿ, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè (16), (17), îáîçíà-
÷èì QB . Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû � � �( , ) / ( ( , ) ( , ))d i d d0 1� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðè-
áëèæåííûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé P f i x d x d x dn n( | , ,... , )� � � �1 1 2 2 , âû÷èñëåí-
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íûõ ïî òåîðåìå Áàéåñà. Ïðè ïîäñ÷åòå îöåíîê ýòèõ âåðîÿòíîñòåé ñóùåñòâåííûì îá-
ðàçîì èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî ðàçìåðîâ êëàññîâ â îáó÷àþùåé
âûáîðêå, ïîýòîìó äàííûå çíà÷åíèÿ âõîäÿò â ïðèâîäèìûå äàëåå îöåíêè ïîãðåøíîñ-
òè áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû. Äëÿ áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû ïðîâîäèòü ðàçáèåíèå íà
îáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ âûáîðêè íå íóæíî, ïîñêîëüêó ïðè ïîäñ÷åòå ïîãðåø-
íîñòè (15) ó÷èòûâàåòñÿ ðàáîòà ïðîöåäóðû íà âñåì ìíîæåñòâå îáó÷àþùèõ âûáîðîê.
Áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà (16), (17) ñòðîèòñÿ ïðîãðàììíûì îáðàçîì, íàéòè åå
àíàëèòè÷åñêèé âèä íåâîçìîæíî. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
ðàáîòàþò ñ èçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè.

Â ðàáîòå [10] ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó ïîãðåøíîñòè áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû íà
êëàññå Ñ.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà ��� òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

	( , )
min ( , )

.Q C a
n

m m m
B " �

0 1 2

1
(18)

Ïðè óñëîâèè min ( , )m m n0 1 2� îöåíêà ñâåðõó ïîãðåøíîñòè áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû
çàäàåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (äëÿ ìàëûõ âûáîðîê) îíà íå ïðåâîñõî-
äèò åäèíèöû. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà a � 4 2 .
Ïðè âûâîäå ýòîé òåîðåìû íå íóæíî òðåáîâàòü, êàê â ìåòîäàõ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêî-
ãî ðèñêà, ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ÷àñòîò ê èõ âåðîÿòíîñòÿì, ïîñêîëüêó â ñèëó óñðåäíå-
íèÿ (15) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèè ÷àñòîò â ôîðìóëå (16) ñîâïàäàþò ñ âåðî-
ÿòíîñòÿìè è äèñïåðñèÿìè áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â [12] äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî åñëè â îáó÷àþùåé âûáîðêå îòñóòñòâóåò
îäèí èç êëàññîâ, ò.å. min ( , )m m0 1 0� , òî ëþáàÿ ïðîöåäóðà, â òîì ÷èñëå è áàéåñîâ-
ñêàÿ, ðàáîòàåò ïëîõî è åå ïîãðåøíîñòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ðåçóëüòàò ýòîé òåîðå-
ìû ïîêàçûâàåò, ÷òî â îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ äîëæíû âõî-
äèòü ðàçìåðû êëàññîâ, à íå äëèíà âûáîðêè.

Íàèáîëåå ñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó ïîãðåøíîñòè ïðîöåäóð ðàñïîçíàâà-
íèÿ íà êëàññå Ñ [10, 12].

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà a1 0� òàêàÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäó-
þùåå: êàêîâû áû íè áûëè öåëûå ÷èñëà m0 , m1, m2 , óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì
m m1 0 0� � , m2 0� , íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ïðîöåäóðà ðàñïîçíàâàíèÿ Q, ñóùåñòâóåò òà-
êîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P èç êëàññà C, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

	( , )
min ( , )

Q P a
n

m m m
� �1

0 1 2

1
.

(19)

Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü 	( , )Q CB îòëè÷àåòñÿ îò ñëîæíîñòè
�( )C êëàññà çàäà÷ C íå áîëåå ÷åì â êîíñòàíòó ðàç. Â ýòîì ñìûñëå áàéåñîâñêàÿ ïðî-
öåäóðà ðàñïîçíàâàíèÿ QB ÿâëÿåòñÿ ñóáîïòèìàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì, áàéåñîâñêàÿ
ïðîöåäóðà ðàñïîçíàâàíèÿ ðåàëèçóåò ñëîæíîñòü êëàññà çàäà÷ C.

Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ïîëó÷åíû äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ [11, 13].
Â îòëè÷èå îò âåðîÿòíîñòíûõ îöåíîê (9), (10), ïîëó÷åííûõ â òåîðèè ìèíèìèçà-

öèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, îöåíêè ïîãðåøíîñòè áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû ðàñïîçíà-
âàíèÿ äåòåðìèíèðîâàíû, èõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî ðèñêà (13) ïîëíîñòüþ ðåøå-
íà äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèçíàêàìè.

ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß, ÏÎÑÒÐÎÅÍÍÎÉ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÎÒÄÅËßÞÙÅÉ ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Äëÿ áóëåâîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ïîñòðîèòü îòäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü íà îñíîâå
áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû ðàñïîçíàâàíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó îòäåëÿþùåé ãè-
ïåðïëîñêîñè ïðè óñëîâèè äâóõ êëàññîâ îáúåêòîâ, ïðè ýòîì âñå ïðèçíàêè îáúåê-
òîâ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà { }0 1, .

Áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà QB íà êëàññå C C m m m n� ( , , , )0 1 2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì (16), (17). Âåêòîð d d dn� ( ,... , )1 îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáúåêòîâ 0, åñëè âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

q p q pj d j d

j

n

j

n

j j0 0 1 1
11

�
��
!! , (20)
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ãäå q
k

m
i

i�
2

, p
k d i

m
jid

j

i
j
�

( , )
, i j n� �0 1 1 2, ; , ,... , . Åñëè (20) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî âåê-

òîð d îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáúåêòîâ 1.
Ïðîöåäóðà îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè (îáîçíà÷èì åå R) ñîñòîèò â ñëåäóþ-

ùåì. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

� �j j

j

n

d � �
�
	 0

1

0 ,

òî âåêòîð d îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáúåêòîâ 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ê êëàññó îáú-
åêòîâ 1; çäåñü � � �0 1, # #� n — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Îáîçíà÷èì
J j pi ji� � �{ }: 0 11 , i � 0 1, ; I i qi� � �{ }: 0 1,

t p
i j J s

jis
i Ii

�
� � � �

max max max max | ln | , max| ln
, ,{ } { }0 1 0 1

qi |
�
�
�

�
�
�

(çäåñü maxrk
k�$

� 0), t n t0 1 1� � �( ) , t n t1 01 1� � �( ) .

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî ïðîöåäóðû îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

  0 0 0 01 0 00
1

1( ) [ ( ) ( )( )]q p d p dj j j j j j

j

n

� � � �
�
	

� � � �
�
	  1 1 1 11 1 10

1

1( ) [ ( ) ( )( )]q p d p dj j j j j j

j

n

.
(21)

Çäåñü  i ij
i

z z
z z

t z
i j n( ) ( )

ln , ,

, ,
, , , ,... , .� �

�

� �

�
�
�

� �
0

0
0 1 1 2

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâà (20) è (21) ýêâèâàëåíòíû, ò.å. äëÿ ëþáîãî
áóëåâîãî âåêòîðà d îáà íåðàâåíñòâà èëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ, èëè îäíîâðå-
ìåííî íå âûïîëíÿþòñÿ. Äîêàæåì ýòîò ôàêò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâå-
íñòâî 0 1� �qi , 0 11� �p ji , i j n� �0 1 1 2, , , ,... , . Íåðàâåíñòâî (21) ïðèíèìàåò âèä

ln [(ln ) (ln )( )]q p d p dj j j j

j

n

0 01 00
1

1� � � �
�
	

� � � �
�
	ln [(ln ) (ln )( )]q p d p dj j j j

j

n

1 11 10
1

1 ,

èëè ln [ ] ln [q p p q p p
j

d

j

d

j

n

j

d

j

d

j

n
j j j j

0 01 00

1

1
1 11 10

1

1

�

�

�

�
! !� ] .

Çàìåòèì, ÷òî p p p
ji

d

ji

d
jid

j j

j1 0

1�
� , ïîýòîìó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

(20). Â îáùåì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòü íåðàâåíñòâ (20) è (21) âûòåêàåò èç îïðåäåëå-
íèÿ ÷èñåë t t0 1, .

Òàêèì îáðàçîì, áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà QB ýêâèâàëåíòíà ïðîöåäóðå îòäåëÿþùåé
ãèïåðïëîñêîñòè R. Îòñþäà ñëåäóåò ñóáîïòèìàëüíîñòü ïðîöåäóðû R íà êëàññå C,
à òàêæå òî, ÷òî íà êëàññå C ïðîöåäóðû R è QB èìåþò îäèíàêîâóþ ïîãðåøíîñòü

	 	( , ) ( , )
min ( , )

R C Z C a
n

m m m
B� " �

0 1 2

1
,

ãäå a � � — àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.
Òåîðåìà 6. Áàéåñîâñêàÿ ïðîöåäóðà QB â áóëåâîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíà ïðîöåäó-

ðå ðàñïîçíàâàíèÿ, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè R.
Ïîñòðîåíèå îòäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé â [1] ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è

êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà îñíîâå ìåòîäîâ îáîáùåííîãî ïîðòðåòà. Â [3]
ýòè ìåòîäû ñîñòàâëÿþò îñíîâó Support Vector Method.
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ÀÍÀËÈÇ ÁÀÉÅÑÎÂÑÊÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ È ÌÅÒÎÄÎÂ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÈÑÊÀ

Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïîñòðîåíû äëÿ
íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøàþùèõ ïðàâèë (ôóíêöèé ðàñïîç-
íàâàíèÿ) ïîëó÷åíèå îöåíîê îñíîâàíî íà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòîò ê âåðî-
ÿòíîñòÿì è ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ íåîãðàíè÷åííîãî óâåëè÷åíèÿ îáúåìà âûáîð-
êè. Ýìïèðè÷åñêèé ðèñê ñòðîèòñÿ íà íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå,
ïîýòîìó îöåíêè èìåþò àñèìïòîòè÷åñêèé âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Ïîëó÷èòü äå-
òåðìèíèðîâàííûå îöåíêè â ýòîé òåîðèè íåâîçìîæíî èç-çà ñïåöèôèêè ïîñòðîåíèÿ
ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà íàõîäèòñÿ
îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ. Åå ðàáîòà çàòåì ïðîâåðÿåòñÿ íà êîíòðîëü-
íîé âûáîðêå, ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé íå ôîðìàëèçîâàí.

Â ðàáîòàõ [1–3] ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðàçâèòèÿ òåîðèè ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñ-
êîãî ðèñêà íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøàþùèõ ïðàâèë. Â åå îñíîâå — ïîñòðîå-
íèå òàê íàçûâàåìîé ôóíêöèè ðîñòà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ïåðåáîðà êîíòèíóàëü-
íîãî ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îáó÷àþùóþ âûáîðêó, è ïðèìå-
íåíèÿ ê íèì áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøàþùèõ ïðàâèë. Èçâåñòíî, ÷òî ïîäîáíûå
îïðåäåëåíèÿ â ìàòåìàòèêå ñ÷èòàþòñÿ íåêîíñòðóêòèâíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àå-
ìûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà â áåñêîíå÷íîì
ñëó÷àå íåëüçÿ ñ÷èòàòü îáîñíîâàííûìè. Â öåëîì ïîëîæåíèÿ òåîðèè ìåòîäîâ ìèíèìèçà-
öèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà íåïðèìåíèìû äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, ïîý-
òîìó äàííàÿ òåîðèÿ íå íîñèò îáùåãî çàêîí÷åííîãî õàðàêòåðà.

Â îñíîâå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà — îïðåäåëåíèå òàêèõ ñòðóêòóð îïèñàíèÿ îáúåêòîâ,
äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ (îïòèìàëüíèõ) ïðîöåäóð ðàñïîçíàâà-
íèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè âîïðîñû ðåøåíû äëÿ äèñêðåòíèõ îáúåêòîâ ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèçíàêàìè è îáúåêòîâ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ öåïÿìè Ìàðêîâà [14]. Ñ ïîìîùüþ îïåðà-
öèè óñðåäíåíèÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ âîçìîæíûõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê ïîëó÷åíû äåòåðìè-
íèðîâàííûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè áàéåñîâñêîé ïðîöåäóðû ðàñïîçíàâàíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò ðàçìåðîâ êëàññîâ, êîëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ è èõ çíà÷åíèé. Ýòè îöåíêè ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àþòñÿ îò îöåíîê ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ
ïî ìíîæåñòâó îáó÷àþùèõ âûáîðîê âûïîëíÿåò ôóíêöèþ êîíòðîëÿ.
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