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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àòîìàðíûå ôóíêöèè, âîçíèêàþùèå êàê ðåøåíèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà [1–5], âïîëíå
åñòåñòâåííî ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåäñòàâèòåëè êëàññà ðàäèàëüíî áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé [6] ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè â ñõåìå ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ àë-
ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Ðàäèàëüíî áàçèñíûå ôóíêöèè øèðîêî èñïîëü-
çóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òàê íàçûâàåìûõ áåcñåòî÷íûõ è âû÷èñëèòåëüíî ýôôåê-
òèâíûõ àëãîðèòìîâ, àëüòåðíàòèâíûõ ìåòîäàì òèïà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Âàðèàíòû ïîñòðîåíèÿ ðàäèàëüíî
áàçèñíûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èçëîæåíû â [6–8]. Ïî ñðàâíåíèþ ñ
èçâåñòíûìè ðàäèàëüíî áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè ðàññìàò-
ðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå àòîìàðíûå ôóíêöèè îáëàäàþò ðÿäîì ñïåöèôè÷åñêèõ
ñâîéñòâ, ïîçâîëÿþùèõ ðàçðàáàòûâàòü äëÿ íèõ óíèêàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ êðà-
åâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðåæäå âñåãî ýòî êàñàåòñÿ òàêèõ îñîáåííîñòåé
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ïðîÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíîñòü èññëåäóåìûõ ïðî-
öåññîâ è ãëàäêîñòü ïðè èõ îïèñàíèè. Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðåàëèçàöèÿõ óêàçàííûõ
îãðàíè÷åíèé àòîìàðíûå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôèíèòíûå ôóíêöèè ìíî-
ãèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè è åñòåñòâåííûìè.

Â ðàáîòàõ [4, 5] ââåäåíà àòîìàðíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
Plop ( , )x x1 2 è ïðåäëîæåí íà îñíîâå åå èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñõîäè-
ìîñòü ýòîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ Plop ( , )x x1 2
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÄÈÐÈÕËÅ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ËÀÏËÀÑÀ

Àòîìàðíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ Plop ( , )x x1 2 — ýòî ôèíèò-
íîå (ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå ôóíê-
öèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

�Plop Plop Plop( , ) [ ( ), ( ) ] (x x x x ds

S

1 2 1 1 2 23 3 3� � � �
�
�� � � � x x1 23, ) ,
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Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü � � �� � � äîñòàòî÷íî

ïðîèçâîëüíîé êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé íåîáõîäèìî îòûñêàòü ðåøåíèå êðàåâîé
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Ïîìåñòèì èñõîäíóþ îáëàñòü � â ïðÿìîóãîëüíèê D. Îïðåäåëèì â D âñïîìî-
ãàòåëüíóþ îáëàñòü � � �, ãðàíèöà �� êîòîðîé ôîðìèðóåòñÿ â âèäå çàìêíóòîé íå-
ïðåðûâíîé ëîìàíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M óçëîâûõ òî÷åê ñåòè Dh. Ýòè óçëîâûå
òî÷êè äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåííû íå áëèæå, ÷åì íà ðàññòîÿíèè r / 3 äî òî÷åê
ãðàíèöû �� îáëàñòè � è ðàñïîëàãàòüñÿ íå äàëåå, ÷åì íà ðàññòîÿíèè 2 3r / . Äàííîå
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ìíîæåñòâî óçëîâûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ��, áóäåì îáîçíà÷àòü Q�� .
Ëîìàííàÿ �� îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî èç N óçëîâûõ òî÷åê ìíîæåñòâà Dh, êîòî-
ðûå îáîçíà÷àåì Q � : Q Dh� �� � . Ïóñòü Q� — ìíîæåñòâî óçëîâûõ òî÷åê ìíî-
æåñòâà Dh, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè îáëàñòè �. Èñêîìîå ðåøå-
íèå çàäà÷è (2), (3) îòûñêèâàåì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâèãîâ ôóíêöèè
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Óðàâíåíèÿ âèäà (7) çàäàþò ïåðâûå N óñëîâèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ N M� ïî-
ñòîÿííûõ ci . Îñòàëüíûå M óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ áëàãîäàðÿ íåîáõîäèìîñòè
óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3) êðàåâîé çàäà÷è (2),(3), ÷òî ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî ïðèáëèæåííî, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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ãäå ai j, , i j N M, , , ,� �1 2 � , — ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
çíà÷åíèé i è j; âåëè÷èíû èíäåêñîâ p t v w, , , çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ðàäèóñà r íî-
ñèòåëÿ ôóíêöèè Plr x x( , )1 2 .
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Ïðèâëåêàòåëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ, ñ îäíîé ñòî-

ðîíû, èñïîëüçîâàíèå ôèíèòíûõ ôóíêöèé (ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè), ÷òî ïðèâîäèò ê ðàç-

ðåæåííûì ëèíåéíûì ñèñòåìàì âèäà (9), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî, ÷òî ïîëó÷àåìûå ðå-

øåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû.

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÐÅØÅÍÈß ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè äàííîãî ìåòîäà, îòìåòèì,
÷òî êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòüþ îáåñïå÷èòü
îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíàì N M, è S , ïðè êîòîðûõ áóäóò èìåòü ìåñòî
ìèíèìàëüíûå ïîãðåøíîñòè ñëåäóþùèõ àïïðîêñèìàöèé. Âî-ïåðâûõ, ïðè îïðå-
äåëåíèè ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ îãðà-
íè÷åííîãî êîëè÷åñòâà òî÷åê (òî÷åê ìíîæåñòâà Q �) — ïàðàìåòð N , âî-âòîðûõ,
ïðè ïðèáëèæåííîì ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëà ïî êîíòóðó êîíå÷íîé ñóììîé —
ïàðàìåòð S , è, íàêîíåö, â-òðåòüèõ, ïðè ïðîâåäåíèè ïðîöåäóðû èíòåðïîëÿöèè
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ — ïàðàìåòð M .

Òî÷êè ìíîæåñòâà Dh ìîãóò çàäàâàòüñÿ íå òîëüêî óçëàìè ðàâíîìåðíîé ñåòè,

êîòîðàÿ ïîêðûâàåò îáëàñòü � , íî è ñåòüþ, ïîñòðîåííîé ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèõ

èëè èíûõ îñîáåííîñòåé îáëàñòè � è êðàåâîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ïîêàçàòåëè, êîòîðûå âëèÿþò íà îøèáêó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è. Äàííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è áóäåì îòûñêèâàòü íà

ñòðóêòóðèðîâàííîé (ðàâíîìåðíîé) ñåòè â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâèãîâ ôóíê-

öèè Plr x x( , )1 2 (4), ïðè ýòîì ôóíêöèÿ Plr x x C( , )1 2 � � .

Ëåììà 1.Êàæäàÿ òî÷êà îáëàñòè �, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çà-

äà÷à (2),(3), ïîêðûâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì C h1
2/ íîñèòåëÿìè ôóíêöèè

Plr x x( , )3 31 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êðóã x x R
1
2

2
2 2� � è îáîçíà÷èì K R( )2 ÷èñëî öå-

ëûõ òî÷åê íà íåì. Ðåçóëüòàò ëåììû ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ çàäà÷å îá îöåíêå

ñâåðõó ÷èñëà K R( )2 öåëûõ òî÷åê â êðóãå ïðè R � �. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò îòíîøåíèå

ê èçâåñòíîé ïðîáëåìà Ãàóññà î ÷èñëå öåëûõ òî÷åê â êðóãå [12]. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå òðåáîâàíèå R � � îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì h � 0.

Ëåììà 2. Ïîãðåøíîñòü çàìåíû èíòåãðàëà ïî îêðóæíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîð-

ìóëîé â âûðàæåíèè (5) èìååò ïîðÿäîê O h m(
~

), ãäå m �1 2, ,�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî íàèëó÷øåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé

äëÿ êëàññà 2�-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ïðÿìîó-

ãîëüíèêîâ. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [9] äëÿ êëàññà 2�-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, êî-

òîðûå èìåþò íà âñåé îñè àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ( )m �1 -þ ïðîèçâîäíóþ è ïî-

÷òè âñþäó îãðàíè÷åííóþ ïî ìîäóëþ ÷èñëîì M % 0 m-þ ïðîèçâîäíóþ, âûòåêàåò

îöåíêà

0

2

0

1
2

2
2

�
�

�
�

� 
� �
�

�
f x dx

S
f k S

K M

Sk

S
m

m
( ) ( / ) ,

ãäå ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }Km , m � 1,2,…, îãðàíè÷åíà: 1� �Km � � / 2

[13], S R h� 2� /
~

,
~
h — ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè íîñèòåëåé ôóíêöèè

Plr x x C( , )3 31 2 � � , ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îêðóæíîñòè ðàäèóñà R. Ñïðàâåäëè-

âîñòü ëåììû ñëåäóåò èç ñâîéñòâà áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
f x( ), â ðîëè êîòîðîé âûñòóïàåò Plr x x( , )3 31 2 .

Ñâîéñòâà àòîìàðíîé ôóíêöèè Plr x x( , )1 2 ñóùåñòâåííî ó÷èòûâàþòñÿ ïðè çà-

ìåíå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðåäñòàâëåíèåì (5). Ñîãëàñíî ðàññìîòðåííîé ñõåìå ðå-

øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2), (3), ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
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ix x x x

i
[ ( ), ( )]3 31

1
2 2

,

ãäå èíòåãðàë ïî êîíòóðó � S ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâè-
ãîâ ôóíêöèè Plr x x( , )3 31 2 .

Öåíòðû íîñèòåëåé ôóíêöèé Plr
k kx x[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� �� � , k S�1, ,� , êâàäðà-

òóðíîé ôîðìóëû, â îñíîâíîì, íå ñîâïàäàþò ñ óçëàìè ñåòè Dh. Âûäåëèì îïðåäå-

ëåííûé óçåë êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû (5) ( , )� �
1 2
k k

kR� , ãäå ÿ÷åéêà Rk ñåòè Dh

îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê R x xk �{ ( , ) |1 2 kh x� �1 � �( )k h1 ,

lh x l h� � �2 1( ) , k k k� ( )�
1

, l l k� ( )�
2

}.

Êàæäóþ ôóíêöèþ Plr
k kx x[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� �� � çàìåíÿåì ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé èç ( )2 1 2� � ôóíêöèé Plr
k kx x[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� �� � , öåíòðû íîñèòåëåé êîòî-

ðûõ ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ñåòè Dh. Âåëè÷èíà îøèáêà ïðè òàêîé çàìåíå
óñòàíàâëèâàåòñÿ ëåììîé 3.

Ëåììà 3. Àòîìàðíàÿ ôóíêöèÿ Plr
k kx x[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� �� � ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâèãîâ åå ñàìîé:

p q

pq
k k

kc x kh qh

�� �

�

�� �

�


 
 � �
�

�

�

�

� �
1

1

1

1

1 2 13 3( , ) [ ( ), (Pl x lh ph2 � � )]

ñ îøèáêîé ïîðÿäêà O h( )2 1� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ óçåë ( , )x xis is
1 2

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû, ïðèíàäëåæàùèé ÿ÷åéêå Rk ñåòè Dh. Ïðîöåäóðó ðàçëîæå-

íèÿ ôóíêöèè Plr
i s i sx x x x[ ( ), ( )]3 31 1 1 2 2 2

� � � �� � áóäåì âûïîëíÿòü â äâà ýòàïà.

Âíà÷àëå ïðè ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòå x is
1

, âûïîëíèì ðàçëîæåíèå ïî öåëî÷èñëåí-

íûì ñäâèãàì ôóíêöèè Plr
is isx x x x[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� � âäîëü îðäèíàòû òî÷êè

( , )x xis is
1 2

, ïðè ýòîì îðäèíàòû êîîðäèíàò îñåé ñèììåòðèè ñäâèãàåìûõ ôóíêöèé

ñîâïàäàþò ñ îðäèíàòàìè êîîðäèíàò óçëîâ ñåòè Dh. Çàòåì çàôèêñèðóåì êîîðäèíà-
òó x lh2 � è ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïî öåëî÷èñëåííûì ñäâèãàì ôóíêöèè

Plr
is isx x x x[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� � âäîëü àáñöèññû òî÷êè ( , )x x lhis
1 2 � , ñîâïàäàþùèõ ñ

îðäèíàòàìè êîîðäèíàò óçëîâ ñåòè Dh.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Pl Plr
i s i s

r
sx x x x x kh[ ( ), ( )] [ ( ),3 3 31 1 1 2 2 2 1 1

� � � � � � �� � � 3 2 2
( )]x lh s� � � .

Íà ïåðâîì ýòàïå èñêîìîå ðàçëîæåíèå ïîëó÷àåò âèä

Pl Plr
is s

p

p rx x x lh c x[ ( ), ( )] [ (3 3 31 1 2 2
1

1

1� � � � �
�� �

�


�
�

�

x x lh phis
1 23), ( )]� � . (10)

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîãðåøíîñòè äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âûïèøåì äëÿ àòî-

ìàðíûõ ôóíêöèé Plr
is sx x x lh[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� � � � è Plr
isx x[ ( )3 1 1

� ,

3 2( )]x lh ph� � ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî ïåðåìåííîé x2 :

Plr
is sx x x lh[ ( ), ( )]3 31 1 2 2

� � � ��
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Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ ðàçëîæåíèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà âûïèñàííûõ âûøå
ôóíêöèé â ðàâåíñòâî (10):
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Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñ-
òÿõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ c pp , , ...,� � � �� �1 1:
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Ïîëîæèì

d c0 0� ;
d c c

g c c

1 1 1

1 1 1

� �

� �
�
�
�

�

�

;

;

d c c

g c c

2 2 2

2 2 2
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� �
�
�
�

�

�

;

;

d c c

g c c

3 3 3

3 3 3

� �

� �
�
�
�

�

�

;

;
…

…
d c c

g c c

� � �

� � �

� � � �

� � � �

� �

� �

�
�
�

1 1 1

1 1 1

;

.

Îòêóäà
c d g� � �1 1 1 2( ) / ; c d g1 1 1 2� �( ) / ;

c d g� � �2 2 2 2( ) / ; c d g2 2 2 2� �( ) / ;

c d g� � �3 3 3 2( ) / ; c d g3 3 3 2� �( ) / ;

. . . . . . . . . . .

c d g� � � �� �� � �1 1 1 2( ) / ; c d g� � �� � �� �1 1 1 2( ) / .

Êîýôôèöèåíòû d di0, è g ii , , , ...,� �12 1� , îòûñêèâàåì èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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Îïðåäåëèòåëè ñèñòåì (12) è (13) ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëèòåëÿìè Âàíäåðìîíäà:

det D h k

k

�

 �

�

'

�
�

� �

2

2 2 2

2 2

2

2 2

1

1

1

1

2

2

1

1

1

�

� �

�

�

.

.

.

.

( )

( )

� � �

'

'
'
''

'

'

'
'
''

" 0;

det G h kk

k

k

�



�
�

�
�

�
�

	2

2 3

3

2
2

2 3

2

1

1

1

1

1

2

2

1

1
�

�

�

�
( )

.

.

.

.

( )

� � �

( )

;

� ��

'

'

'
'
''

'

'

'
'
''

"

�1

0

2 3

Ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
êîýôôèöèåíòû c c i0, � è c ii , , , , .� �1 2 1� � Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû
â ðàâåíñòâî (11) ïîëó÷èì
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Âòîðîé ýòàï ïðîöåäóðû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Plr
i sx x[ ( )3 1 1 1

� � � ,

3 2 2 2
( )]x x i s� � � ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîëàãàåì x khis s

1 1
� � � . Ôóíêöèþ
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sPl [ ( ), 3 2( )]x lh� â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (14) ïðåäñòàâèì

â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâèãîâ åå ñàìîé âäîëü àáñöèññû òî÷êè

( , )x kh x lhs
1 1 2� � �� , ïðè ýòîì àáñöèññû êîîðäèíàòû îñåé ñèììåòðèè ñäâèãàå-

ìûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò ñ àáñöèññàìè êîîðäèíàò óçëîâ ñåòè Dh. Ðàâåíñòâî (14)
ïðèîáðåòàåò âèä
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè äàííûõ ðàçëîæåíèé â ðàâåíñòâî (14) ïîëó÷èì

( ) [ ( ), ( )]�
�

� � �
�
�
�

��

�
�

�
3 3 3

2
2 1

2 1

2
2 1 1 2� �
�

�

s
r

x
x kh x lhPl

174 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 4



�
� �

� �
�

�

� � �

�

j

s j j

j
r

j x x
x kh

1

2 2
1

2 1

2
2 1

1

1

3
3

� �

�

�( )

!
[ ( ),Pl 3 2( )]x lh�

�
�
�

��
�

� � � � ��( ) ( )!3 2 1
2

2 1
1 2

� ��s
x xR R (15)

� �
�

�� � �
"

�
�

� � �

� �

�
 

p

p

p

q

qph c t
x�

�
�

�

� �

�
1

0

1
2 1

1

1 2 1

2
2 1

3( ) Plr x kh x lh[ ( ), ( )]3 31 2� � �
�
�
�

��

�
� �

� �
�

�

� � �

�

j

j j

j r

qh

j x x
x kh

1

2 2 2 1

2

2 1

1

1

3
3 3

� �

�

( )

!
[ ( ),Pl ( )]x lh2 �

�
�
�

��
�

� �
�

�� � �
"

�
�

� � �

� �

�
 

p

p

p
q

qph c t
x�

�
�

�

� �

�
1

0

1
2 1

1

1 2 1

2

2 1
3( ) R c R

x

q

p
p

p x

p

1 2
2 1

1
0

1

� �
� � �

"

�


( )!�
�

�

.

(16)

Ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñ-
òÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ
t t i0, � è ti , i � �1 2 1, , ,� � . Ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû
âûïîëíÿåòñÿ ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé ïðîâåäåííîé íà ïðåäûäóùåì ýòàïå. Â ðå-
çóëüòàòå ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ t t i0, � è ti ,
i � �1 2 1, , ,� � , â ðàâåíñòâî (16) ïîëó÷àåì
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Êàê âèäíî, â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà ñîäåðæàòñÿ ÷ëåíû, â êîòîðûå h âõîäèò â
ñòåïåíè, íå íèæå 2 1� � . Èíà÷å ãîâîðÿ, îøèáêà, âíîñèìàÿ â ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå èñõîäíîé çàäà÷è (2), (3) ïðè çàìåíå îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðó â

ðàâåíñòâå (5) îïåðàöèåé ñóììèðîâàíèÿ, ïðèáëèçèòåëüíî ñîñòàâëÿåò C h3
2 1 �� ,

C 3 — ïîñòîÿííàÿ.

Òåïåðü ïðåäñòîèò îöåíèòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îãðàíè-
÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè � ôóíêöèè ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñäâèãîâ àòîìàð-
íîé ôóíêöèè Plr x x( , )1 2 . Íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
(2),(3) ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâèãîâ àòîìàðíîé ôóíêöèè Plr x x( , )1 2
âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè îøèáêàìè
îãðàíè÷åíèé:

1) îøèáêîé, ñâÿçàííîé ñ ïîêðûòèåì êàæäîé òî÷êè îáëàñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé
çàäà÷è íîñèòåëÿìè ôóíêöèè Plr x x( , )1 2 ;
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2) îøèáêîé, âîçíèêàþùåé ïðè ïåðåõîäå îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðó ê
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì;

3) îøèáêîé ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, âûòåêàþùåãî èç óðàâíåíèÿ,
îïðåäåëÿþùåãî àòîìàðíóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ Plr x x( , )1 2 è ñâÿçàííîé ñ
âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè íå â óçëàõ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû,
à â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòè Dh;

4) îøèáêîé èíòåðïîëÿöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êðàåâîé çàäà÷è.

Ïðîöåäóðû óïðàâëåíèÿ ïîãðåøíîñòÿìè ïï. 1–3 ðàññìàòðèâàëèñü âûøå.
Â ï. 4 ïðèáëèæåííîå óäîâëåòâîðåíèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è (2), (3) âûïîë-
íÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåðïîëèðîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â M òî÷êàõ ãðàíèöû
�� ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôóíêöèé Plr x x( , )1 2 (4). Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîë-
æíà îáåñïå÷èâàòü ñóùåñòâîâàíèå ãðàíè÷íîé ôóíêöèè � ( , )x x1 2 èç êëàññà C m � 	 .
Äàííûé êëàññ ñîñòîèò èç ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå â � � �� (� ÷àñ-

òíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà m (m — íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî) è óäîâëåò-
âîðÿþùèõ óñëîâèÿì Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 	 (0 1� �	 ). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

èíòåðïîëÿöèè òàêèõ ôóíêöèé îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà O hl( ).

Ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü u — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3), êîòîðîå ïðèíàäëåæèò êëàññó

C 2 � 	 â ãëàäêîé îáëàñòè � ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé � ( , )x x1 2 .

Òîãäà îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2), (3)
îïðåäåëÿåòñÿ

| | ( , ) ( , ) | | max
~

, ,( )u x x u x x K h h hr C
m l

1 2 1 2
2 3� � �

� { }�

ãäå K — ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áëàãîäàðÿ òåîðåìå î ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, ïðèíàäëå-
æàùåé Êåëëîãó, è îöåíêàì Øàóäåðà [14], óñòàíîâëåííûõ äëÿ ëèíåéíûõ ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà L u x x f x x[ ( , )] ( , )1 2 1 2� â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, èìååò
ìåñòî ðåçóëüòàò

| | ( , )| | (| | ( , )| | | | ( , )| | )u x x K f x x x x1 2 2 1 2 1 2 2� �� $ � $	 	 	� ,

ãäå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ � ( , )x x1 2 ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè îòíîñèòåëüíî ëî-
êàëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà ãðàíèöå, à íîðìà || ( , )| |� 	x x1 2 2$ � îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ìàêñèìóì íîðì | | ( , )| |� 	x x1 2 2 � â êàæäîì øàðå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà øàðîâ,

ïîêðûâàþùèõ ãðàíèöó ��, K $ — ïîñòîÿííàÿ.

Çàìåíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà â óðàâíåíèè (2) åãî ïðèáëèæåííûì ïðåäñòàâëå-
íèåì (5) ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå (2) â óðàâíåíèå Ïóàññîíà, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî
ôîðìèðóåòñÿ â âèäå ñóììàðíîé îøèáêè, âûòåêàþùåé èç óêàçàííîé çàìåíû.

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà îáëàñòè � ïîêðûâàåòñÿ C h1
2/ ÷èñëîì

íîñèòåëåé ñäâèãîâ àòîìàðíûõ ôóíêöèé Plr x x( , )3 1 2 . Ïðè ýòîì â êàæäîå ñëàãàåìîå

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âíîñèòñÿ ïîãðåøíîñòü, îöåíèâàåìàÿ âåëè÷èíîé C h1
2/ .

Çàìåíà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî îêðóæíîñòè íà êâàäðàòóðíóþ ôîðìó-
ëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ÷èñëîì ñëàãàåìûõ, îïðåäåëÿåìûì, íàïðèìåð, âåëè÷èíîé

ïàðàìåòðà S , îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìîñòü çàìåíû êàæäîãî èç C h
1

/
~

ñëàãàåìûõ

êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ( )2 1 2� � ôóíêöèåé, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå 3 âûïîëíÿåòñÿ ñ

ïîãðåøíîñòüþ O h( )2 1�� .

Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

O h h h O h hm m(
~

/ ) (
~

)2 1 2 2 3� �� �� . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü ïðîöåññà

àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïî ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå îáóñëîâëåíà
âåëè÷èíîé � % 3 2/ .

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìîé ïðîöåäóðû ÷èñ-
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ëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ àòîìàðíûõ ðàäèàëüíî
áàçèñíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ Plop ( , )x x1 2 ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, êîãäà îáëàñòü � ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì: ( , )x x K1 2 � ,
K x x x� � �{( , ) | , ,1 2 1 1 1� ; x 2 1 1� � , ,� }.

Ïóñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä u x� �1
1
2 ïðè x 2 1� ) è u x� �1

2
2 ïðè

x1 1� ) . Èñêîìàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëÿåìàÿ (ñì. [15,
ñ. 66]) â âèäå

u x x x x x x( , ) / , ( , )1 2 1
4

1
2

2
2

2
42 3 01841 6 0 8� � � � � , (17)

ñðàâíèâàåòñÿ â òàáëèöå ñ ïðèáëèæåííûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïîëó÷àåìûì ñ ïî-
ìîùüþ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé àòîìàðíîé ôóíêöèè Pl ( , )x x1 2 (4).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåííûé â ñòàòüå ïðèìåð êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà ëåãêî ìîæíî ðàñøèðèòü íà ñëó÷àé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, à
òàêæå íà ñëó÷àé êðàåâîé çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà [14, 15].

Ïðè çàäàíèè òî÷åê ìíîæåñòâà Dh, êîòîðàÿ ïîêðûâàåò îáëàñòü �, ìîæíî íå
îãðàíè÷èâàòüñÿ ïîñòðîåíèåì ðàâíîìåðíîé ñåòè, à âîñïîëüçîâàòüñÿ ñåòüþ, êîòî-
ðàÿ ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèõ è äðóãèõ îñîáåííîñòåé îáëàñòè � è
êðàåâîé çàäà÷è.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàñøèðåíèå ïðåäëàãàåìîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðå-
øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Òîãäà âìåñòî
ôóíêöèè Plop ( , )x x1 2 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü àòîìàðíóþ ôóíêöèþ
Corpa nx x x( , , , )1 2 � [16]. Äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíîãî òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü àòîìàðíóþ ôóíêöèþ Corp ( , , )x x x1 2 3 , èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî
âðàùåíèÿ, ñâîéñòâà êîòîðîé èññëåäîâàíû â [17].

Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, îïèñû-
âàåìûõ â äàííîé ñòàòüå, ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèé áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ôîðìèðóåìûõ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ áèãàðìî-
íè÷åñêîãî èëè ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðîâ. Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ òàêèõ
çàäà÷ âûïèñûâàþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñäâèãîâ àòîìàðíîé ôóíêöèè
Blop ( , )x y1 2 â äâóìåðíîì ñëó÷àå è Torp ( , , )x x x1 2 3 — â òðåõìåðíîì [18]. Â [19]
èçëîæåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ àòîìàðíîé ôóíêöèè äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ,
ïîðîæäàåìîé ïîëèãàðìîíè÷åñêèì îïåðàòîðîì.

Èñïîëüçîâàíèå àòîìàðíûõ ðàäèàëüíî áàçèñíûõ ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ïðè ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîé ñõåìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è [20] è ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåê-
òèâíûì íàïðàâëåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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