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Мiшана задача для одного нелiнiйного рiвняння типу

Ейдельмана в необмеженiй областi

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Б. Й. Пташником)

We consider a boundary-value problem for the equation

ut +

k
∑

i,j=1

(aij(z, t)|uxixj
|p−2uxixj

)xixj
−

n
∑

i,j=1

(bij(z, t)uzi
)zj

+ c(z, t)|u|r−2u = f(z, t).

The conditions of the existence and uniqueness of a generalized solution without any restriction

at infinity are obtained.

У 1960 р. С.Д. Ейдельман [1] розглянув узагальнення параболiчних за Петровським сис-
тем, ввiвши термiн “ ~2b — параболiчнi системи”. У цих системах диференцiюванню за рiз-
ними просторовими змiнними надають рiзної ваги по вiдношенню до диференцiювання за
змiнною t. З того часу було достатньо повно розроблено теорiю задачi Кошi для лiнiйних
систем вказаного типу (див. [2–12]).

Мета цiєї роботи — дослiдити задачу Кошi для нелiнiйного диференцiального рiвняння
з похiдною першого порядку за часовою змiнною, в якому за групою просторових змiнних
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присутнiй диференцiальний оператор четвертого порядку, а iншою групою — другого по-
рядку. Одержано умови iснування та єдиностi узагальненого розв’язку незалежно вiд його
поведiнки на нескiнченностi.

Нехай Dx ⊂ R
k i Dy ⊂ R

m — необмеженi областi, причому ∂Dx ∈ C1 i ∂Dy ∈ C1.
Позначимо Ω = Dx × Dy, Qτ = Ω × (0, τ), Sτ = ∂Ω × (0, τ), де τ ∈ (0, T ], T < ∞.

В областi QT розглянемо рiвняння

A(u) ≡ ut +

k
∑

i,j=1

(aij(z, t)|uxixj
|p−2uxixj

)xixj
−

n
∑

i,j=1

(bij(z, t)uzi
)zj

+

+ c(z, t)|u|r−2u = f(z, t) (1)

з крайовими умовами

u
∣

∣

ST
= 0,

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Dx×Dy×(0,T )

= 0 (2)

i початковою умовою

u(z, 0) = u0(z), (3)

де z = (x, y) ∈ R
n, x ∈ R

k, y ∈ R
m, n = k + m, ν — зовнiшня нормаль до ∂Dx × Dy × (0, T ).

Говоритимемо, що для дiйснозначних коефiцiєнтiв (1) виконуються умови (А), (В), (С),
якщо:

(A) aij , aijt ∈ L∞(QT ), aij(z, t) > a0 > 0 майже для всiх (z, t) ∈ QT , i, j ∈ {1, . . . , k};

(B) bij, bijt ∈ L∞(QT ), i, j ∈ {1, . . . , n};

n
∑

i,j=1

bij(z, t)ξiξj > b0|ξ|
2, b0 > 0 ∀ξ ∈ R

n i для майже всiх (z, t) ∈ QT ;

(C) c, ct ∈ L∞(QT ); c(z, t) > c0 > 0 майже для всiх (z, t) ∈ QT .

Нехай Bk
R = {x ∈ R

k : |x| < R}, Bm
R = {y ∈ R

m : |y| < R}, де R > 1, R ∈ R. Для
спрощення викладу припускатимемо, що для всiх R > 1 множини DR

x = Dx
⋂

Bk
R, DR

y =

= Dy
⋂

Bm
R є областями, регулярними в сенсi Кальдерона [13, с. 45]. Позначимо ΩR = DR

x ×
× DR

y , QR
τ = ΩR × (0, τ), τ ∈ (0, T ], 0 < T < ∞.

Введемо простiр

V0(Ω
R)=

{

u : u ∈H1
0 (ΩR)

⋂

Lr(ΩR), uxixj
∈Lp(ΩR), i, j ∈ {1, . . . , k},

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂DR
x ×DR

y

= 0

}

,

де ν — зовнiшня нормаль до ∂ΩR.
Нехай R > 1 — довiльне фiксоване число. Розглянемо в QR

T рiвняння

A(u) = fR(z, t) (4)
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з крайовими умовами

u
∣

∣

∂ΩR×(0,T )
= 0,

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂DR
x ×DR

y ×(0,T )

= 0 (5)

i початковою умовою

u(z, 0) = uR
0 (z), z ∈ ΩR. (6)

Нехай ΩR
τ = QR

T

⋂

{t = τ}.
Означення 1. Функцiю u, яка задовольняє включення u ∈ L∞((0, T );V0(Ω

R)), ut ∈
∈ L2(QR

T ) й iнтегральну рiвнiсть

∫

QR
τ

[

utv +
k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uxixj
|p−2uxixj

vxixj
+

n
∑

i,j=1

bij(z, t)uzi
uzj

+

+ c(z, t)|u|r−2u − fR(z, t)v

]

dzdt = 0 (7)

для всiх τ ∈ (0, T ], для всiх функцiй v ∈ C([0, T ];C2
0 (ΩR)) i початкову умову (6), називаємо

узагальненим розв’язком задачi (4)–(6).
Теорема 1. Нехай виконуються умови (А), (В), (С) i, крiм того, p ∈ (1, 2); r ∈ (2,+∞);

fR ∈ L2(QR
T ), uR

0 ∈ V0(Ω
R). Тодi iснує узагальнений розв’язок задачi (4)–(6).

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть {ϕs}, яка має такi властивостi: ϕs ∈ V0(Ω
R) для

довiльного s ∈ N; функцiї ϕ1, . . . , ϕℓ — лiнiйно незалежнi для довiльного ℓ ∈ N; лiнiйнi
комбiнацiї ϕs — щiльнi в V0(Ω

R).
Нехай

uN (z, t) =

N
∑

s=1

cN
s (t)ϕs(z), N ∈ N,

де cN
1 , . . . , cN

N — розв’язок такої задачi Кошi:

∫

ΩR
t

[

uN
t ϕs +

k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uN
xixj

|p−2uN
xixj

ϕs
xixj

+
n
∑

i,j=1

bij(z, t)uN
zi

ϕs
zj

+

+ c(z, t)|uN |r−2uNϕs − fR(z, t)ϕs

]

dz = 0, t ∈ [0, T ], (8)

cs
N (0) = uR,N

0,s , s = 1, . . . , N, (9)

uR,N
0 (z) =

N
∑

s=1

uR,N
0,s ϕs(z), ‖uR,N

0 − uR
0 ‖V0(ΩR) → 0 при N → ∞.

Зазначимо, що на пiдставi теореми Каратеодорi [14, c. 54] iснує абсолютно неперервний
розв’язок задачi (8), (9), визначений на деякому промiжку [0, tN ], tN ∈ (0, T ]. З оцiнок,
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одержаних нижче, випливатиме, що tN = T . Помноживши рiвнiсть (8) вiдповiдно на cN
s ,

додавши їх, проiнтегрувавши за промiжком [0, τ ], τ ∈ (0, T ] та врахувавши умови (А), (В),
(С), легко одержати оцiнку

∫

ΩR
τ

|uN |2dz +

∫

QR
T

[

k
∑

i,j=1

|uN
xixj

|p +

n
∑

i=1

|uN
zi
|2 + |uN |r

]

dzdt 6

6 M1

[

∫

ΩR
0

|uR
0 |

2dz +

∫

QR
T

|fR(z, t)|2dzdt

]

, τ ∈ [0, T ], (10)

де стала M1 не залежить вiд N i R.
Помножимо тепер кожне рiвняння (8) на функцiю cN

ste
−µt, µ > 0, пiдсумуємо їх за s вiд 1

до N i проiнтегруємо за промiжком [0, T ], τ ∈ (0, T ]. Тодi одержимо рiвнiсть

∫

QR
τ

[

|uN
t |2 +

k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uN
xixj

|p−2uN
xixjt +

n
∑

i,j=1

bij(z, t)uN
zi

uN
zjt +

+ c(z, t)|uN |r−2uNuN
t − fR(z, t)uN

t

]

e−µtdzdt = 0. (11)

На пiдставi умови (А)

I1 :=

∫

QR
τ

e−µt
k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uN
xixj

|p−2uN
xixj

uN
xixjtdzdt >

a0

p

∫

ΩR
τ

k
∑

i,j=1

|uN
xixj

|pe−µtdz −

−
a0

p

∫

ΩR
0

k
∑

i,j=1

|uN,R
0,xixj

|pdz +
1

p
(a0 − µa1)

∫

QR
τ

k
∑

i,j=1

|uN
xixj

|pe−µtdzdt,

де a0 = max
i,j∈{1,...,k}

ess sup
QT

|aij(z, t)|, a1 = max
i,j∈{1,...,k}

ess sup
QT

|aijt(z, t)|. Згiдно з умовою (В)

I2 :=

∫

QR
τ

n
∑

i,j=1

bij(z, t)uN
zi

uN
zite

−µt
>

b0

2

∫

ΩR
τ

n
∑

i=1

|uN
zi
|2e−µtdz −

b0

2

∫

ΩR
0

n
∑

i=1

|uN,R
0,zi

|2dt +

+
1

2
(b0 − µb1)

∫

QR
τ

n
∑

i=1

|uN
zi
|2e−µtdzdt,

де b0, b1 — сталi з нерiвностей

n
∑

i,j=1

bij(z, t)ξiξj 6 b0|ξ|2,
n
∑

i,j=1

bijt(z, t)ξiξj 6 b1|ξ|
2,

якi правильнi майже для всiх z ∈ Ω, всiх t ∈ (0, T ] i для всiх ξ ∈ R
n.
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За умовою (С)

I3 :=

∫

QR
τ

c(z, t)|uN |uNuN
t e−µtdzdt >

>
c0

2

∫

ΩR
τ

|uN |2e−µtdz −
c0

2

∫

ΩR
0

|uN,R
0 |2dz +

1

2
(c0 − µc1)

∫

QR
τ

|uN |2e−µtdzdt,

де c0 = ess sup
QT

c(z, t), c1 = ess sup
QT

ct(z, t). Крiм того,

I4 :=

∫

QR
τ

e−µtfR(z, t)uN
t dzdt 6

1

2

∫

QR
τ

(|uN
t |2 + |fR(z, t)|2)e−µtdzdt.

Виберемо

µ = max

{

1,
c0

2max{c1, 1}
,

a0

2max{1, a1}
,

b0

2max{1, b1}

}

.

Тодi, враховуючи оцiнки iнтегралiв I1, . . . ,I4, з (11) одержимо нерiвнiсть

∫

ΩR
τ

(

|uN |2+

n
∑

i=1

|uN
zi
|2+

n
∑

i,j=1

|uN
xixj

|p

)

+

∫

QR
T

(

|uN
t |2+|uN |r+

n
∑

i=1

|uN
zi
|2+

k
∑

i,j=1

|uN
xixj

|p

)

dzdt 6

6 M2

[

∫

ΩR
0

(

|uN,R
0 |2 +

n
∑

i=1

|uN,R
0,zi

|2 +
k
∑

i,j=1

|uN,R
0,xixj

|p

)

dz +

∫

QR
T

|fR(z, t)|2dzdt

]

, (12)

τ ∈ [0, T ], де стала M2 не залежить вiд N i R.
Крiм того, враховуючи (12),

∫

QR
T

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uN
xixj

|p−2uN
xixj

∣

∣

∣

∣

∣

dzdt 6 a0(mes QR
T )1/p

k
∑

i,j=1

(

∫

QR
T

|uN
xixj

|2dzdt

)1/p′

6 M3, (13)

∫

QR
T

|c(z, t)|uN |r−2uN |dzdt 6 c0(mes QR
T )1/r

(

∫

QR
T

|uN |2dzdt

)r′

6 M3, (14)

де p′ = p/(p − 1), r′ = r/(r − 1), a стала M3 не залежить вiд N .
Введемо простiр

Vp,r(Q
R
T ) =

{

u : u ∈ Lr(QR
T ), uxixj

∈ Lp(QR
T ), i, j ∈ {1, . . . , k}, u

∣

∣

∂DR
x ×DR

y ×(0,T )
= 0,

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

∣

∂DR
x ×DR

y ×(0,T )

= 0

}

.
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Нехай Ap,r : Vp,r(Q
R
T ) → (Vp,r(Q

R
T ))∗ — оператор, дiю якого визначимо формулою

〈Ap,r(u), u〉 =

∫

QR
T

[

k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uxixj
|p−2uxixj

uxixj
+ c(z, t)|u|r−2uv

]

dzdt

для довiльних функцiй u, v ∈ Vp,r(Q
R
T ). Тодi з (13), (14) одержимо, що

‖Ap,r(u
N )‖(Vp,r(QR

T
))∗ 6 M4, (15)

де M4 не залежить вiд N .
На пiдставi оцiнок (12), (15) iснує послiдовнiсть {uNs} ⊂ {uN} така, що uNs → uR ∗-слаб-

ко в L∞((0, T );V0(Ω
R)), uNs

t → uR
t слабко в L2(QR

T ), Ap,r(u
Ns) → χR слабко в (Vp,r(Q

R
T ))∗,

при Ns → ∞.
Використавши рiвностi (8), цiлком аналогiчно як у [15, с. 170] доводимо правильнiсть

рiвностi

∫

QR
T

[

uR
t v +

n
∑

i,j=1

bij(z, t)uR
zi

vzj
− fR(z, t)v

]

dzdt + 〈χR, v〉 = 0 (16)

для довiльної функцiї v ∈ Vp,r(Q
R
T )
⋂

L2((0, T );H1
0 (ΩR)), де 〈·, ·〉 позначає значення функ-

цiонала з простору (Vp,r(Q
R
T ))∗ на елементах простору Vp,r(Q

R
T ).

Далi використаємо монотоннiсть оператора Ap,r. Подiбно як у [15, с. 171] доводимо, що
χR = Ap,r(u

R). Крiм того, uR задовольняє початкову умову (6). Отже, рiвнiсть (16) можемо
записати у виглядi

∫

QR
τ

[

uR
t v +

k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uxixj
|p−2uR

xixj
vxixj

+

n
∑

i,j=1

bij(z, t)uR
zi

vzj
+

+ c(z, t)|uR|r−2uRv − fR(z, t)v

]

dzdt = 0 (17)

для довiльного τ ∈ (0, T ], що й завершує доведення теореми.
Нехай X(ΩR) — деякий банахiв простiр функцiй, вимiрних на ΩR. Через Xloc(Ω) по-

значимо множину функцiй u таких, що звуження u на ΩR належить до простору X(ΩR)
для всiх R > 1.

Введемо простори

V p(ΩR) =

{

u : uxixj
∈ Lp(ΩR), i, j ∈ {1, . . . , k}, u

∣

∣

(∂Dx∩∂DR
x )×DR

y
= 0,

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

(∂Dx∩DR
x )×DR

y

= 0

}

, H1,0(ΩR) = {u : u ∈ H1(ΩR), u
∣

∣

∂Ω∩∂ΩR = 0}.

Означення 2. Функцiю u, яка задовольняє включення

u ∈ C([0, T ];L2
loc(Ω))

⋂

L2((0, T );H1,0
loc (Ω))

⋂

Lp((0, T );V p
loc(Ω))

⋂

Lr((0, T );Lr
loc(Ω))
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й iнтегральну рiвнiсть

∫

Ωτ

u(z, t)v(z, t)dz +

∫

Qτ

[

−uvt +
k
∑

i,j=1

aij(z, t)|uxixj
|p−2uxixj

vzizj
+

+

n
∑

i,j=1

bij(z, t)uzi
vzj

+ c(z, t)|u|r−2uv

]

dzdt =

∫

Ω0

u0(z)v(z, 0)dz +

∫

QT

f(z, t)vdzdt (18)

для всiх τ ∈ (0, T ] i для всiх v ∈ C1([0, T ];C2
0 (Ω)), називаємо узагальненим розв’язком

задачi (1)–(3).
Правильна така теорема.
Теорема 2. Нехай виконуються умови (А), (В), (С) i, крiм того, p ∈ (1, 2), r ∈ (2,

+∞), u0 ∈ L2
loc(Ω), f ∈ L2((0, T );L2

loc(Ω)), n < min{2p/(2 − p), 2pr/(r − p), 2r/(r − 2)}. Тодi
задача (1)–(3) має єдиний узагальнений розв’язок.
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