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Показано, що розв’язнiсть задачi про певний клас симетричних розв’язкiв нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь можна дослiджувати з використанням теорiї крайових задач.

У данiй роботi розглядається один клас нелiнiйних скалярних функцiонально-диферен-
цiальних рiвнянь вигляду

x′(t) = f(x(τ1(t)), x(τ2(t)), . . . , x(τm(t)), x(t), t), t ∈ R, (1)

де f : Rm+2 → R, m > 0, τi : R → R, i = 1, 2, . . . ,m, — вимiрнi функцiї (при m = 0 вважає-
мо, що члени з вiдхиленнями аргументу вiдсутнi). Пiд розв’язком рiвняння (1) розумiємо
функцiю x : R → R, яка на кожному компактному промiжку є абсолютно неперервною та
майже скрiзь задовольняє рiвняння (1).

Нас цiкавлять розв’язки x : R → R рiвняння (1), що мають певну властивiсть симетрiї,
а саме такi, для яких

x(t) = ax(ψ(t)), t ∈ (−∞,∞), (2)

де a ∈ R \ {0}, а ψ : R → R — наперед задана монотонно зростаюча (неперервно диферен-
цiйовна) функцiя з властивiстю

ψ(R) = R (3)

(для визначеностi — зростаюча). При вiдповiдному виборi параметра a та функцiї ψ власти-
вiсть (2) може описувати такi властивостi розв’язку, як парнiсть, непарнiсть, перiодичнiсть,
антиперiодичнiсть i т. д. Як функцiю ψ, наприклад, можна взяти функцiю ψ(t) = εt + T ,
де T ∈ R та ε ∈ {−1, 1}; тодi при ε = 1 умова (2) визначатиме розв’язок типу Флоке (для
багатовимiрних систем розв’язки з бiльш загальною властивiстю дослiджувалися, зокре-
ма, в [1–4]), а при ε = −1 — зводиться до властивостi, що вивчалася в [5]. Якщо взяти
ψ(t) = 2t − 1, то матимемо властивiсть (2) для функцiї x(t) = (t− 1)n при a = 1/2n.
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Далi розглядатимемо спецiальний випадок, коли вiдхилення аргументу i функцiя
f : Rm+1 → R в рiвняннi (1) справджують таку умову: можна вказати такi цiлi числа
k1, . . . , km, що

τi ◦ ψ = ψki ◦ τi, i = 1, 2, . . . ,m, (4)

та

ψ′(t)f(a−k1z, a−k2z, . . . , a−kmz, a−1z, ψ(t)) = a−1f(z, z, . . . , z, z, t) (5)

для всiх z ∈ R та майже всiх t ∈ R.
Сформульоване припущення означає, що права частина диференцiального рiвняння має

властивiсть симетрiї, яка є, у певному сенсi, природною з огляду на характер вихiдної за-
дачi. Наприклад, якщо τi, i = 1, 2, . . . ,m, є сталими запiзненнями, умова (4) виконується
очевидним чином при k1 = · · · = km = 1. Рiвняння з властивостями, подiбними до (5),
розглядалися, зокрема, в [6–8].

Зафiксуємо деяке значення t0 ∈ R, для якого ψ(t0) 6= t0. Для визначеностi припустимо,
що ψ(t0) > t0. З постановки задачi (1), (2) зрозумiло, що звуження y = x|Iψ кожного її
розв’язку x на промiжок Iψ := [t0, ψ(t0)] справджує двоточкову крайову умову

y(t0) = ay(ψ(t0)). (6)

Виявляється, що за умови (5) має мiсце, у певному сенсi, й обернене твердження. Для того
щоб навести його точне формулювання, введемо вiдповiднi позначення.

Зростаюча функцiя ψ з властивiстю (3) породжує строго зростаючу числову послiдов-
нiсть · · · < ψ−2(t0) < ψ−1(t0) < t0 < ψ(t0) < ψ2(t0) < · · · , точки якої дiлять R на злiченну
кiлькiсть напiввiдкритих iнтервалiв

[ψj(t0), ψ
j+1(t0)), j ∈ Z. (7)

Назвемо число j номером iнтервалу [ψj(t0), ψ
j+1(t0)). Для кожного t ∈ R цiле число l(t)

визначимо як номер того з iнтервалiв (7), який мiстить точку t.
Лема 1. Якщо функцiя y : Iψ → R задовольняє двоточкову крайову умову (6), то функ-

цiя

x(t) := a−l(t)y(ψ−l(t)(t)), t ∈ R, (8)

має властивiсть (2).
Доведення. Нехай x задано рiвнiстю (8). Безпосереднiм обчисленням за формулою (8)

неважко перевiрити, що при кожному цiлому j

x(t) = a−jx(ψ−j(t))

для всiх t ∈ [ψj(t0), ψ
j+1(t0)). Використовуючи означення функцiї l : R → Z, звiдси виво-

димо, що має мiсце (2).
Введемо оператори σi : C(Iψ,R) → L1(Iψ,R), i = 1, 2, . . . ,m,

(σix)(t) :=

{

x(τi(t)), якщо τi(t) ∈ Iψ,

a−l(τi(t))x(ψ−l(τi(t))(τi(t))), якщо τi(t) 6∈ Iψ,
(9)

де l(t) — номер того з iнтервалiв (7), який мiстить точку t ∈ R.
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Лема 2. Нехай функцiя y : Iψ → R є розв’язком рiвняння

y′(t) = f((σ1y)(t)), (σ2y)(t)), . . . , (σmy)(t)), t), t ∈ Iψ, (10)

та має властивiсть (6). Тодi визначена формулою (8) функцiя x : R → R є розв’язком
задачi (1), (2).

Доведення. Перш за все зазначимо, що записане рiвняння (10) має сенс. Дiйсно, вираз
в його правiй частинi є коректно визначеним для будь-якої абсолютно неперервної функцiї
y : Iψ → R, оскiльки, згiдно з (9), як вiдповiдна початкова функцiя на множинi

Λ :=

m
⋃

i=1

τi(Iψ) \ Iψ

використовуються значення, отриманi “трансляцiєю” вiдповiдних значень y на базовому
iнтервалi Iψ iз збереженням властивостi симетрiї.

Нехай функцiя y : Iψ → R є розв’язком задачi (6), (10), а x — це вiдповiдна функцiя (8).
За лемою 1 функцiя (8) має властивiсть (2). Зауважимо, що на множинi Λ значення функ-
цiї x збiгаються зi значеннями початкової функцiї, якi було використано при побудовi рiв-
няння (10). Звiдси, зокрема, випливає, що x справджує рiвняння (1) на промiжку Iψ.

Залишається переконатися, що при майже всiх t 6∈ Iψ для x справджується рiвняння (1).
Це доводиться безпосередньо з використанням припущень (4) i (5).

Зауваження. У випадку, коли τi(Iψ) ⊂ Iψ, i = 1, 2, . . . , n, рiвняння (10) не потребує
визначення початкової функцiї та має вигляд

x′(t) = f(x(τ1(t)), x(τ2(t)), . . . , x(τm(t)), x(t), t), t ∈ Iψ. (11)

З леми 2 випливає, що питання дослiдження визначених на (−∞,∞) розв’язкiв рiвнян-
ня (1) iз симетрiйною властивiстю (2) можна замiнити дослiдженням розв’язностi двото-
чкової задачi (6), (10); при цьому, як ми бачили вище, важливим є припущення (5). Отже,
в цiй ситуацiї можна використовувати засоби теорiї крайових задач. Зокрема, мають мiсце
такi твердження, що отримуються з вiдповiдних результатiв працi [9].

Теорема 1. Нехай виконуються умови (4), (5) i, крiм того, 0 < a 6 1 i для всiх
дiйсних z та zi, i = 1, 2, . . . ,m, та майже всiх t ∈ Iψ справджується оцiнка

f(z1, z2, . . . , zm, z, t) sign z 6 q(|z|, t), (12)

де q : [0,+∞) × Iψ → [0,+∞) — деяка неспадна за першим аргументом функцiя з власти-
вiстю

lim
̺→+∞

1

̺

∫

Iψ

q(̺, t) dt = 0. (13)

Тодi рiвняння (1) має принаймнi один розв’язок з властивiстю (2).
Теорема 2. Нехай виконуються умови (4), (5) i, крiм того, 0 < a 6 1 i для всiх

дiйсних z та zi, i = 1, 2, . . . ,m, та майже всiх t ∈ Iψ справджується оцiнка

f(z1, z2, . . . , zm, z, t) sign z > −q(|z|, t), (14)
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де q : [0,+∞) × Iψ → [0,+∞) — деяка неспадна за першим аргументом функцiя з власти-
вiстю (13). Тодi рiвняння (1) має принаймнi один розв’язок з властивiстю (2).

Iншi умови iснування розв’язкiв рiвняння (1) з властивiстю (2) можна отримати засто-
суванням iнших ознак розв’язностi задачi (6), (10), що є двоточковою крайовою задачею
для функцiонально-диференцiального рiвняння на обмеженому iнтервалi (див., наприк-
лад, [9, 10]).

Виконано за часткової пiдтримки грантом VEGA-SAV 2/7140/27 та грантом Фонду
Штефана Шварца.
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About symmetric solutions of a class of functional differential equations

We show that the solvability of a problem on a certain class of symmetric solutions of non-linear

differential equations can be studied by using the theory of boundary-value problems.
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