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Хвильовi розв’язки нелокальної моделi блокового

середовища

Розглянуто хвильовi поля в блочних середовищах, яким притаманний розривний харак-

тер швидкостей та напруг мiж структурними елементами. Показано, що осереднена

математична модель такого середовища в окремих випадках допускає ряд точних та

асимптотичних розв’язкiв. У загальному випадку з використанням методiв якiсного

аналiзу нелiнiйних динамiчних систем встановлено, що модель має розв’язки у виглядi

хвиль перемикання з рiзними типами фронтiв, перiодичнi, кноїдальнi та вiдокремленi

хвилi.

Згiдно з експериментальними результатами, поведiнка геоматерiалiв за нерiвноважних умов
пов’язана в основному з проявами особливостей їх мiкроструктури [1, 2]. Опис стану таких
середовищ у рамках класичної механiки суцiльного середовища наштовхується на вiдомi
труднощi, що стимулює потребу в створеннi нових математичних моделей, якi повиннi вра-
ховувати дискретнiсть середовища, iєрархiчну внутрiшню структуру, нелокальну взаємодiю
мiж структурними елементами, їх ступенями вiльностi тощо.

У даному повiдомленнi розглядається блокове геосередовище з розривами швидкостей
мiж сусiднiми блоками. Для такого середовища закони збереження маси та iмпульсу в кон-
тинуальному наближеннi можна записати у виглядi [3]:
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τ(pt + υpx − χ{ρt + υρx}) = κρ− p,

(1)

де ρ, p й υ — локальнi значення густини, тиску й швидкостi у деякiй точцi середовища;
β — параметр, пов’язаний з розмiрами взаємодiючих блокiв; γρ — зовнiшня масова сила;
τ — час релаксацiї, а χ, κ — пропорцiйнi квадратам рiвноважної та замороженої швидкостi
звуку в середовищi.

Доданки з параметром β у моделi (1) пов’язанi з урахуванням впливу на видiлений
структурний елемент сусiднiх блокiв. Тому система (1) мiстить опис нелокальної взаємодiї
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блокiв у рiвняннях нерозривностi та руху, на вiдмiну вiд бiльш традицiйного врахування
нелокальностi в рiвняннi стану [4–6].

Розглянемо структуру множини хвильових розв’язкiв системи (1)

υ = U(ω) +D, ρ = ρ0 exp[ξt+ S(ω)], p = ρZ, ω = x−Dt, D, ξ = const (2)

залежно вiд параметра β.
Динамiчна система, яка описує вирази (2), має вигляд

∆U ′ = (κ− τ(γU + ξZ)− Z)U,

∆Z ′ = τ(1 + β)(χ− Z)(γU + ξZ) + (−U2 + Z + β(Z − 2DU − 2U2))(κ− Z),
(3)

де ∆ = τU [(1 + β)χ − U(U + 2β(U +D))].
Для цiєї системи знайдено ряд точних та асимптотичних розв’язкiв.
Розглянемо асимптотичний випадок, коли |U | й |Z| є малими. Тодi систему рiвнянь (3)

можна записати таким чином:

U̇ = µ1U + µ3U
2 + µ4UZ ≡ F1,

Ż = α1U + α2Z + α3U
2 + α4UZ + α5Z

2 ≡ F2,
(4)

де

(·̇) =
d(·)

dy
= ∆

d(·)

dω
, µ1 = κ, µ3 = −γτε, µ4 = −(1 + τξ)ε;

α1 = (1 + β)χγτ − 2βDκ, α2 = (1 + β)(κ+ χτξ), α3 = −(1 + 2β)κε,

α4 = (2βD − (1 + β)γτ)ε, α5 = −(1 + β)ε(1 + τξ), ε ≪ 1 — малий параметр.

Загального розв’язку динамiчної системи (4) отримати для довiльних значень парамет-
рiв не вдається. Але при певних обмеженнях на параметри цю систему можна проiнтегру-
вати та отримати точнi розв’язки.

Розв’язок 1. Якщо

α5µ1 − α2µ4 = 0 ⇒ µ1 =
α2

α5

µ4 ≡ ϕµ4,

α3µ
4
4 − α4µ3µ4 + α5µ

2
3 = 0 ⇒ µ3 =

α4 ±
√

α2
4
− 4α3α5

2α5

µ4 = λµ4,

2α5µ1µ3 − α4µ1µ4 − α2µ3µ4 + α1µ
2
4 = 0 ⇒ α5ϕλ− α4ϕ+ α1 = 0,

то система (4) набуває вигляду:

U̇ = µ1U + µ3U
2 + µ4UZ ≡ UG,

Ż =
µ4α2 − α5µ1 + U(µ4α4 − µ3α5) + µ4α5Z

µ2
4

G = (a0 + Ua1 + Za2)G.
(5)

Отже, iз спiввiдношень (5) отримаємо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння

dZ

dU
=

a0 + Ua1 + Za2
U

.
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Його розв’язок

Z = constUa2 +
a1

1− a2
U −

a0
a2

.

Розв’язок 2. Помножимо перше рiвняння системи (4) на параметр ϕ1, друге — на ϕ2

та додамо цi вирази. Отримаємо (ϕ1U + ϕ2Z)′ = ϕ1F1 + ϕ2F2. Нехай ϕ1U + ϕ2Z = W . Тодi
це рiвняння можна проiнтегрувати, якщо

(ϕ1U + ϕ2Z)′ = ϕ1F1 + ϕ2F2 ≡ AW 2 +BW + C, (6)

де A, B, C — сталi, якi потребують визначення.
Аналiзуючи умови сумiсностi для рiвняння (6), встановлено, що B = α2, C = 0.

Якщо

∣

∣

∣

∣

µ1 − α2 α1

µ4 − 2α5 α4

∣

∣

∣

∣

= 0, то параметри ϕ1 = α1, ϕ2 = α2−µ1. Звiдси A =
α5

ϕ2

=
α5

α2 − µ1

.

Параметри системи (4) повиннi задовольняти також додатковiй умовi

µ3α1 + α3(α2 − µ1) =
α5α

2
1

α2 − µ1

.

В результатi перетворень, система (4) зводиться до рiвняння W ′ = AW 2 + BW , розв’язок

якого має вигляд W =
B

const · e−Bt −A
. Тодi перше рiвняння системи (4) зводиться до

рiвняння Бернуллi:

U̇ −

(

µ1 +
µ4

ϕ2

W (y)

)

U =

(

µ3 −
ϕ1

ϕ2

µ4

)

U2.

Розв’язок 3. З огляду на полiномiальний характер динамiчної системи (3), цiлком

природно припустити iснування розв’язкiв, таких що Z = Z(U) ≡
n
∑

i=0

AiU
i, де Ai невiдомi

коефiцiєнти. Виявляється, що система (3) допускає розв’язок вигляду Z = A0+A1U+A2U
2,

де A0 задовольняє рiвняння A0(A0(1 + τξ) − κ − χτξ) = 0.

Якщо A0 =
κ+ χτξ

1 + τξ
, то коефiцiєнти

A2 =
1 + 2β

(1− β)(1 + τξ)
, A1 =

(χ− κ)τ(γ + βγ + 2βDξ)

(κ(1 + β) + βχτξ)(1 + τξ)
.

Для iснування розв’язку слiд накласти двi додатковi умови на параметри

κ =
βχγτ(1 + β − τξ + βτξ)

γτ + β(2D + γτ) + 2β2D(1 + τξ)
,

χ =
(1− β)(2βD + γτ − βγτ)(γτ + β(2D + γτ) + 2β2D(1 + τξ))

β2(1 + 2β)(1 + β − τξ + βτξ)2
.

Як приклад зафiксуємо значення вiльних параметрiв D = 0,5, γ = −1, τ = 0,4, ξ =
= 0,8, β = 0,4. Тодi κ = −0,0442, χ = 0,0117. Коефiцiєнти A2 = −2,2727, A1 = 0,3030.
Отже, перший iнтеграл динамiчної системи (3) має вигляд Z = A0 + A1U + A2U

2, що дає
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Рис. 1. Фазовий портрет динамiчної системи (3) при D = 0,5, γ = −1, τ = 0,4, β = 0,4, ξ = 0,8 та κ = −0,0442,
χ = 0,0117 (а) й κ = −0,5208, χ = 0,3423 (б )

змогу обчислити U iз звичайного диференцiального рiвняння з вiдокремлюваними змiнними
вигляду U̇ = (κ − (1 + τξ)A0 − (τγ + (1 + τξ)A1)U − A2(1 + τξ)U2)U .

Якщо вибрати A0 = 0, тодi

κ =
(1 + β)χ(2βDξ + γ(β + τξ))

β(2βDξ + γ(β − 1))
, χ =

γ(β − 1)(2βDξ + γ(β − 1))

ξ2(1 + 3β + 2β2)
,

A2 =
1 + 2β

(β − 1)(1 + τξ)
, A1 = −

χγτ + βχγτ − 2Dκβ

(1 + β)χτξ + βκ
.

При D = 0,5, γ = −1, τ = 0,4, ξ = 0,8, β = 0,4 отримаємо κ = −0,5208, χ = 0,3423. Значення
коефiцiєнтiв параболи тi самi, що й у попередньому випадку A2 = −2,2727, A1 = 0,3030.
На рис. 1 зображено фазовi портрети [7] динамiчної системи (3), на яких показано графi-
ки функцiї Z = A0 + A1U + A2U

2 (лiнiї з позначками “+”). Слiд зазначити, що графiки
проходять через стацiонарнi точки. Цей факт можна перевiрити також аналiтично. Ви-

користання многочленiв Z =
n
∑

i=0

AiU
i третього та вищих степенiв показує, що розв’язкiв

у такому виглядi динамiчна система не має.
Якiсний аналiз динамiчної системи (3). Використовуючи методи якiсного аналiзу,

детально розглянемо структуру фазових портретiв у загальному випадку цiєї системи. Для
пошуку стацiонарних точок прирiвняємо правi частини системи (3) до нуля. Тодi стацiонарнi
точки мають такi координати:

U0 = −
κξ

γ
, Z0 = κ, (а)

U1 =
−βD +

√

χ+ 3βχ+ 2β2χ+ β2D2

1 + 2β
,

U2 =
−βD −

√

χ+ 3βχ+ 2β2χ+ β2D2

1 + 2β
, Z1,2 =

κ− τγU1,2

1 + τξ
.

(б)
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Якщо ж U = 0, то стацiонарнi точки наведемо в формi

U3 = 0, Z3 =
κ+ χτξ

1 + τξ
, (в)

U4 = 0, Z4 = 0. (г)

Власнi значення лiнеаризованої матрицi Jij = ∂fi/∂xj для точки (в)

λ1 = −χτξ, λ2 = −(1 + β)(κ+ χτξ) (завжди вузлова точка)

та для початку координат — точки (г)

λ1 = κ, λ2 = (1 + β)(κ+ χτξ) (завжди вузол).

Тип стiйкостi iнших точок залежать вiд iнварiантiв матрицi J : вiд слiду sp(J) та визнач-
ника det(J). Визначимо умови, при яких Tri = sp(Ji) та ∆i = sp(Ji)

2−4 det(Ji) дорiвнюють
нулю. Змiни знакiв цих величин пов’язанi з появою коливних розв’язкiв у системi та змiною
їх стiйкостi. Зокрема, для стацiонарної точки (U0;Z0)

sp(J) = γ−2{κ2ξ2(1 + 2β) − 2βDγκξ − γ2(κ(1 + β + βτξ)− (1 + β)χτξ)} = 0.

З останнього рiвняння можна визначити залежнiсть β вiд iнших параметрiв задачi:

β =
γ2(κ− τξχ)− ξ2κ2

2ξ2κ2 − γ2(κ+ κτξ − χτξ)− 2Dγκξ
. (7)

Аналогiчно для точок (б) з умови виродження випливає спiввiдношення

κ+ =
β(−βD +

√

χ+ 3βχ+ 2β2χ+ β2D2)γτ + (1 + 3β + 2β2)χ(1 + τξ)

(1 + β)(1 + 2β)
,

κ− =
β(−βD −

√

χ+ 3βχ+ 2β2χ+ β2D2)γτ + (1 + 3β + 2β2)χ(1 + τξ)

(1 + β)(1 + 2β)
.

(8)

Уявлення про форму та взаємне положення кривих, заданих формулами (7) та (8), дає
рис. 2. На рис. 2, а суцiльною товстою лiнiєю зображено графiк функцiї (7), суцiльною
тонкою — криву κ+(β), штриховою — κ−(β).

Визначник det(J0) у точцi (U0;Z0)

γ2 det(J0) = κ(κ− r1)(κ − r2),

де

r1 =
(βD +

√

(1 + β)(1 + 2β)χ+ β2D2)γ

ξ(1 + 2β)
, r2 =

(βD −
√

(1 + β)(1 + 2β)χ+ β2D2)γ

ξ(1 + 2β)
.

Визначники det(J1,2) у точках (U1,2;Z1,2) det(J1) = (κ− r1) та det(J2) = (κ− r2).
Поява коливних режимiв визначається знаком величини sp(J)2 − 4 det(J). На рис. 2, б

зображено графiки, якi вiдповiдають розв’язкам sp(J)2− 4 det(J) = 0. Аналiзуючи графiки
рис. 2 можна встановити типи точок та їх бiфуркацiйнi змiни при зростаннi параметра β.
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Рис. 2. Графiки функцiй (7) й (8) (а) та розв’язкiв рiвнянь ∆i = 0 (б ) при D = 0,5, γ = −1, τ = 0,4, χ = 1,
ξ = 0,6

Рис. 3. Фазовi портрети динамiчної системи (3) при κ = 0,3 (а), κ = 1,29 (б ), κ = 1,5 (в) й κ = 1,7 (г)
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Рис. 4. Бiфуркацiя гомоклiнiчної петлi сiдлової точки (U1;Z1): а — κ < κ0; б — κ = κ0; в — κ > κ0

Розглянемо типовi фазовi портрети при β = 0,4 (див. штрихову вертикальну лiнiю на
рис. 2, а) та змiнному κ.

При κ = 0,3 точки (U0;Z0) й (U2;Z2) є сiдловою, (U1;Z1) — нестiйкий фокус, iншi точки
є вузловими (рис. 3, а). З рис. 2, б випливає, що при κ < 1,2822 стацiонарнi точки не
змiнюються за типом стiйкостi. При 1,2822 < κ < 1,3122 точка (U0;Z0) — сiдло, (U1;Z1) —
вузол. На рис. 3, а зображено типовий фазовий портрет при κ = 1,29, на якому немає
жодної стацiонарної точки фокусного типу.

При 1,3122 < κ (U0;Z0) — стiйкий фокус та (U1;Z1) — сiдло. Типовий фазовий порт-
рет зображено на рис. 3 при κ = 1,5. При κ = 1,6178 вiдбувається змiна знаку дiйсної
частини власних значень матрицi J з появою нестiйкого фокуса. При значеннях параметра
κ > 1,6178 в околi точки (U0;Z0) виявлено граничний цикл (рис. 3, г). Його утворення
пов’язане з бiфуркацiєю [7] гомоклiнiчної петлi стацiонарної точки (U1;Z1), яка має мiсце
при κ0 ≈ 1,756691291 (рис. 4). При κ > κ0 сепаратриси сiдла (U1;Z1) не перетинаються та
прямують до стiйких стацiонарних точок (U0;Z0) та (U3;Z3).

З аналiзу точних та асимптотичних розв’язкiв системи (3) випливає, що параметр β урiз-
номанiтнює типи хвильових розв’язкiв моделi (1). Як свiдчать результати якiсного аналiзу
динамiчної системи (3), врахування параметра β спричинює утворення нових бiфуркацiйних
поверхонь у фазовому просторi системи (3), що впливає на стiйкiсть стацiонарних режимiв
(див. рис. 2) та веде до перебудови структури фазових просторiв. Зазначимо, що при β 6=
6= 0 спостерiгається змiщення моментiв реалiзацiї ряду ефектiв (народження перiодичних
траєкторiй, утворення гомоклiнiчних петель) у просторi параметрiв моделi, що дає бiльшу
свободу при зiставленнi розв’язкiв з природними явищами.

Таким чином, урахування дискретностi середовища та, як наслiдок, розривного харак-
теру польових функцiй у сусiднiх структурних елементах змiнює структуру хвильових
розв’язкiв. Тим самим дискретнiсть середовищ виступає одним iз джерел активностi се-
редовищ та пов’язана з виникненням у них нестiйкостей.
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Wave solutions of the nonlocal model of a block medium

The article is devoted to the description of wave fields in block media with discontinuities of veloci-

ties and stresses between structure elements. The averaged mathematical model of a medium admits

a number of exact and asymptotic solutions. Using the methods of qualitative analysis, we found

the solutions of the model in the form of switching waves with different types of fronts, periodic,

cnoidal, and solitary waves.
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