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Будується iнтегральна залежнiсть дискретно визначеної функцiї стану просторово

розподiленої динамiчної системи вiд початково-крайових та поточних зовнiшньодина-

мiчних збурюючих факторiв. Побудована математична модель системи за середньоква-

дратичним критерiєм узгоджується з дискретно спостережуваним початково-крайо-

вим станом системи та неперервно визначеною функцiєю розподiлених зовнiшньодина-

мiчних збурень, якi супроводжують динамiчну систему.

Дослiдження просторово розподiлених динамiчних систем при умовi неповноти даних про
зовнiшньодинамiчну обстановку, яка їх супроводжує, приводить до некоректних постановок
початково-крайових задач математичної фiзики. Псевдоiнверснi пiдходи [1, 2] до матема-
тичного моделювання розв’язку таких задач, запропонованi в [3] та розв’язанi в [4, 5], вима-
гають наявностi iнтегральної математичної моделi процесу. Проблема побудови останньої
може бути вирiшена для процесiв, динамiка яких описана диференцiально або допускає
спостереження за станом процесу та розподiленим зовнiшньодинамiчним збуренням, яке
йому вiдповiдає в необмеженiй просторово-часовiй областi. З урахуванням того, що прак-
тична реалiзацiя першого пiдходу пов’язана з обчисленням одно- та багатократних контур-
них iнтегралiв, а використання другого обмежене технiчними можливостями постановки
експерименту, нижче буде запропоновано новий, вiльний вiд цих недолiкiв, iдентифiкацiй-
ний псевдоiнверсний пiдхiд до подолання проблеми. З використанням результатiв лiнiйної
алгебри [6, 7], узагальнених в роботах [8, 9], та iдей [10] з iдентифiкацiї алгебраїчно пе-
ретворюючих систем буде розв’язана задача побудови математичної моделi розподiленого
динамiчного процесу, дискретно спостережуваного в обмеженiй просторово-часовiй областi,
яка може бути базовою для вирiшення проблеми математичного моделювання [4, 5] дина-
мiки цього процесу в прямiй та оберненiй постановках.

1. Розглянемо розподiлений у просторовiй областi

S0 = {x : x = (x1, . . . , xν) ∈ R
ν}

динамiчний процес, стан якого на часовому iнтервалi 0 6 t 6 T визначається функцiєю
y(s) (s = (x, t) ∈ ST

0 ).
Будемо виходити з того, що залежнiсть функцiї y(s) вiд функцiї зовнiшньо розподiле-

них просторово-часових збурень u(s) (s ∈ ST
0 ), якi розглядуваний процес супроводжують,
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визначається диференцiальним рiвнянням у частинних похiдних або, що еквiвалентно, iн-
тегральною моделлю [4, 5] вигляду

y(s) =

+∞∫

−∞

G(s− s′)u(s′) ds′, (1)

де

G(s− s′) =
1

(2π)ν+1

+∞∫

−∞

1

L(iλ)
e
i

(

ν
∑

j=1
λj(xj−x′

j
)+µ(t−t′)

)

dλdµ — (2)

функцiя Грiна розглядуваного просторово-часового процесу для випадку, коли s ∈ R
ν+1;

L(∂s)(∂s = (∂x1 , . . . , ∂xν
, ∂t)) — лiнiйний диференцiальний оператор, такий, що

L(∂s)y(s) = u(s), (3)

i — уявна одиниця, λ = λ1, . . . , λν , а dλ = dλ1 · · · dλν .
Враховуючи проблеми реалiзацiї формули (2) для динамiчних процесiв, описаних дифе-

ренцiальним спiввiдношенням (3), та необхiднiсть мати модель вигляду (1) для процесiв,
якi важко формалiзуються диференцiально, розглянемо задачу побудови вектор-функцiї

G(s′) = col(G(sl − s′), l = 1, L), (4)

яка значення yl = y(sl) (l = 1, L) функцiї стану y(s) в точках sl ∈ ST
0 (l = 1, L) визначає

через розподiленi зовнiшньодинамiчнi збурення u(s).
Грунтуючись на спостережуваних значеннях y(i) (i = 1, n) вектора y = col(yl, l = 1, L),

якi вiдповiдають функцiям u(i)(s) (i = 1, n) зовнiшньодинамiчних збурень вiдповiдно, при
умовi, що на стан y(s) розглядуваного процесу iншi (початковi та крайовi) зовнiшньоди-
намiчнi фактори не впливають (область ST

0 тимчасово необмежена), вектор-функцiю G(s)
визначимо спiввiдношеннями

y(i) =

∫

ST
0

G(s)u(i)(s) ds (i = 1, n) (5)

або (що еквiвалентно)

Y =

∫

ST
0

G(s)U(s) ds, (6)

де

Y = (y(1), . . . , y(n)), U(s) = (u(1)(s), . . . , u(n)(s)).

Позначивши через yT(j) та gj(s) (j = 1, L) рядки матрицi Y та елементи стовпця-функцiї

G(s), з (6) отримуємо такi iнтегральнi спiввiдношення для знаходження функцiй gj(s):
∫

ST
0

UT (s)gj(s) ds = y(j) (j = 1, L). (7)
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Псевдообертаючи [9] (7), з точнiстю [4, 5]

ε2j = min
gj(s)

∥∥∥∥∥

∫

ST
0

UT (s)gj(s) ds− y(j)

∥∥∥∥∥

2

= yT(j)y(j) − yT(j)P2P
+
2 y(j),

де знаком “+” позначена операцiя псевдообернення матрицi

P2 =

∫

ST
0

UT (s)U(s) ds ∈ R
n×n,

знаходимо компоненти

gj(s) = U(s)P+
2 y(j) + vj(s)− U(s)P+

2 Uj (j = 1, L) (8)

вектор-функцiї G(s). Тут vj(s) — довiльна iнтегровна в ST
0 функцiя, що тотожно рiвна

нулю, якщо

lim
N→∞

det

[
n∑

i=1

u(i)(sj)u
(i)(sk)

]j,k=N

j,k=1

> 0

при довiльних sj, sk ∈ ST
0 (j = 1, N ; k = 1, N ), а

Uj =

∫

ST
0

UT (s)vj(s) ds.

2. Розглянемо задачу побудови вектор-функцiї G(s) для випадку, коли дослiджуваний
процес протiкає в обмеженiй просторово-часовiй областi ST

0 . У цьому випадку на стан y(s)
процесу, крiм визначених вище функцiй u(i)(s) (i = 1, n) розподiлених просторово-часових
збурень у кожному iз n експериментiв, впливатимуть початково-крайовi зовнiшньодина-
мiчнi збурення.

Останнє означає, що значення компонент yl (l = 1, L) вектора y спостережень за станом
розглядуваного процесу визначатиметься сумою

y = y
∞

+ y0 + yΓ, (9)

складовi y
∞

, y0 та yΓ якої вiдповiдають дiї розподiлених в ST
0 та наявних при t = 0 i на

контурi Γ зовнiшньодинамiчних збурюючих факторiв.
Розглядаючи знайдену вище вектор-функцiю G(s) як нульове G0(s) наближення до ви-

значеного згiдно з (1) обернення моделi (3) на системi доступних для спостереження стану
точок s1, . . . , sL, складовi y

∞
, y0 та yΓ, якi вiдповiдають цим точкам в (9), визначимо спiв-

вiдношеннями

y
∞

=

∫

ST
0

G0(s)u(s) ds, (10)
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y0 =

∫

S0

G0(s)u0(s) ds, (11)

yΓ =

∫

SΓ

G0(s)uΓ(s) ds, (12)

функцiї u0(s) (s ∈ S0 = S0 × (−∞, 0]) та uΓ(s) (s ∈ SΓ = (Rν \ S0)× [0, T ]), в яких виберемо
з умови середньоквадратичного моделювання початково-крайових збурень, тобто з умови,
щоб

∫

S0

G0(s)u
(i)
0 (s) ds +

∫

SΓ

G0(s)u
(i)
Γ (s) ds = Y

(i)
(13)

при i = 1, n та

Y
(i)

= y(i) −

∫

ST
0

G0(s)u
(i)(s) ds.

Позначивши через

u(s) =

(
u0(s), s ∈ S0

uΓ(s), s ∈ SΓ

)
,

A(s) = ((G0(s), s ∈ S0), (G0(s), s ∈ SΓ)),

задачу середньоквадратичного обернення системи (13) зведемо до знаходження век-
тор-функцiї u(i)(s) такої, щоб

u(i)(s) = arg min
u0(s),uΓ(s)

∥∥∥∥∥

∫
A(s)u(s)− Y

(i)

∥∥∥∥∥

2

. (14)

Зауважимо, що iнтегрування в (14) виконується за областю змiни аргументу s матричної
та векторної функцiй A(s) та u(s).

Розв’язком (14), знайденим з точнiстю

ε2i = min
u
(i)
0 (s),u

(i)
Γ (s)

∥∥∥∥∥

∫
A(s)u(i)(s)− Y

(i)

∥∥∥∥∥

2

= (Y
(i)
)TY

(i)
− (Y

(i)
)TPP+Y

(i)
,

де

P =

∫

S0

G0(s)G
T
0 (s) ds+

∫

SΓ

G0(s)G
T
0 (s) ds,

буде

u(i)(s) = AT (s)P+Y
(i)

+ v(i)(s)−AT (s)P+A(i)
v
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за довiльних iнтегровних в областi визначення аргументу вектор-функцiй

v(i)(s) =

(
v
(i)
0 (s), s ∈ S0

v
(i)
Γ (s), s ∈ SΓ

)

при

A(i)
v =

∫

S0

G0(s)v
(i)
0 (s) ds +

∫

SΓ

G0(s)v
(i)
Γ (s) ds,

звiдки

u
(i)
0 (s) = GT

0 (s)P
+Y

(i)
+ v

(i)
0 (s)−GT

0 (s)P
+A(i)

v , (15)

u
(i)
Γ (s) = GT

0 (s)P
+Y

(i)
+ v

(i)
Γ (s)−GT

0 (s)P
+A(i)

v . (16)

З урахуванням (15), (16) знаходимо, що вплив початково-крайових збурень на стан y(s)
дослiджуваного процесу в точках s1, . . . , sL спостережень за ним визначатиметься компо-
нентами векторiв

y
(i)
0 =

∫

S0

G0(s)u
(i)
0 (s) ds (i = 1, n), (17)

y
(i)
Γ =

∫

SΓ

G0(s)u
(i)
Γ (s) ds (i = 1, n). (18)

3. Розглянемо варiант побудови наступного (першого) наближення G1(s) до визначення
ядра G(s) спостережуваного, згiдно з (5), в областi ST

0 розподiленого просторово-часового
процесу (3). Будемо виходити з того, що наближення це (аналогiчно (5)) визначатиметься
спiввiдношенням

ỹ(i) =

∫

ST
0

G1(s)u
(i)(s) ds (i = 1, n), (19)

в якому при визначеному вище спостереженнi y(i) за станом y(s) дослiджуваного процесу

та визначених згiдно з (17), (18) векторах y
(i)
0 та y

(i)
Γ

ỹ(i) = y(i) − y
(i)
0 − y

(i)
Γ (i = 1, n).

З (19) аналогiчно (8) з точнiстю

ε2j = min
g1j(s)

∥∥∥∥∥

∫

ST
0

UT (s)g1j(s) ds − ỹ(j)

∥∥∥∥∥

2

= ỹT(j)ỹ(j) − ỹT(j)P2P
+
2 ỹ(j) (j = 1, L),

де U(s) та P2 — збiгаються з визначеними у (8), а

(ỹ(1), . . . , ỹ(L))
T = Ỹ = (ỹ(1), . . . , ỹ(n)),
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знаходимо компоненти

g1j(s) = U(s)P+
2 ỹ(j) + vj(s)− U(s)P+

2 Uj (j = 1, L)

вектор-функцiї G1(s), а далi — i саму вектор-функцiю

G1(s) = Ỹ P+
2 UT (s) + V (s)− ŨP+

2 UT (s) (s ∈ ST
0 ). (20)

Тут vj(s) (j = 1, n) — набiр довiльних iнтегровних в ST
0 функцiй, тотожно рiвних нулю, якщо

lim
N→∞

det

[
n∑

i=1

u(i)(sj)u
(i)(sk)

]j,k=N

j,k=1

> 0

при довiльних sj, sk ∈ ST
0 (j = 1, N ; k = 1, N ), а

V (s) = col(vTj (s), j = 1, L), Ũ =

∫

ST
0

V (s)U(s) ds, Ỹ = col(ỹT(j), j = 1, L).

Знайдене згiдно з (20) перше наближення G1(s) до вектор-функцiї G(s), будучи вико-
ристаним замiсть G0(s) в описаному вище алгоритмi, дозволить знайти наступне (друге)
наближення до неї. Алгоритм уточнення вектор-функцiї G(s) може бути повторений бага-
тократно.

Критерiєм виходу з iтерацiйного повторення алгоритму може бути середньоквадратич-
на оцiнка близькостi двох послiдовних наближень до шуканої вектор-функцiї G(s), або
середньоквадратична узгодженiсть знайденої з її використанням функцiї стану y(s) зi спо-
стережуваними значеннями yl (l = 1, L) цiєї функцiї.
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V.A. Stoyan, D.A. Golodiuk

The identificative pseudoinverse method to develop mathematical

models of linear discrete observable space-time distributed systems

The integral dependence of a discretely defined function of a state of the space-distributed dynamic

system on the initial boundary and current external dynamic perturbation factors is built. The

mathematical model of the system, which is built by a mean square root criterion, is coordinated

with its discretely observable initial boundary state and with a continuously defined function of

distributed external dynamic perturbations that accompany the dynamic system.
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